EGZAMIN Z ALGEBRY LINIOWEJ II
Imie © nazwisko

Zadanie 1. Niech e; = (
f = (f1,f;). Niech A = [
(e, e)

(1) Macierz B odwzorowania 1" w bazach (f,f) ma wyraz bgy réwny 3.

70), €y — (0,1), e = (el,eQ). Niech f1 = (1,2), fg = (2,3)7

1
1 2 . . . 2
5 3 bedzie macierza odwzorowania 7" € End(R?) w bazach

(2) Macierz C' odwzorowania 7" w bazach (e, f) jest jednostkowa.
(4) Macierz D odwzorowania T" w bazach (f,e) ma wyraz dgs réwny 5.

Zadanie 2.

(1) Wektory f; = ( ,2), £y = (0,2) tworza baze przestrzeni R?, a elementy przestrzeni
dualnej (R?)*, f1 = [1, ] f2 = [—1,1/2] tworza do tej bazy baze dualna.

(2) Jedli T € End(R?) dane jest wzorem T'(z,y) = (z — y, ), to T* € End((R?)*) dane
jest wzorem T*[z,y| = [y,y — ]

(4) Jesli T € End(R?) dane jest wzorem T'(z,y) = (z,x), to dimim T* = 1.

Zadanie 3.
1 1

1)y 5|=1
02 00
3000

(2) 000 3 =0
00 20

(4) Jesli A 1 B sa dwiema macierzami rzeczywistymi n X n o wszystkich wyrazach
dodatnich i ich wyznaczniki sg rézne od zera, to wyznacznik ich sumy A 4+ B jest
takze rézny od zera.

Zadanie 4.

10 2

(1) Niech A= l 50 3

]. Wowcezas det(A?) = 1000000000.

127 400
(2) JesSliA=1]0 3 4| orazB=|2 3 0 |,todet(AB)=5-6-5=150.
0 0 4] 471]
(1 2 0] 1 -2 0
(4) JesliA=1]0 1 0 ,toAl{O 1 0].
0 0 1] 0 01




Zadanie 5.

(1) Istnieje T € End(R?) oraz repery e, f, ze A = [ _; g ] jest macierzg odwzorowania

1 2

T w bazach (e,e) za§ B = [ 9 3

] — w bazach (f,f).

(2) Niech T € End(R?) bedzie dane wzorem T'(x,y) = (x + 2y, 3y). Wtedy det T' = 1.
(4) Jesli macierz A € M, (R) jest odwracalna i ma wspétezynniki catkowite, to macierz

A~ ma takze wspotezynniki catkowite.

Zadanie 6.

(1) Dla dowolnego ciata K i dowolnych jego elementéw ay, ..., an, b, jesli a?+---+a? =
b%, to réwnanie a;x; + - - - + a,T, = b ma przynajmniej jedno rozwigzanie.

(2) Kazdy uktad réwnan liniowych a;z1+- - -+a,x, = b;, i = 1,...m, ma przynajmniej
jedno rozwigzanie, o ile liczba réwnan m jest mniejsza niz liczba niewiadomych n i
skalary b; sa miedzy sobg rozne.

(4) Jesli macierz A jest kwadratowa oraz gornie tréjkatna i ponadto wszystkie wyrazy
a; na przekatnej macierzy A sa niezerowe, to uktad réwnan Az = b, zapisany
macierzowo, ma doktadnie jedno rozwigzanie.

Zadanie 7.

(1) Rownanie niejednorodne Az = b ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy réwnanie
jednorodne Ax = 0 ma przynajmniej jedno rozwigzanie niezerowe.

1 - ) + xg + Ty = —1
, , Ty + 31’2 + 4$3 - Ty = . . ,
(2) Uklad réownan w4+ 2wy + Bus — 2w, — 3 Miema rozwigzan nad
—xry — 3[[2 + 71’3 + 3$4 = -3

ciatem Q.

(4) Fundamentalny uktadu rozwiazan ukladu jednorodnego Az = 0, zapisanego macie-
rzowo, nie moze liczy¢ wiecej elementéw niz uktad réwnan ma niewiadomych.

Zadanie 8.

(1) Wiemy, ze wektory v = (1,1,0,0), vo = (0,0,1,1) oraz v3 = (—1,0,0,0) stanowia
fundamentalny uktad rozwigzan réwnania Az = 0 oraz, ze (1, 1, 2, 1) jest rozwiazaniem
réwnania Ar = b. W takim razie (3,2,1,0) jest takze rozwiazaniem réwnania

Ax =b.

(2) Jesli macierz A € M, x,(R) ma niezerowy wyznacznik, to réwnanie Ax = b ma
zawsze rozwiazanie.

(4) Uktad wektoréw (1,0, —1), (1,1, 1), jest fundamentalnym ukladem rozwigzan réwnania
T —2I2+l’3 = 0.



Zadanie 9.

(1) Liczby —1 oraz 1 sa warto$ciami wlasnymi macierzy [ 5 _(1) 1
(2) Macierz l 1 _1 ] nie ma wartosci wtasnych jako element M, ,(R).

. . 1 -1 . . , . .
(4) (—%, 1) jest wektorem wlasnym macierzy [ 0 92 ] , odpowiadajgcym wartosci wlasnej

Zadanie 10.

(1) Niech U = {(z1,22,23) : @1 — 22 = 0} zas§ V = {(z1,29,23) : 1 = Oizz = 0}.
Wtedy U +V < R3 jest sumg prosta podprzestrzeni U i V.

(2) Niech U = {(z1,22,23) : 1 + 22 = 0}, V = {(21,22,23) : 21 — x3 = 0}. Wtedy
U +V <R3 jest sumg prosta podprzestrzeni U i V.

(4) Niech U = {(x1,22,23) : &1 + 22 + 23 =0} 1 V = {(21, 29, 23) : 1 — 23 — x5 = 0}.
Wtedy U + V = R?.

Zadanie 11.

(1) Odwzorowanie liniowe T': R?* — R3, ktére na bazie standardowej e, e,, €3 przyjmuje
wartodci T'e; = ey, Tey = e3, Tes = e, jest nilpotentne.

(2) Odwzorowanie liniowe T': R?* — R3, ktére na bazie standardowej ey, s, e3 przyjmuje
wartodci T'e; = ey + e3, T'e; = e3, T'es = 0 jest nilpotentne.

(4) Odwzorowanie T: R* — R?, ktérego macierz w pewnych bazach (v,v) ma posta¢

0 -1 1
0 0 O | jest nilpotentne.
-1 01
Zadanie 12.

(1) Wiadomo, ze U, V' sa podprzestrzeniami przestrzeni liniowej skoniczonego wymiaru
W. Wtedy dim W > dimU + dim V' — dim(U N'V).

(2) Istnieje odwzorowanie liniowe T: R> — R5, ktére ma warto$¢ wlasna, ale nie ma
podprzestrzeni niezmienniczych za wyjatkiem {0} i R®.

1 11
(4) Macierz | 0 2 2 | jest klatka Jordana.
00 3
Zadanie 15.

. 1 1 1 -1
(1) Macierze [O 9 ] oraz [ L1 ] sa podobne.



. 1 -17.]1 O
(2) Macierze [0 9 ] i [O 9 ] sa podobne.

(4) Jesli dwie macierze sa podobne, to maja ten sam wielomian charakterystyczny.
Zadanie 14.

(1) Wektory (1,—1,-2)i (=1,2,—1) € R? sg prostopadle.

(2) Jeslix, y e R1% oraz x| = |y|=|x—y|=1,t0o [x+y| =1

(4) Tstnieja wektory x, y € R ze (x,y) =10, |x| = 1,51 |y| = 4.
Zadanie 15.

(1) Jesdli wiadomo, ze wektory Xi,...,X,, € R™ sg wzajemnie prostopadle i wszystkie
maja dtugosé 2, to |x; + -+ + x,,|2 = 4m.

(2) W R27 mozna wyznaczy¢ 2008 niezerowych i wzajemnie prostopadtych wektoréw.

(4) Niech vy,...,vy oraz wy,...,wy; — dwie rézne bazy ortonormalne w R?. Istnieje
x € R ze (x,vi)2 + -+ (x,vy)? # (x, w1)? + - + (x, Wy)?.
Zadanie 16.
(1) Niech L < R*, L = {(x1, 22, 23, 74) : T1+79—73+214 = 0}. Wektor (—1,—1,1, —2) €
L*.

(2) Odwzorowanie R* x R* 3 (x,y) — (x | y) dane wzorem (x | y) = x1y1 + (v2 —
23) (Y2 — y3) + (2 + x3) (Y2 + y3) + T4y4 jest iloczynem skalarnym w R%.

(4) Odwzorowanie R* x R? 5 (x,y) — (x| y) dane wzorem (x | y) = z1y1 + Tays —
T3y3 + 2494 jest iloczynem skalarnym w R*.
Zadanie 17.
2

(1) Istnieje odwzorowanie ortogonalne U: R?* — R?, ze Ue; = % (e; + €5 + €3).

(2) Odwzorowanie U € End(R?), ktérego macierz w bazie standardowej ma postaé

[_1 1 jest ortogonalne.

(4) Jesli U jest odwzorowaniem ortogonalnym, to pierwiastki jego wielomianu charakte-
rystycznego sg liczbami zespolonymi o module 1.

Zadanie 18.
(1) Niech fi, fo, f3 beda funkcjonalami na R? okredlonymi nastepujaco: fi(xy, x2) = ix;,
dla i = ]_7 2, oraz f3<l’1, 33'2) =T + To. Wtedy f1 X f2 X f3<€1 + eg,eg,el) =4.

(2) Jesli forma dwuliniowa G na R? ma posta¢ G(z,y) = z1y2 + Tays, to G4 (z,y) =
T1Y2 + Y1 T2
2

(4) Jesli G jest okreslona jak wyzej, to G_(x,z) = —1, gdy x = (—1,0).

+ Z2ys.
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