Odwzorowania n-liniowe; formy n-liniowe

DEFINICJA 1 Niech Vi,...,V,, U beda przestrzeniami liniowymi nad ciatem
K. Odwzorowanie G: V; x --- x V,, — U nazywamy n-liniowym, jesli dla
kazdego k € [n| i wszelkich =1 € Vi,... x5 1 € Vi1, Tpy1 € Vg1, .., 2y €
V,, odwzorowanie

Vidx— Gy, ..., T 1, T, Tpy1y - Tpy)
jest liniowe.

Zbiér wszystkich odwzorowan n-liniowych z Vi x - - - x V,, w U oznaczamy
L(Vi,...,V,; U). Zbiér ten ze zwyklym dodawaniem funkcji i mnozeniem
ich przez skalary jest przestrzenia liniowa. Kazdy element G przestrzeni
L(Vi, ..., Vy; K) nazywamy formg n-liniowg.

Jesli f1 e V', ..., f, € V¥, gdzie V;* oznacza przestrzen sprzezona z V;,
to odwzorowanie

G(v1,...,v) = fr(vy) -+ fn(vn)

jest forma n-liniowa. Oznaczamy je f| ® --- ® f,, 1 nagywamy iloczynem ten-
sorowym funkcjonatow fi, ..., fn.

ZADANIE 1 Dano przestrzenie liniowe V7, ..., V,. Udowodnié, ze jesli f;q, ...,
fim, jest baza przestrzeni V*, i = 1,...n, to uktad fix, @ ® fuk,., ki € (M),
i=1,...,n, tworzy baze przestrzeni L(V1,...,V,;K).

Formy dwuliniowe

DEFINICJA 2 Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad cialem K. Forme
dwuliniowa F' € L(V,V;K) nazywamy symetryczng, jesli F(z,y) = F(y,x),
dla kazdej pary x, y € V. Forma F' jest antysymetryczna, jesli F(z,y) =
—F(y,x), dla kazdej pary z, y € V.

Oczywistym przyktadem formy dwuliniowej symetrycznej jest iloczyn ska-
larny. Forma F' € L(R",R™; R) dana wzorem

F(z,y) = Z(xiyj - xjyi)v
i<j
gdzie symbol 37, oznacza, ze sumowanie odbywa si¢ po wszystkich parach
wskaznikow ¢, 7 spelniajacych dodatkowe ograniczenie ¢ < 7, jest antysymetry
czna.
Jak tatwo zauwazy¢, zbior form symetrycznych (podobnie antysymetrycz-
nych) stanowi podprzestrzen przestrzeni L(V,V,K). Oznaczamy ja Sym(V).
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ZADANIE 2 Niech V bedzie przestrzenia liniowg nad R. Udowodnié, ze forma
dwuliniowa F' € L(V,V;R) jest antysymetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy
F(z,z) =0, dla kzdego z € V.

Kazda forma dwuliniowa G o wartosciach w ciele K charakterystyki rozne;
od 2 moze zostac¢ roztozona na sume form — symetrycznej G i antysymetrycz-
nej G_. W tym celu wystarczy przyjac

G(z,y) + Gy, x)

G(z,y) — Gy, x)
. : .

2

Gi(z,y) = G_(z,y) =
Od tej chwili zakladamy, ze rozwazane przez nas przestrzenie liniowe
sg przestrzeniami skonczonego wymiaru nad cialem liczb rzeczywistych.

DEFINICJA 3 Niech V' bedzie przestrzenia liniowa i niech F' € Sym(V). Jesli
e = (ey,...,en) jest baza uporzadkowana (reperem) w V', to macierz Mp =
[fij] o wspétezynnikach wyrazajacych sie wzorem f;; = F\(e;, e;) nazywamy
macierzq formy F w bazach (e, e).

Dwuliniowo$¢ F' prowadzi do wzoru

F(z,y) = sziyjfim

i=1j=1

gdzie x;, y; to wspolrzedne wektoréow x, y w uktadzie wspotrzednych wyzna-
czonym przez reper e. Zauwazmy, ze wyrazy macierzy Mp moga by¢ interpre-
towane jako wspotrzedne formy F w uktadzie wspotrzednych wyznaczonym
przez bazy (e, e). Co wiecej, F jest symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy
Mp jest macierzg symetryczng.

DEFINICJA 4 Forma dwuliniowa symetryczna F € Sym(V') diagonalizuje
sie w bazie ey, ..., e, jesli macierz Mg formy F' w bazach (e,e) ma postaé
diagonalng, to znaczy, f;; = 0, o ile tylko ¢ # j. Mowimy tez, ze F' ma
posta¢ kanoniczng, w uktadzie wspotrzednych wyznaczonym przez e. O bazie
e mowimy, ze jest bazg kanoniczng formy F.

TWIERDZENIE 1 (O DIAGONALIZACJI FORMY) Niech V' — przestrzen liniowa
nad cialem R wymiaru m < oco. Dla kazdej formy F € Sym(V') istnieje baza
€1y, Em, wktorej F' diagonalizuje sie.



Dowdéd. Niech € = (e,..., e ) — jakakolwiek baza (doktadniej reper) przes-

’ T m

trzeni V. Niech M} = [f];] — macierz formy F w bazach (€', e’). Dla dowolnej
pary x = zie| +---+al e y=uye| +- -+ y e okreslmy
(€,y) = oy + - + 2, (1)

/

Odwzorowanie (z,y) — (x,y) jest illoczynem skalarnym w V', zas e}, ... e/ —

baza ortonormalna wzgledem tego iloczynu. Okreslmy 7' € End(V') wzorem
Te; =" fieh i=1,...,m.
k=1
Zauwazmy, ze
Tewe] ka’ekﬂ ] - 2,] oraz <€ T@ z?kaek

Stad, biorac pod uwage symetrycznos¢ F', ktora z kolei pociaga symetrycznosé
macierzy M., dostaniemy

(Tej, ) = (e;, Te}).

Z’]

Co oznacza, ze T' jest odwzorowaniem samosprzezonym. 7 twierdzenia o dia-

gonalizacji wynika teraz istnienie bazy ortonormalnej e = (eq, ..., e,,), wzgle-
dem wprowadzonego iloczynu skalarnego, oraz liczb Ay,..., A\, ze Te; = \e;
dla ¢ = 1,...,m. Z okreslenia odwzorowania 7' wnioskujemy, ze dla kazdej

pary z,y € V mamy
(Tz,y) ZZ Te;, e))rix = ZZ LT = F(x,y)
W konsekwencji,
= T(Z xie;), Z yje;) = (Z Aiie;, Z yje;) = Z Z iy (e, €5).
i j i j i
Wobec ortonormalnosci bazy e mamy (e;, e;) = d;;, co prowadzi do zaleznosci

Z/) = Z AiiY;.

F diagonalizuje si¢ zatem w bazie e, co wigcej macierz Mg w bazach (e, e)
jest identyczna z macierzg odwzorowania 7' w tych bazach. O



UwAGA 1 Fakt, ze forma F' € Sym(V) diagonalizuje sie w bazie ey, ..., e,

mozna wyrazi¢ w nastepujacy sposoéb: Niech e!, ..., e™ oznacza baze dualng
do ey,...,e,. Wowczas istnieja skalary Ai, ..., A\, ze F' daje si¢ zapisa¢ w
postaci

F = Z)\iei@)ei.

Prawo bezwtladnosci formy dwuliniowej symetrycznej

Twierdzenie dyskutowane w tym paragrafie nazywane jest imieniem jego
odkrywcy, angielskiego matematyka Sylvestra. Méwi sie o nim takze jako o
prawie bezwladnosci formy dwuliniowe] symetryczne;.

TWIERDZENIE 2 (SYLVESTRA PRAWO BEZWLADNOSCI) Niech przestrzen li
niowa V' nad R bedzie skonczonego wymiaru m. Niech forma F € Sym(V)
ma postac¢ kanoniczng w ukladzie wspolrzednych wyznaczonym przez reper
e=(e1,...,en), to znaczy,

F([E, y) = )\1[L‘1y1 + -+ /\mxmym (2>

Niech d := |{i: \i >0}, u:=|{i: \; <0} orazz:=m—d—u=|{i: \; =
0}|. Liczby u, d, z nie zalezg od wyboru bazy kanonicznej formy F'; to znaczy,
dla kazdej takiej bazy sq identyczne.

Dowdd. Wyrdznijmy podprzestrzenie Vg, V_ oraz V. przestrzeni V:
Vo :={z: 2; #0= X\ = 0,dla kazdego i € [m]},

Vo i={z:z; # 0= )\ <0,dla kazdego i € [m]},
Vi :={z:2; #0= \; > 0,dla kazdego i € [m]}.

Jak tatwo zauwazy¢, podprzestrzenie te wchodza w nastepujace zwiazki:

Vi+ Vo=V, (3)
ViNnV. =1,. (4)
Niech € = (€], ..., €e.,) bedzie inna baza kanoniczna. Wyréznione wzgledem

tej bazy podprzestrzenie oraz odpowiedniki liczb d, u, z, oznaczmy przez
,dotozenie primow”. Zauwazmy jednak, ze

Vo :={x: F(x,y) =0, dla kazdego y € V'}.
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W takim razie V{ nie zalezy od wyboru bazy kanonicznej, wigc Vo = V{, a
stad 2’ = z.

Przypomnijmy, ze jesli X i Y sa podprzestrzeniami (skoniczonego wymi-
aru) dowolnej podprzestrzeni liniowej Z, to

dim(X +Y)=dimX +dimY —dim(X NY). (5)

By zakonczyé¢ dowdd twierdzenia musimy wykazaé, ze d = d oraz u =
u'. Przypusémy, ze tak nie jest. Wtedy przynajmniej jedna z réwnosci nie
zachodzi. Jako ze wszystkie przypadki rozpatruje sie¢ w identyczny sposob,
mozemy przyjaé, ze nie zachodzi pierwsza z nich i ze ponadto d’ > d. Na
podstawie (5), (3) i (4):

m > dim(V_ + V) = dim(V_) + dim(V!) — dim(V_ N V) =: k,

m = dim(V_ 4+ V) = dim(V_) 4+ dim(V} ) — dim(V) =: .

Oczywiscie k — [ < 0, skad juz tatwo wywnioskowaé, ze
dim(V_NV}) —dimVy > dim(V}) — dim(V}) =d' —d > 0.

Poniewaz V_ N V] D Vj, wiec ostatnia nier6wnos$¢ pozwala stwierdzic¢, ze
istnieje element z, iz x € V_ \ Vj, a takze x € V] \ Vj. Fakt, ze z € V_\ 1}
pociaga istnienie takich zbioréw J i K zawartych w [m], ze J # () oraz \; < 0
dlaz e Ji ) =0dlai e K, anadto przedstawienie x w bazie eq, ..., e, ma
postat x = > ey wiei+ > ick Ti€i, gdzie wspotezynniki x;, ¢ € J, sa niezerowe.
W takim razie .
Flz,z) =Y Na? =Y Naj <O0.
i=1 icJ

W podobny sposéb przynaleznoé¢ x do V| \ V; prowadzi do wniosku, ze
F(z,z) > 0. Otrzymalismy wiec sprzecznosé. 0

Uktad liczb (d, u, z) okreslonych w twierdzeniu Sylvestra nazywamy syg-
naturg formy F

ZADANIE 3 Okreslmy odwzorowanie F': M, x,, XM, «,, — R wzorem F'(A, B) =
tr(AB), gdzie tr C := > | ¢;; oznacza slad macierzy C. Udowodni¢, ze F' jest
forma dwuliniowa symetryczng. Znalezé jej sygnature.



Formy kwadratowe Niech V' bedzie przestrzenia liniowa (nad R) i niech
F € Sym(V). Okre$lmy odwzorowanie gr: V — R wzorem

qr(z) = F(z, ).

Odwzorowanie to nazywamy formgq kwadratowq stowarzyszong z F. Znajo-
mos¢ qr pozwala na odtworzenie F":

gr(r +y) —qr(®) —qrly)  Flz+yx+y)—Flz,z) - Fy,y)
2 2

_ F(:r,y)-gF(y,:r) _ Fay),

gdzie w ostatnim przejsciu wykorzystaliSmy fakt, ze odtwarzana forma ma
byé¢ symetryczna. Formuta, ktérg postuzyliémy sie, nosi nazwe formuty po-
laryzacyjner.

DEFINICJA 5 Odwzorowanie q z przestrzeni liniowej V' w R nazywamy forma
kwadratowa, jesli istnieje F' € Sym(V), ze ¢ = qp. Zbioér wszystkich form
kwadratowych ¢ : V' — R oznaczamy Q (V).

Na mocy powyzszej definicji, odwzorowanie Sym(V') 3 F — qr € Q(V)
jest surjekcja. Z drugiej strony, jak wykazaliémy z pomoca formuty polaryza-
cyjnej, jest ono takze injekcja. Wprost z definicji tego odwzorowania wynika,
ze jesli F, G € Sym(V) oraz «, § € R, to

Jar+8G = qr + Bqg

W rezultacie Q(V') jest przestrzenia liniowa za§ F +— ¢p ustala izomor-
fizm przestrzeni liniowych Sym(V') i Q(V'). Oznacza to, ze twierdzenia sfor-
mutowane dla form dwuliniowych symetrycznych mozna wyrazi¢ w jezyku
form kwadratowych.

W analizie matematycznej czy w geometrii analitycznej méwi sie o for-
mach kwadratowych n-zmiennych rzeczywistych x4, ..., z,. Taka forma, to
dowolna funkcja f: R™ — R zadana wzorem

f(@1, @) = axi + .+ apxh + Y agaig,

1<j



Ustalone liczby a;, 1 =1,...,n, a;;, j =1,...,n,1=1,...,j7 — 1 nazywamy
wspétezynnikami formy f. Okreslmy macierz [f;;] € My« (R) w nastepujacy
Sposob:

fu=a;,1=1,...,n; fijzﬁ,t]eshz<]; fij:é,Jesllz>j.

Z pomoca tej macierzy okreslmy forme F' € Sym(V')
F(x,y) = Z Zﬂfiyjfij-
i=1 j=1

Oczywiscie f = qp. Chodzi wiec o te same formy kwadratowe, ktore zdefi-
niowaliSmy wczesnie;j.

Twierdzenie o diagonalizacji i twierdzenie Sylvestra zbierzemy teraz w
jedno twierdzenie dotyczace form kwadratowych.

TWIERDZENIE 3 (SYLVESTER) Jesli ¢ € Q(V), to istnieje baza ey, ..., en
przestrzeni V, w ktorej forma q diagonalizuje sie, to znaczy, przyjmuje postaé

q(z) = q(rie; + -+ Tpey) = @127 + -+ a,72.

Liczby d := |{i: a; > 0}| oraz u := |{i: a; < 0}| nie zalezqg od wyboru bazy
€1, ..., em diagonalizujgcej q.

Podobnie jak w przypadku form symetrycznych, uktad liczb (d,u, z), gdzie
z =m — d — u nagywamy sygnaturg formy kwadratowej q.

DEFINICJA 6 Forme kwadratowa ¢ € Q(V') nazywamy:
e dodatnio okreslong, jesli g(x) > 0, dla kazdego x # 0;
e nieujemnie okreslong, jesli ¢(x) > 0, dla kazdego x;
e niedodatnio okreslong, jesli q(z) < 0, dla kazdego z;
o ujemnie okreslong, jesli q(z) > 0, dla kazdego elementu z;

e nieokre$long, jesli przyjmuje ona tak wartosci ujemne, jak i dodatnie.

Rzecz jasna q jest



e dodatnio okreslona jedynie wowczas, gdy d = m;

e nieujemnie okreslona jedynie wowczas, gdy u = 0;
e niedodatnio okreslona jedynie wowczas, gdy d = 0;
e ujemnie okreslona jedynie wowczas, gdy u = m;

e nieokreslona jedynie woéwczas, gdy d > 01 u > 0.

Jedli natomiast z = 0, to méwimy, ze forma ¢ jest niezdegenerowana; w
przeciwnym razie forma jest zdegenerowana.

Na koniec zauwazmy, ze q jest dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy,
gdy jest stowarzyszona z forma F' € Sym(V) (to znaczy ¢ = qr) bedaca
iloczynem skalarnym w V.

Zaleznos¢ miedzy macierzami form dwuliniowych w réznych bazach

Zacznijmy od przypomnienia. Niech e oraz € — dwa repery przestrzeni
V. Niech A = [a;;] — macierz przejscia od bazy e do bazy €', to znaczy

€ — Z aike;
Wtedy dla kazdego v = x1e1 + - - - + €, Mmamy

v = Zxk(z a;pel) = Z(Z apTr)e; = Zx;e;

Stad

Xy a1 . Aim T
= | = Azxr =
x! A1 - G Ty,
(We wprowadzonych wczesniej oznaczeniach x = v, oraz ' = ver.) Ustalmy

teraz zaleznosé pomiedzy macierza My formy F' w bazach (e, e), a macierza
M. tej samej formy w bazach (€', €’):

fij = F(ei, €;) Z%%Z%ez =22 awiayF (e}, €),
ko

stad

Zzakz%sz = Zzamf klay = (ATMpA);;



W konsekwencji
Mp = ATM}A.

bLatwo teraz zrozumieé sformutowanie twierdzenia Sylvestra w jezyku macie-
rZy:

TWIERDZENIE 4 (SYLVESTRA DLA MACIERZY) Niech A, B,C € M, y,(R).
Jesli macierze A i B sq odwracalne oraz macierze ATCA i BTCB sq diago-
nalne, to majg one na przekgtnych te samq liczbe wyrazow wjemnych, zer i
wyrazow dodatnich.

UwAcGA 2 Kazda forme F' € L(R™, R™; R) mozna zapisa¢ w postaci iloczynu
macierzy F(z,y) = 27 Cy, gdzie C = Mp, a My odniesiona jest do bazy stan-
dardowej w R™. Ten rodzaj zapisu jest czesto stosowany w programowaniu
matematycznym i naukach inzynierskich.



