Nier6wno$é miedzy $rednimi (GA)

Dla dowolnych liczb nieujemnych a1, as, ..., ay,
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(nier6wno$¢ miedzy $rednimi geometryczna i arytmetyczna,).

Dowdd Cauchy’ego. Ograniczmy sie najpierw do ciagbéw liczb o dlugosci
n postaci n = 2F. Przeprowadzimy rozumowanie indukeyjne ze wzgledu na
k. Jesli k =1 to nieréwnos$é¢ sprowadza sie do

ai +az

4/ a1a2 < 9 .

Ta jest oczywiscie prawdziwa. Niech teraz k > 1. Korzystajac z przestanki
indukcyjnej mamy:
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Niech teraz n bedzie dowolna liczbag naturalna. Zawsze znajdziemy k, ze dla
m = 2¥ mamy n < m. Przyjmijmy
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Stad, ze nieréwnos¢ zachodzi dla ciggdéw diugosci m mamy
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Skad juz tatwo wynika zadana nieréwnosc.

Inny dowdd. Indukcja ze wzgledu na n. Dla n = 1 nie ma czego dowodzi¢.
Niech n > 1. Niech a bedzie okresélona tak jak w poprzednim dowodzie. Jesli
wszystkie a; sg sobie réwne, to nieréwnos¢ GA oczywiscie zachodzi. Mozemy



wiec przyjaé, ze tak nie jest. Wtedy porzadkujac na nowo ciag aq, ..., an,
jesli to konieczne, mozemy dodatkowo przyjaé, ze an—1 < a < ay. Niech
U = ap_1 + an — a. Oczywidcie u > 0. Na podstawie przestanki indukcyjnej
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Poniewaz dodatkowo a,,_1a, < ua, wiec

Q1 Qp = Q1 Ap—9Gn—10n < Q1 ** Qp_2Ue < .
Przy okazji wykazaliSmy, ze w nieréwnoéci GA réwnosé zachodzi tylko
w tym przypadku, gdy wszystkie liczby aq, ..., a, sa réwne. Oczywiscie fakt
ten mozna takze wywnioskowaé przez rozbiér rozumowania Cauchy’ego.



