Permutacje

DEFINICJA 1 Niech X — dowolny niepusty zbiér. Kazdg bijekcje 0: X — X
nazywamy permutacjg zbioru X. Zbior wszystkich permutacji zbioru X
oznaczamy symbolem Sx. W przypadku, gdy X = [n] := {1,2,...,n} pi-
szemy S, zamiast S

Dalej zaktadamy, ze zbiér X jest skoniczony.

Zadanie 1. Wykazaé, ze jeSli X jest zbiorem skonczonym oraz o : X — X,
to nastepujace stwierdzenia sg réwnowazne:

e 0 ¢ Syx;
e 0 jest suriekcja;
e o jest iniekcja.
Sposoby zapisywania permutacji

1 2 ... a\, (12 3
o(1) o2 ... o) 77T (3 1 2
mutacj¢ o zbioru [3], ze 0(1) =3, 0(2) =1, 0(3) = 2.

Tabelka: ( ) oznacza taka per-

Wiersz: W przypadku permutacji zbioru [n] gbrny wiersz tabelki mozemy opu-
§ci¢ i napisaé¢ o(1)o(2)...0(n). Permutacja z przykladu moze wiec
zostaé zapisana tak o : 312.

Diagramy: (patrz: rysunek 1)

LEMAT 1 Zlozenie permutacji jest permutacjq.

Poniewaz sktadanie funkcji jest taczne, wiec taczne jest sktadanie permutacji.

DEFINICIJA 2 Permutacje zbioru X, ktora przeksztalca kazdy element x € X
na siebie nazywamy identycznosciq i oznaczamy €x lub krétko e.

Zauwazmy, ze € jest elementem neutralnym skladania permutacji, tzn.
/\ €0 = 0g = 0.
oeSx

LEMAT 2

/\ \/ OT =T0 =€
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Rysunek 1: Oba diagramy przedstawiajg permutacje 3574216.

Lemat glosi, ze kazda permutacja ma odwrotna. Odwrotna do permutacji o
oznaczamy o . Np. jesli o = 13524, to o' = 14253.

DEFINICJA 3 Niepusty zbiér G z dzialaniem - nazywamy grupg, jesli dziata-
nie to jest laczne, ma element neutralny i kazdy element g € G ma element
odwrotny. Jesli dziatlanie jest przemienne, to o G moéwimy, ze jest grupg
przemienng badz abelowg.

Dzialanie w grupie nazywamy skiadaniem badz mmnozeniem. Jego symbol
najczesciej opuszczamy. W przypadku, gdy grupa G jest przemienna, dzia-
tanie jest czesto oznaczane znakiem + i nazywane dodawaniem. Wtedy za-
miast o elemencie odwrotnym, méwimy o elemencie przeciwnym. Element
przeciwny do g € G oznaczamy —g.

DEFINICIJA 4 Niech G i H beda grupami. Odwzorowanie ¢: G — H nazy-
wamy homomorfizmem (grup) jesli

A\ euv) = p(u)p(v).

u,veG
Jesli nadto ¢ jest bijekcja, to nazywamy je izomorfizmem grup.

W Swietle zebranych faktéw, permutacje zbioru X tworza grupe. Teraz po-
damy inny przydatny



PRrZYKEAD 1 Niech 2¥ — rodzina wszystkich podzbioréw skonczonego zbio-
ru Y. Niech dzialaniem w 2¥ bedzie réznica symetryczna:

AAB =(AUB)\ (AN B)

Mozna sprawdzié, ze dzialanie to jest laczne, zbiér pusty () jest jego elemen-
tem neutralnym, zas elementem przeciwnym do dowolnego elementu jest on
sam. Stad 2 z dzialaniem A jest grupa. Jest to oczywidcie grupa prze-
mienna. Okreslmy, teraz funkcje znaku. Niech |C| oznacza liczno$é zbioru
C € 2Y. Wielkosé

sgn(C) = (—1)°l.

nazywamy znakiem zbioru C. Jest on réwny 1, gdy C' jest zbiorem o pa-
rzystej liczbie elementéw, a —1, gdy licznosé C' jest nieparzysta. Nietrudno
sprawdzié, ze dla kazdej pary A, B € 2¥ zachodzi wzér

sgn(AAB) = sgn(A) sgn(B). (1)

(Funkcja znaku jest wiec homomorfizmem grupy 2¥ w grupe {—1,1} ze
zwyklym mnozeniem jako dzialaniem.)

Dla zbioru skoniczonego X i liczby calkowitej nieujemnej k, przez ()k()
oznaczamy rodzine wszystkich k-elementowych podzbioréw zbioru X. Na
marginesie, zachodzi

STWIERDZENIE 3 Niech o € Sx. Odwzorowanie () 3 A v o[A] jest per-

mutacjg zbioru ()k()
Dowdd. (éwiczenie)

DEFINICJA 5 Niech na skoniczonym i niepustym zbiorze X bedzie okreslona
jakakolwiek relacja S o wlasnosci: (z,y) € S < (y,z) € S. Relacje taka
nazwiemy relacjq strzatki albo orientacjg na X. Dla kazdej permutacji o €
Sx okreslmy podzbiér 6 C ()2() wzorem

{r,y} €0 == ((x,9) € § & (0(x),0(y)) € ).

Znak permutacji o okreslamy wzorem

sgn(o) = sgn(a) = (—1),

DEFINICJA 6 Permutacje o € Sx nazywamy cyklem dtugoéci k > 1, jesli
istnieje ciag x1, 2, ..., réznych elementéw zbioru X o tej wlasnosci, ze
o(x1) =x9,...,0(xp_1 = xp, o(xx) = x1 1 ponadto jesli dla kazdego z € X



nie bedacego elementem ciagu o(x) = z. Permutacja o bywa zapisywana
tak
o = (:L'lxg N ack)

Niekiedy, by unikna¢ dwuznacznosci, miedzy wyrazami wstawia sie przecin-
ki. Cykle dlugosci dwa nazywamy przestawieniamsi albo transpozycjami

# & x @ QO & O
V@ # x O M &
cyklem. Mianowicie, 0 = (#Q0&Qx). Zauwazmy, ze

PrRzZYKEAD 2 Niech o = ) Permutacja o jest

o= (VQ&@x#) = (Q&Q« #0) = ...,

to znaczy, tak zwana cykliczna zamiana wyrazéow w cyklu nie zmienia per-
mutacji. Jedli chcemy, by wszystkie elementy zbioru X byly reprezentowane
w zapisie permutacji, to ¢ mozemy przedstawi¢ tak

0 = (#OOL@x) (M) = (#)(F#OO&LOx).

# & & @ O x O
O O # x & & @
jest. Mozna ja jednak zapisa¢ jako ztozenie dwu cykli roztacznych, to znaczy
takich, ze nie maja one wspdélnych elementéw:

T = (MH)(&DO@x),

Zadajmy teraz na X = {#,&,#,Q,Q «x {} orientacje S w taki sposéb, ze
(xz,y) € S wtedy i tylko wtedy, gdy = poprzedza y w opisie zbioru X; np.
(#,Q) € S, ale (x,&) ¢ S. Zauwazmy, ze

7= {{# &} {7}, {& 8}, {&, +}, {&, 01, {@,+},{Q, O}, {0, 4}, {V, O}

Zbior ten ma nieparzysta liczbe elementéw, wiec w zgodzie z definicja sgn(7) =
—1. Oblicz samodzielnie sgn(o).

. Permutacja 7 cyklem nie

Niech teraz 7 = <

Zauwazmy, ze w przypadku identycznosci £ = ). W takim razie sgn(e) = 1.

Zadanie 2. Niech S bedzie dowolng orientacja na X zas ¢ € Sx niech
bedzie przestawieniem. Wykazaé, ze

sgn(o) = —1.

(Wskazéwka: Jesli o = (xy) iz € X \{z,y}, to albo oba zbiory {z,z},{z,y}
naleza do ¢ albo zaden. )



LEMAT 4 Dla kazdej pary permutacji o,7 € Sx,
76 = 5 Ao L(7),
gdzie o~ 1(7) = {{o7(u), 07 (v)}: {v,u} € 7}.

Dowdd. Nietrudno zauwazyé, ze {u,v} € 70 wtedy i tylko wtedy, gdy albo
{u,v} € i {o(u),o(v)} ¢ 7, albo {u,v} € 7 i {o(u),o(v)} € 7. Innymi
stowy, {u,v} € 7o wtedy i tylko wtedy, gdy {u,v} lezy w jednym z dwu
zbioréw & albo o~!(7). Ostatnia cze$é réwnowaznosci oznacza, ze {u,v}
lezy w 6 Ao (7). O

TWIERDZENIE 5 Niech X bedzie niepustym zbiorem skornczonym oraz niech
T 4 0 bedg elementami Sx. Wowczas

sgn(ro) = sgn(7) sgn(o).

Dowéd. Zauwazmy najpierw, ze zbiory o~ !(7) oraz 7 maja tyle samo ele-
mentéw. W takim razie sgn(7) = sgn(o~1(7)). Zgodnie z definicja znaku
permutacji, wzorem (1) oraz poprzedzajacym lematem mamy

sgn(ro) = sgn(76) = sgn(GAc (7)) = sgn(a) sgn(7) = sgn(r) sgn(o).
g
DEFINICIA 7 Noénikiem permutacji ¢ € Sx nazywamy zbior
supp(o) = {zx € X: o(x) # x}.

Zauwazmy, ze jesli o jest cyklem dlugosci k > 1, to znaczy, 0 = (z122. .. %),
to jego nosnikiem jest {x1,xo, ..., x}.

LEMAT 6 Jesli permutacje o, T majg roztgczne nosniki, to sq przemienne.

Dowdd. Niech = € supp(o). Wtedy takze o(z) € supp(c). Wobec tego ele-
menty te nie naleza supp(7) i mamy

Ta sama réwno$¢ musi zachodzié¢ takze w przypadku, gdy = € supp(r). Jesli
za$ x nie lezy w zadnym z nosnikéw, to

7(0(2)) = = = o(7(2)).

W rezultacie permutacje 7o i o7 przyjmuja te same wartosci, wigc sg rowne.

g



TWIERDZENIE 7 KaZda permutacja o € Sx daje sie przedstawié jako zloze-
nie skonczonej liczby cykli rozlgcznych (inaczej, cykli o rozlgcznych nosni-

kach).

Dowéd. Wybierzmy dowolny element x € X. Przyjmijmy x; = x. Wtedy
albo o(x1) = x1, albo istnieje k > 1, ze mozna utworzy¢ ciag 1 = x, 9 =
o(x1),...,z, = o(zk—1), zlozony z réznych elementéw, ze o(zy) = 1. Niech
w pierwszym przypadku o1 = (z1), za$§ w drugim o1 = (z1...xx). Niech
Cy =A{z1,...,z} 1 X3 = X \ C1. Wybierzmy nowy = € X; i okreSlmy w
taki sam spos6b cykl o9 oraz zbiory Cs i Xo. I tak dalej. Poniewaz X jest
skoniczony, wiec po skonczonej liczbie krokéw, powiedzmy m otrzymamy
X,, = 0. Wtedy, jak nietrudno zauwazy¢, bedziemy mieli:

O =0 090].
Wszystkie cykle sa oczywiscie rozlaczne. O

UwAGA 1 W $wietle lematu 6, w przedstawieniu permutacji w postaci zto-
zenia roztacznych cykli mozna cykle te napisa¢ w dowolnej kolejnosci. Mozna
wykazac, ze przedstawienie permutacji w postaci cykli roztacznych jest je-
dyne wtasnie z doktadno$cia do kolejnoéci cykli. Trzeba sie jeszcze uméwic,
czy wypisuje sie wszystkie cykle dlugoéci 1, czy tez wszystkie sie opuszcza.
Stwierdzenie to nie jest dziwne jesli spojrzeé¢ na nie z perspektywy diagra-
moéw ( rysunek 2).

Niech 0 = (z122...x) — cykl dlugosci k > 1. Cykl taki mozemy przed-
stawi¢ w postaci iloczynu transpozycji:

o= (xpr1)(x1...x5-1) = ... = (zx1) (Tp—121) - - - (T2771). (2)
Na podstawie twierdzenia 5 i zadania 2 otrzymamy
san(o) = (~1)F.
Stad otrzymamy dwa interesujace wnioski.

WNIOSEK 8 Jesli permutacja o jest zloZeniem cykli o1, 02, ..., 0y o dlugo-
sciach ki, ko, ..., kmy, to

sgn(o) = (_1)k1+k2+~--+km—m'



Permutacja: 254613897

>
N
/

Rozktad: (125)(346)(789) = (346)(789)(125)

Rysunek 2: Diagram permutacji i jej rozktad na cykle roztaczne.

Zauwazmy, ze skoro kazdy cykl mozna przedstawié jako ztozenie transpozycji
oraz kazda permutacja jest ztozeniem pewnych cykli (nawet roztacznych !),
to kazda permutacja daje sie przedstawié, zreszta na wiele sposobdéw, jako
zlozenie transpozycji. Jesli wiec w poprzedzajacym wniosku oy, ..., o, to
transpozycje, to otrzymamy

sgn(o) = (=1)™.
Mamy wiec

WNIOSEK 9 Parzystosé liczby transpozycji w przedstawieniu danej permu-
tacji w postaci iloczynu transpozycji zalezy jedynie od tej permutacji, a nie
od konkretnego przedstawienia.

UwAGA 2 Przy okazji, okazalo sig, ze znak permutacji nie zalezy takze od
wyboru konkretnej orientacji na X. Jest taki sam dla kazdej orientacji!

DEFINICJA 8 Zbiér A, = {0 € S,,: sgn(o) = 1} jest grupa ze skladaniem
permutacji. Nazywamy ja podgrupq alternujgcg grupy Sp.

Zauwazmy, ze permutacje nalezace do A, mozna scharakteryzowaé jako
te, ktére przedstawiaja sie w postaci iloczynu parzystej liczby transpozycji.



