81. Podprzestrzenie ortogonalne.

DEFINICJA 1 Podprzestrzen liniowa K przestrzeni euklidesowej V' nazywamy ortogonalng do pod-
przestrzeni L C V' (piszemy: K 1 L) | jesli

AN (u,v) = 0.
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Oczywidcie K 1 L znaczy tyle samo, co L 1 K. Dlatego o K i L moéwimy, ze sa wzajemnie
ortogonalne lub krocej, ortogonalne.

STWIERDZENIE 1 Jesli Ly, ..., Ly sq wzajemnie ortogonalnymi podprzestrzeniami przestrzeni eukli-
desowej V', to Ly + - - - + Ly jest sumg prostqg tych podprzestrzeni.

Dowaéd. Niech v;, w; € Ly, i = 1,...,k, iniech vy + -+ 4+ v = wy + -+ + w. Wtedy dla kazdego
wskaznika ¢ ze wzgledu na wzajemna ortogonalnos¢ podprzestrzeni otrzymamy

0= ((vy —wy) + -+ (vp —wg),v; — w;) = (v; — w;, v; — W;).

Stad v; = w;, co oznacza, ze kazdy element przestrzeni L; 4 - - -+ L, ma jednoznaczne przedstawienie
w postaci sumy sktadnikéw nalezacych do poszczegdlnych L;. Przestrzen ta jest wiec, na mocy
definicji, sumg prosta sktadnikow L;. 0

DEFINICJA 2 Sume wzajemnie ortogonalnych podprzestrzeni Ly, ..., Ly nazywamy sumg ortogonal-
ng 1 oznaczamy czesto Ly B .- - H L.

DEFINICJA 3 Niech L oznacza podprzestrzen przestrzeni euklidesowej V. Dopeifnieniem ortogonal-
nym podprzestrzeni L nazywamy zbior

Lt :={veV: (v,z) =0, dlakazdego x € L}.
ZADANIE 1 L' jest podprzestrzeniq liniowq przestrzeni V.

STWIERDZENIE 2 Jesli przestrzen euklidesowa V' jest skonczonego wymiaru, L jest jej podprzestrze-
nigq, to

(i) V=LWBL;
(i) Lt = (LY)* = L.

Dowaéd. Niech uktad vy, ...v, stanowi baze¢ ortonormalna przestrzeni L. Uzupetnijmy ja do ba-
ZY U1y, Uk, Ugt1 - - -, Uy Drzestrzeni V. Do tej bazy zastosujmy proces ortogonalizacyjny Grama—
Schmidta. W rezultacie wytworzymy baze ortonormalng przestrzeni V. Poniewaz vy, . . . , v stanowia
uktad ortonormalny, wiec ortogonalizacja nie naruszy go i wektory te wejda w sktad tej bazy. Ele-
menty wytworzonej bazy bedziemy nadal oznacza¢ symbolami v;. Zauwazmy teraz, ze jesli jakis
wektor jest ortogonalny do wszystkich wektoréw ustalonej bazy pewnej podprzestrzeni, to lezy w
dopelnieniu ortogonalnym tej podprzestrzeni. Stad K := lin{vg,1,...v,} C Lt. Z drugiej strony,

V=LHK. (1)



Gdyby wiec L+ # K, to istnialby wektor niezerowy x € L+ \ K, ktérego przedstawienie w postaci
T = u+ v, gdzie u € L, v € K mialoby niezerowa skladowa u. Ale wtedy (z,u) = |u]* > 0, co
przeczytoby zalozeniu, ze x € L. W ten sposéb dowiedlismy (i).

Co sie tyczy (ii), zauwazmy, ze L C L++. W takim razie na podstawie (i)

V=L"BLCL*BL"CV.

Réwnosé (ii) tatwo teraz wynika albo poprzez poréwnanie wymiaréw, albo poprzez powtdrzenie
rozumowania dowodzacego réwnosci K = L. 0

§2. Twierdzenie spektralne.

DEFINICJA 4 Niech V oznacza przestrzen euklidesowa. Odwzorowanie T' € End V nazywamy syme-
trycznym albo samosprzezonym, jesli T* =T lub, co na jedno wychodzi,

A (w, Tv) = (Tw,v).
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UWAGA 1 Przypusémy, ze V = (v, v, ...,v,) jest jakakolwiek uporzadkowana baza ortonormalng
w V. Niech T' € EndV. Jak tatwo sprawdzi¢, wyrazy a;; macierzy A = [a;j] odzwzorowania T

wzgledem baz (V, V) spetniaja zwiagzek a;; = (T'(v;), v;). W takim razie, jesli T jest symetryczne, to
ag; = (T'(v;), vi) = (v, T(v3)) = (T(v3), v;) = as;,

co oznacza, ze AT = A. Méwimy wtedy, ze A jest macierzg symetryczng. Jak tatwo sprawdzié, jest
i odwrotnie: symetrycznos¢ A pocigga symetrycznosé T. W szczegdlnosci widzimy wiec, ze jesli A
jest macierzg symetryczng wymiaru m x m to okreéla ona endomorfizm samosprzezony przestrzeni
euklidesowej R™.

TWIERDZENIE 3 (O DIAGONALIZACJII) Jesli V' — przestrzen euklidesowa wymiaru m < oo, T €
EndV - odwzorowanie samosprzezone, to istnieje baza ortonormalna ey, ..., e, przestrzent V oraz
liczby rzeczywiste N1, ..., A\, Ze dla kazdego wskaznika i zachodzi rownosé

T(e;) = Ni(e;).

Innymi stowy, macierz odwzorowania T wzgledem baz (E,E), gdzie E = (ey, ..., e,) ma postaé
A0 .00
0 X ... 0
0 0 ... A\n

UWAGA 2 Twierdzenie o diagonalizacji nosi tez nazwe twierdzenia spektralnego. Spektrum to po
polsku tyle co widmo. Termin zaczerpniety jest z fizyki. Pewna bardziej ogdlna wersja twierdzenia o
diagonalizacji odgrywa bardzo wazng role w mechanice kwantowej. Tam jednak w miejsce przestrzeni
nad cialem liczb rzeczywistych uzywa si¢ przestrzeni nad ciatem liczb zespolonych.

LEMAT 4 Jesli V' jest przestrzeniq euklidesowq wymiaru m < oo, odwzorowanie T € EndV jest
samosprzezone, to T ma wektor wiasny.



Dowaéd. Przypu$émy, ze T nie ma wektora wltasnego. Niech E — dowolnie wybrana baza uporzad-
kowana w V' i niech A — macierz odwzorowania T wzgledem baz (E,E). Przypomnijmy, ze V
jest przestrzenia nad R. W takim razie v € R jest pierwiastkiem wielomianu charakterystyczne-
go w(A) = det(A — A) wtedy i tylko wtedy, gdy ker(yE — T') # {0}, to znaczy, gdy istnieje wektor
(whasny) = # 0, ze T(x) = yx. Wobec naszego przypuszczenia, wszystkie pierwiastki wielomianu
charakterystycznego musza by¢ zespolone. Niech 7 bedzie jednym z nich. Skoro w(7) = 0, to

0 = w(T)w(7) = det((71 — A)(FI — A)) = det(|7|*°T — 2re(T)A + A?).

Oczywiscie macierz |7|?I — 2re(7)A + A? jest macierza odwzorowania S := |7|*E — 2re(7)T + T?
wzgledem baz (E,E). Poniewaz macierz ta ma zerowy wyznacznik, wiec jadro odwzorowania S
zawiera niezerowy wektor x. Stad

T?(x) = —|7]*x + 21e(7)T (). (2)

Gdyby z i T(x) byly wspélliniowe, to istniataby A € R, ze T'(x) = Az, co przeczyloby naszemu
przypuszczeniu, ze T nie ma wektorow wlasnych. W takim razie przestrzen liniowa W rozpieta
na wektorach z, T'(z) jest dwuwymiarowa. Ponadto jesli w € W, to istnieja liczby a, 5 € R, ze
w = ax + BT (x). Stosujac do obu stron tej réwnosci odwzorowanie T i korzystajac z (2) otrzymamy

T(w) = =B’z + (a + 2Bre7)T(z).

W rezultacie T'(w) € W. Co dowodzi, ze W jest podprzestrzenia niezmiennicza odwzorowania 7. W
konsekwencji, ograniczenie T'|W odwzorowania 1" do W jest endomorfizmem przestrzeni W. Endo-
moformizm ten jest oczywiscie symetryczny. Niech F = (f1, f2) bedzie jakakolwiek uporzadkowana
baza ortonormalna przestrzeni W i niech C' oznacza macierz odwzorowania T|W wzgledem baz
(F,TF). Z uwagi 1 wynika, ze C' musi by¢ macierza symetryczna;

a b
C— [ o b ] .
W takim razie wielomian charakterystyczny we macierzy C' ma postaé

weN) =N —a)A—c) = b =)\ — (a+ )\ +ac—b?

Stad jego wyrdznik A = (a—c)?+4b? jest nieujemny i wielomian we ma pierwiastki rzeczywiste. Niech
k bedzie takim pierwiastkiem. Jak pamietamy, musi on byé wartoscia whasna odwzorowania T'|W.
Co oznacza istnienie niezerowego wektora w € W, ze T'(w) = kw. OtrzymaliSmy wiec sprzecznosé z
naszym przypuszczeniem. O

Dowdd twierdzenia 3. (indukcja ze wzgledu na m — wymiar przestrzeni) Na podstawie lematu
4, istnieje wektor wlasny z; # 0 odwzorowania T o wartosci wlasnej A, to znaczy, T'(z1) = \x1.

Okreslmy e; = |:1:1‘ i L ={ae; : a € R}. Mamy T'(v) = \wv, dla kazdego wektora v € L, wiec L
T

jest jednowymiarowa podprzestrzenia niezmiennicza odwzorowania 7. Wykazemy teraz, ze L' jest
takze podprzestrzenia niezmienniczg odwzorowania 7.
Jedli x € Lt za$ v € L, to wykorzystujac symetrycznoéé T mamy

(T'(x),v) = (x,T(v)) = M (z,v) = 0.

W rezultacie T'(z) € L+, jak oczekiwalismy.



Odwzorowanie T'|Lt jest samosprzezone oraz, jak wynika ze stwierdzenia 2, dim Lt = m — 1.
Na mocy zalozenia indukcyjnego, istnieje baza ortonormalna es,...,e,, przestrzeni L' zlozona z
wektoréw wtlasnych, to znaczy

T'(e;) = Niei,
dlai¢=2,...,miodpowiednio dobranych \;. Poniewaz takze T'(e;) = A; 1 wektor e; jest ortogonalny
do pozostatych wektorow e;, wiec E = (e, ..., e,) jest szukana baza. 0



