ZASADA WEACZANIA-WYLACZANIA DLA WYMIAROW

TWIERDZENIE 1 (NUMERACJA Z WYKLADU: 66) Niech U, W bedq podprzestrzeniami liniowymsi prze-
strzeni lintowej skonczonego wymiaru V. Wtedy

dim(U + W) + dim(U N W) = dim(U) + dim(W).

Dowdd. Niech by, ..., bs — baza przestrzeni U N W. (Jesli U N W = {0}, to tej bazy po prostu nie
ma, s = 0). Poniewaz U N W jest podprzestrzenia przestrzeni U, a takze W, wiec baze te mozna
uzupetni¢ do bazy przestrzeni U:

/ /
biso by bouys b

p
1 takze W:
bl,...,bs,b’s’ﬂ,...,bg.

Przypusémy, ze

_ _ / / /17 . " // "y
r=ob 4+t ashs, y=agqbog b, 2 =g b+l
oraz

r+y+z=0.

Wtedy x +y € U. Z drugiej strony, z +y = —z € W. Stad —z € U N W. Wobec tego, ze uktad
by, ...,bs stanowi baze przestrzeni U N W, istniejg skalary f3y,..., 0, ze —z = B1by + -+ - + [Bsbs. W
takim razie,

0=—2+42=01b + -+ Bobs + o 1 +---ab).

Jednak wektory by, ..., bs, b, ,...,b] sa liniowo niezalezne (bo stanowia baze przestrzeni W), wigc
wszystkie wspotezynniki 3; oraz, co wazniejsze, of sa zerami. Zastepujac rolami z i y mozemy sie
przekonaé w taki sam sposob, ze takze wszystkie wspotezynniki o, sa zerami. W rezultaciey = z = 01
takze x = 0. Stad z kolei wynika, ze wszystkie wspotczynniki «; sa zerami. W ten sposob wykazalismy,
ze uktad

N /TN T TN 4

» Vpr Ys+1o

jest liniowo niezalezny. Kazdy element przestrzeni U + W daje sie przedstawi¢ w postaci kombinacji
liniowej elementow tego uktadu. Jest on wiec baza przestrzeni U + W Stad dim(U + W) = p+q —s.
Poniewaz dimU = p, dim W = q oraz dimU N W = s, wiec dowdd jest zakonczony. 0J

UwAGA 1 Dla trzech podprzestrzeni zasada wlaczania-wytaczania nie musi by¢ prawdziwa. To zna-
czy, jesli U, W, X sa podprzestrzeniami przestrzeni liniowej V', to na ogot

dim(U+W+X) # dim(U)+dim(W)+dim (X ) —dim(UNW) —dim(UNX ) —dim(WNX)+dim(UNWNX).

Prosze wskaza¢ odpowiedni przyktad.



MACIERZE JORDANA O WYRAZACH ZESPOLONYCH

DEFINICJA 1 Klatkg Jordana o wartosci A i wymiarze m X m nazywamy macierz J,,(A) € My, xm(C)
postaci

A1 0 ... 0 0
0O A 1 ... 0 0
JnN = | o
0 0 0 ... A 1
0 0 0 0 A

Na przyktad, macierz
V3 1 0
0 V3 1
0 0 V3
jest klatka Jordana J3(v/3).

DEFINICJA 2 Macierzg Jordana nazywamy kazda macierz postaci

Ty (A1) 0

. , (J)
0 Jka‘k)

gdzie wzdtuz przekatnej mamy bloki (klatki Jordana) o wymiarach my X my, ..., mg X my a wszystkie
pozostate wyrazy macierzy sa zerami.

Na przyktad,

O OO OO
O OO k= OO
[N e = =)

0
0
0
0
0

S OO o N
O O == OO

V2
5(2), J5(4) oraz Ji(v/2). Zachodzi nastepujace

<

jest macierza Jordana o trzech blokach:

TWIERDZENIE 2 (JORDAN) Niech A oznacza dowolng macierz wymiaru n X n o wyrazach zespolo-
nych. Wtedy istnieje macierz odwracalna B € M,,»,(C), ze macierz C = B~YAB jest Jordana (ma

postaé (J)).

Przypomnijmy, ze macierz A zadaje endomorfizm liniowy T' = T4 przestrzeni C" wzorem T'(z) =
Ax. Oczywidcie, macierz A mozemy wyrazi¢ wzorem A = BCB™!. Rozbijmy baze standardowsg
€1, 6, ...,¢e, na bloki dltugosci my, mo, ..., my; to znaczy,

€13 Cmys Cmytls -3 Cmaie ) Cmp_14+1s- -3 Cmy-
Utworzmy nowa baze:

by = Bey,...,bym, = Bepy; bynyt1 = Bepyt1, -, by = Bepyy o5 by 41 = Bepy 415+, by, = Bey, -



Zauwazmy, ze na podstawie tgcznosci mnozenia macierzy i wlasnosci macierzy C'

T(b) = ABe; = BCB 'Be; = BCe; = B(\e1) = A Bey = Aiby

T(bml) = BC€m1 = B(€m1,1 + )\16m1) = bm1,1 + Albml-

Podobne zalezno$ci otrzymamy dla pozostatych blokow. Wskazujg one na fakt, ze macierz endo-
morfizmu 7" wzgledem baz uporzadkowanych (b;: i =1,...,n),(b;: i = 1,...n) jest réwna macierzy
Jordana C. Zarazem sugeruja, ze twierdzenie Jordana mozna udowodni¢ poprzez wykazanie, ze dla
kazdego endomorfizmu przestrzeni skonczonego wymiaru nad C istnieje jej baza uporzadkowana B,
ze macierz tego endomorfizm wzgledem baz B, B ma posta¢ Jordana.

TWIERDZENIE O ROZKLADZIE JORDANA ENDOMORFIZMU PRZESTRZENI
LINIOWEJ SKONCZONEGO WYMIARU NAD C

DEFINICJA 3 Niech R € End(V). Podprzestrzen W przestrzeni V' nazywamy podprzestrzenig nie-
zmienniczg odwzorowania R jesli

R(w) € W, dla kazdego w € W; réwnowaznie: R(W) C W.

Jesli W jest r6zna od przestrzeni {0} i V', to powiemy, ze jest nietrywialng podprzestrzenia niezmien-
niczg.

Niech
Vo={veV: \/ RF(v) =0}
keN
Zauwazmy, ze
ker R C ker R Cker R* C .. .. (1)

Rzeczywidcie, jedli x € ker R7, gdzie j € N, to
Rt (z) = R(R!(z)) = R(0) = 0.
W rezultacie x € ker R, Przypusémy, ze dimV < oo. Wtedy ciag (1) moze zawiera¢ jedynie
skonczenie wiele réznych wyrazéw. (Rozne podprzestrzenie stojace w tym ciagu maja tez rdzne
wymiary!) Wynika stad, ze istnieje liczba kg € N, ze
Vo = ker R*. (2)
LEMAT 3 Niech ko oznacza liczbe okreslong powyzej. Wtedy

V:‘/()EBVO,’

gdzie Vj = im Rk, Obie podprzestrzenie sq podprzestrzeniami niezmienniczymi odwzorowania R.
Ponadto R ograniczone do V jest bijekcjq.

Dowdéd. Przypuéémy, ze x € VoNVy. Wtedy, na mocy (2), R*(z) = 0, a z definicji V; wynika istnienie
takiego elementu y, ze x = R*(y). W konsekwencji, 0 = R?*(y) i y € V5. Odwolujac si¢ powtérnie
do (2), otrzymujemy

0= RF(y) = =

3



Stad VoNVy = {0} i w nastepstwie dim VNV = 0. Stosujac kolejno twierdzenia 66 i 39, dostaniemy
dim(Vp + Vg) = dim Vj + dim Vj = dim ker R¥ + dim im R* = dim V.

W takim razie V =V, & V.

Niezmienniczo$¢ V; jest niemal oczywista:
€ Vy= 0= R(R"(2)) = R*(R(z)) = R(x) € V.

Jedli x € Vj, to jest postaci z = RFo(y). Wtedy R(z) jest tez takiej postaci, tzn. R(z) =
R*o(u), gdzie u = R(y). W konsekwencji R(z) € Vj. W ten sposéb dowiedlimy, ze takze Vj jest
podprzestrzenig niezmiennicza odwzorowania K.

By przekonaé sie, ze odwzorowanie R|V{ jest bijekcja, wystarczy teraz dowies¢, ze ker R|Vy = {0}.
Niech wiec € Vj i niech R(z) = 0. Wtedy = € V;. WykazaliSmy jednak, ze Vo N Vg = {0}, wiec
r=0. U

Niech teraz V bedzie przestrzenia liniowa skonczonego wymiaru nad ciatem Ciniech T' € End(V).
Niech zbiér wartosci whasnych o(T") odwzorowania T' sktada sie z m elementow: o(T) = {Ay, ... Ay}
Okreslmy podprzestrzenie Vy,, i = 1,..., m, wzorem V), = {v e V: \/ R*(v) =0}, gdzie R =T —

keN
N E i1 E oznacza odwzorowanie identycznoSciowe.

TWIERDZENIE 4 (O ROZKLADZIE) Jesli V, T € End(V) oraz V), sq takie, jak okreslilismy powyZej,
to

(1) V=Vy& 8V,
(2) kazda podprzestrzen V), jest podprzestrzeniq niezmienniczq odwzorowania T .

Dowdd. Jesli R = T — M E, to Vy, = VW, gdzie Vj 1 Vj sa okreslone tak, jak w lemacie 3. Niech
A€ o(T)\ {\}. Wykazemy najpierw, ze V), C V{. Przypusémy, ze tak nie jest. Istnieja woéwczas
elementy z € V), 0 £ u € Vy oraz v € Vjj, ze © = u+ v. Niech S =T — AE. Z definicji przestrzeni
Vy wynika istnienie takiej liczby k, ze S*(x) = 0. Stad

0 = S*(x) = S*(u) + S*(v).
Poniewaz podprzestrzenie V; i Vj sa podprzestrzeniami niezmienniczymi odwzorowania R oraz
S=R+ (M —MNE,
wiec takze sg podprzestrzeniami niezmienniczymi odwzorowania S. W rezultacie S*(u) € Vyi S¥(v) €
Vy i na mocy lematu 3 wnosimy, ze S*(u) = 0. Rzecz jasna S = R+ vE, gdzie v = A\; — \. Stosujac
wzér dwumianowy Newtona do (R + vE)* mozemy sie przekonaé, ze

0 = S¥(u) = Rw(R)(u) + 1*u, (3)

gdzie w(R) = Z?:l (I;)fyk’_j R~ Poniewaz u jest niezerowym elementem podprzestrzeni Vj, wicc

istnieje minimalna liczba I, ze R'(u) = 0, nadto [ > 1. Zastosujmy do réwnania (3) endomorfizm
R'71. Stad, ze Rw(R) = w(R)R otrzymamy

0 = w(R)R'(u) + "R (u) = v* R (u).

4



Jednak z definicji v wynika, Ze liczba ta jest r6zna od zera. W takim razie R'~!(u) = 0, co przeczy
definicji liczby . Otrzymana sprzecznos$¢ dowodzi, ze V) C V. Fakt ten w polaczeniu z V, NV = {0}
prowadzi do réwnosci o(T|Vy) = {2, ..., An}. Rozumujac indukeyjnie ze wzgledu na m, mozemy
wiec stwierdzi¢, ze

‘/H:V)\Z@...@VAm

i w konsekwencji,

V= ‘/0@‘/0 Vi, @V, ®--- BV,

Co sie tyczy (2), to wezesniej stwierdzilismy, ze V), = Vi jest podprzestrzenia niezmiennicza
odwzorowania 7'. Z takich samych powodéw podprzestrzeniami niezmienniczymi sa pozostate Vy,. [J

DEFINICJA 4 Endomorfizm S przestrzeni liniowej W nazywamy nilpotentnym, jesli istnieje liczba
q € N, ze S9 =0 (to znaczy, S9(w) = 0, dla kazdego wektora w € W). Najmniejsza liczbe ¢y € N,
spoérod wszystkich takich ¢, ze S = 0 nazywamy stopniem nilpotentnosci odwzorowania S.

Zauwazmy, ze ograniczenie R|Vj, okreslonego wczesniej odwzorowania R jest odwzorowaniem nilpo-
tentnym przestrzeni V) w siebie o stopniu nilpotentnosci nieprzekraczajacym k.

LEMAT 5 Niech W bedzie przestrzeniq liniowg o wymiarze s i niech S € End(W) bedzie odwzo-
rowaniem nilpotentnym stopnia q. Istnieje baza uporzgdkowana V, Ze macierz As odwzorowania S
wzgledem baz V, V jest macierzq Jordana z klatkami o wartosci A = 0. Kazda klatka ma wymiary
nieprzekraczajgce q X q.

Dowdd. (indukcja ze wzgledu na ¢) Jesli ¢ = 1, to S = 0 i macierz odwzorowania S wzgledem kazdej
bazy jest macierza zerowa, wiec jest macierza Jordana o klatkach J;(0). Przypu$émy teraz, ze g > 1.
Niech W' = im S. Oczywiscie W' jest podprzestrzenig niezmiennicza odwzorowania S. Ponadto
S = S|W' jest odwzorowaniem nilpotentnym stopnia ¢ — 1. Na mocy zalozenia indukcyjnego,
istnieje wiec baza uporzadkowana B o wektorach
1 1 j j

by, . by br, by
przestrzeni W', ze S ma wzgledem baz B, B posta¢ Jordana o klatkach J,, (0),.. ., J,,(0). Réwno-
waznie, kazdy blok b, . .. ,b;)i wektoréw bazy B zachowuje sie pod dziataniem S nastepujaco:

S(by) =0, S(by) =bi, ..., SOL) =0b} ;.

Co wiecej, p; < ¢ — 1. Poniewaz b, € im S, wiec istnieje wektor b, ze S(bl, ;) = b} . Utwérzmy
uktad B’ wektorow:

. - , o
bl,...,bpl,bp1+1,...,b{,...,b;j,b;jﬂ.
Wektory tego uktadu sg liniowo niezalezne, bo jesli
a}bi -+ ambzln + ap1+1b11+1 Tt Oé{b]l ot a;jb]];j + a;’ﬂ'lbi?j‘*‘l =0, (4>

to stosujac S dostaniemy
bl 4+ by g+t ag b =0,

Poniewaz wektory uktadu B sa liniowo niezalezne, a tylko one wystepuja w ostatniej réwnosci, wiec

1 _ _ 1 _ _ ]
Ay = ... =0y g = ... = 0f

— —
.—ozpj+1—0.

ot



Stad tozsamos¢ (4) mozna przepisaé tak
atb + - +alb] =0,

Powtornie korzystajac z liniowej niezaleznosci wektorow uktadu B wnioskujemy, ze takze wspotczyn-

niki al,...,ad sa zerami, co ostatecznie dowodzi liniowej niezaleznosci wektoréw uktadu B'. Jesli
uktad B nie stanowi bazy przestrzeni V', to mozemy go do bazy dopeié; to znaczy, istnieja wekto-
ry v/ .. vk, ktére dopisane do ukladu B’ w postaci jednoelementowych blokéw, utworza wraz z

nim baze. Jednak nie kazde wektory v! dadza nam taka baze, ze macierz endomorfizmu S wzgledem

baz B', B’ bedzie Jordana. Rozpatrzmy obraz S(v'). Poniewaz jest on elementem W', a B jest baza

przestrzeni W', wiec S(v!) musi sie przedstawiaé¢ jako kombinacja liniowa wektoréw tej bazy:
SWh=albl +- +al bl 4+ b+ 4l W

P1 p1 Pj Pj

Okreslmy nowe wektory b, [ =5 +1,...,k

0 =o' —(alby+ - Fap by o+ b+ ad b))
Kazdy wektor o' jest jedynie modyfikacja v’ o wektor bedacy kombinacja wektoréw nalezacych do
uktadu B’ zatem uklad V powstaly przez dopisanie do B’ wektoréw b'*1, ... b* pozostanie baza
przestrzeni W. Jednak na podstawie definicji b’ tatwo zauwazy¢, ze S(b') = 0. Zatem kaZdy z
wektoréw b wyznacza w macierzy odwzorowania S blok J;(0). z kolei wektory b, .. b; ,b; =
1,...,j wyznaczaja bloki Jp,11(0). Poniewaz zadna z liczb p; nie przekracza ¢ — 1, wiec p; + 1 < q.
Ostatecznie macierz endomorfizmu S wzgledem baz V, V jest Jordana o klatkach, ktérych wymiary
nie przekraczaja q X q. 0

TWIERDZENIE 6 (O ROZKLADZIE JORDANA) Jesli V' jest przestrzeniq skoticzonego wymiaru nad
C, T € End(V), o(T) = {A1,..., Am}. Vi, sq zdefiniowanymi wezesniej przestrzeniami niezmienni-
czymsi, to

(3) w kazdej przestrzeni Vy, mozna znaleZé baze uporzqgdkowang B;, Ze macierz A; odwzorowania
T|\Vy, jest w bazach (B;,B;) Jordana; jej bloki J.(\) majg wszystkie A = \;;

(4) bazy opisane w (3) tworzq {gcznie baze uporzgdkowang B = By, ..., B,,; macierz T wzgledem
baz (B,B) jest Jordana.

Dowdd. 7 (3) wynika natychmiast (4). Pozostaje wiec dowiesé (3). Jak pamietamy, R; := T —\E, i =
1,...,m, odwzorowuja V,, w V) . Ponadto odwzorowanie R;|V), jest nilpotentne. Zgodnie z lematem
5, istnieje baza uporzadkowana B;, ze macierz A; odwzorowania R;|V), wzgledem baz (B;, B;) ma
postac:

Inix (0) 0
0 I, (0)
Poniewaz T' = R; + \;E, wiec T'|V), bedzie miato w bazach (B;, B;) macierz
0 an‘ki ()‘l)



