Algebra liniowa z geometrig
wyktad I
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81 Ciala liczbowe

DEFINICJA 1 Podzbiér F zbioru liczb rzeczywistych nazywamy ciatem licz-
bowym, jesli ma przynajmniej dwa elementy i dla kazdej pary liczb a, b naleza-
cych do F nastgpujace liczby naleza do F: a +b, a — b, a - b, a takze 3. W
przypadku dzielenia zaktadamy oczywiscie, ze b # 0.

Innymi stowy, ciato liczbowe to zbiér liczb liczacy wiecej niz jeden element,
w ktérym wykonalne sg wszystkie cztery dziatania.

Zbior N nie jest ciatem liczbowym na przyktad dlatego, ze nie jest w nim
wykonalne odejmowanie. W zbiorze Z nie jest wykonalne dzielenie, wiec i Z
nie jest cialem liczbowym. Natomiast QQ i R sg ciatami.

PRzYKEAD 1 Niech m > 0 bedzie dowolng liczba wymierna i niech Q[y/m] :=
{u+vy/m : u,v € Q}. Ten ostatni zbidr jest cialem. Dla przyktadu pokazemy,
ze jest w nim wykonalne dzielenie.

Niech a i b € Q[/m], przy tym niech b # 0. Wtedy istnieja liczby
wymierne s, t, x, y, ze a = §+ ty/m i b = x + yy/m. Jedli b jest liczba
wymierna, to u := s/b, v := t/b sa wymierne oraz a/b = u + vy/m. Jesli zas
b nie jest liczba wymierna, to ¢ := x — yy/m jest takze liczba niewymierna,
wige rozng od 0. Mamy § = {¢. Zauwazmy, ze

ac = (sx — tym) + (tx — sy)v/'m, be = 2° — y*m.

Pierwsza z liczb lezy w Q[y/m], druga jest wymierna. Ich iloraz, jak juz wiemy
na podstawie wczes$niej rozpatrzonego przypadku, lezy takze w Q[v/m], ale
ten iloraz jest rowny a/b.

Zauwazmy, ze ta sama argumentacja ma zastosowanie, jesli zamiast Q
wzigc jakiekolwiek ciato liczbowe IF, a w charakterze m wzia¢ dowolny element
dodatni ciata F. W konsekwencji, F[/m] := {u+vy/m : u,v € F} jest cialem.

TWIERDZENIE 1 Jezeli F jest ciatem liczbowym, to wszystkie liczby wymierne
lezguwF (Q CF).

Dowdd. Poniewaz |F| > 2, wiec istnieje niezerowy element a € F. Dzielenie w
[F jest wykonalne, stad 1 = 2 € F. Dalej, N C FF, bo gdyby nie, to istniataby
taka najmniejsza liczba n € N, ze n ¢ F. Jasne, ze n > 1. Zauwazmy teraz,
ze n = (n — 1) + 1 oraz ze oba sktadniki tej sumy sa liczbami naturalnymi



mniejszymi niz n; musza wiec by¢ elementami ciata F. Ale w F wykonalne
jest dodawanie, stad n € F. I otrzymali$émy sprzecznos¢.
Stad ze odejmowanie jest wykonalne w F, mamy

0=1—-1€F i 0—n=-nekl,

o ile n € N. W konsekwencji Z C F. Ale jezeli w € Q, to w = g, p,q € Z.
Dzielenie jest w F wykonalne, wiec w € F. 0

DEFINICJA 2 Powiemy, ze a jest liczbg algebraiczng stopnia n, jezeli istnieje
wielomian stopnia n o wspélezynnikach wymiernych, w(z) := ag + ajx +
. + apz™, ze w(a) = 0 i nie ma wielomianu o wspétezynnikach wymiernych
stopnia nizszego, ktoérego a bytaby pierwiastkiem.

ZADANIE 1 Niech a — algebraiczna stopnia n. Udowodni¢, ze zbioér

1

Qla] == {po + pra + p2@® + ... + pr_1a""" : po, .., Doy € Q}

jest ciatem.

82 Dzialania

DEFINICJA 3 Zalézmy, ze mamy zadany zbior X. Dwuargumentowym dzia-
taniem, albo inaczej, operacjg w X nazywamy przyporzadkowanie kazdej
parze uporzadkowanej zbioru X jednego elementu tego zbioru (réznym parom
moga by¢ oczywiscie przyporzadkowane rézne elementy).

Dziatania oznaczamy symbolami: +, —, -, o, &, ® itp. Jesli np. ® jest
dziataniem i a,b € X, to element przyporzadkowany parze uporzadkowanej
(a,b) oznaczamy a ® b.

PRZYKLAD 2 Przyporzadkowanie ® opisane wzorem a @ b = (a + b)? jest
dzialaniem w R.

DEFINICJA 4 Dziatanie © w X jest {gczne, jesli dla kazdych elementow
a,b,ce X
a®(boc)=(a®b) ®ec.

Zauwazmy, ze dodawanie w R jest taczne, zas odejmowanie nie.



DEFINICJA 5 Dziatanie © w X jest przemienne, jesli dla kazdych a,b € X
a®b=bOa.
Dodawanie w R jest oczywiscie przemienne, za$ odejmowanie nie.

DEFINICJA 6 Jesli w X sg okre$lone dwa dziatania @, ®, to ® jest rozdzielne
lewostronnie wzgledem @, jesli dla kazdych a,b,c € X

a®(bdc)=(a0b)a (a0,
— prawostronnie, jesli
bdc)Oa=(boa)®(boc).
ZADANIE 2 W (0, +00) rozpatrzmy dwa dzialania: zwykte dodawanie + i

dodawanie harmoniczne

ab

b= .
@® a+b

Czy @ jest rozdzielne wzgedem + 7

DEFINICJA 7 Element e nazywamy elementem neutralnym dziatania © w X
jesli dla kazdego elementu x € X

eOr=x>0e=ux.

Oczywiscie 0 jest elementem neutralnym dodawania liczb, za§ 1 — mnozenia.
Dzielenie nie ma elementu neutralnego.

83 Aksjomatyczna definicja ciata

DEFINICJA 8 Niech F bedzie zbiorem z okreslonymi dwoma dziataniami: do-
dawaniem -+, i mnozeniem -, w ktéorym mona wyr6zni¢ dwa niejednakowe
elementy nazywane zwykle 0 i 1. F nazywamy cialem, jezeli dla dowolnych
x,y,z €I



(5) zy = yz,

(6) - (y2) = (zy) - 2,
(7) z-1=ux,
®)z#0=\ zu=1,
(9)

Wzory (1) — (9) nazywamy aksjomatami ciala.

UwAGA 1 Formuta (4) postuluje istnienie elementu przeciwnego, a (8) odwrot-
nego. Tak element przeciwny jak i odwrotny sa jedyne.

Sprawdzmy na przyktad jedyno$é¢ elementu odwrotnego: Zatézmy, ze u' i
u s3 elementami odwrotnymi do z. Wtedy

u’:u’-lzu"(xu)@(u’x)~u@(:cu’)-u:1~u:u-1:u.

Jedyny element przeciwny do x oznaczamy —x. Jedyny element odwrotny do
x oznaczamy 1,z Zamiast pisa¢ y+ (—z) piszemy y—z i tak okreslone dzi-
atanie — nazywamy odejmowaniem. Zamiast pisa¢ y % piszemy £, wzglednie
y/z 1 tak okre$lone dzialanie / nazywamy dzieleniem. Uzywamy wiec tych
samych termindéw, co w arytmetyce.

84 Przyklady cial nieliczbowych.

1. Funkcja f argumentu rzeczywistego o wartosciach rzeczywistych nosi nazwe
funkcji wymierney, jezeli istnieje para wielomianéw p = ag+ a1z + ... + a,x",
q=bo+bix+...+bpa™ e f(x) = % dla kazdej takiej liczby x, ze q(z) # 0.
W takiej sytuacji piszemy f = g.

Niech R(x) oznacza zbiér wszystkich funkeji wymiernych. Wtedy zwykte
dodawanie i mnozenie funkcji sa dzialaniami w R(z):

Jezeli f = g, g="tecR(z)ip,q,r s wielomiany, to

wielomian

wielomian



wielomian
pr
—~—
wielomian

Latwo zauwazy¢ R(x) z dziataniami +, - i elementami 0 = funkcja stata réwna
zero, 1 = funkcja stata réwna jeden, spelia aksjomaty (1) — (9); np. element
odwrotny do f = g, to f7! = ]%. Podobnie jak w R, w R(z) mozna okresli¢
porzadek. W tym celu, dla réznych elementéow f = %, g = % rozpatrzmy ich
rbznice:

qs
Poniewaz licznik i mianownik sg wielomianami, wiec maja skonczong liczbe
pierwiastkow. W konsekwencji, poczawszy od pewnej liczby u, dla wszystkich
x > u wielomiany te maja ciggle te same znaki. W konsekwencji, dla kazdej
liczby x > u,

1) fe) —g(z) >0,

albo dla kazdej liczby = > u,

(2)  flx) —g(z) <0

Przyjmijmy definicje porzadku w R(x): f < g jezeli zachodzi (1), g < f jezeli
zachodzi (2). Oczywiscie, f < g jezeli zachodzi (1) lub f = g oraz g < f
jezeli zachodzi (2) lub f = g.

ZADANIE 3 Udowodni¢, ze porzadek okreslony w R(z) ma takie same wlas-
nosci, co zwykty porzadek w R, tzn. np.

e f<g<h= f<h,

e (f>0, g<h)= fg< fh.

DEFINICJA 9 Powiemy, ze podzbiér G ciata F jest podcialem ciata F, jezeli
cztery podstawowe dziatania sa w G wykonalne.

Alternatywnie, mozna te definicje wyrazi¢ tak: Spelnione sg nastepujace
warunki



e 0,1 €@,
e r+yeGiaxye G, dlakazdej pary z, y € G
e dziatania +, -, w odniesieniu do elementéw zbioru G, spetniajg aksjo-

maty (1) — (9).

2. Niech F — ciato liczbowe. Wtedy w taki sam sposéb jak R(z) mozemy
okresli¢ F(x) (wielomiany p i ¢ musza mie¢ teraz wspétezynniki z IF). Pokazad,
ze F(z) jest podciatem ciata R(z).

3. Niech p — liczba pierwsza. Niech Z, = {0, 1, ...,p—1}. Okreslmy dodawanie
® w Z, wzorem

a & b = reszta z dzielenia a + b przez p,
za$ mnozenie —
a ® b = reszta z dzielenia a - b przez p.
Oba dziatania sg dobrze okreslone w Z,,. Wyr6znijmy 011 w Z,,.

TWIERDZENIE 2 Z, z wyréznionymi elementamsi 0, 1 1 dziataniami ©, © jest
clatem.

Zanim przejdziemy do dowodu, przypomnimy kilka faktéw i definicji.

ZADANIE 4 Dla dowolnych liczb x, y i n € N zachodzi wzér dwumianowy,
zwany tez wzorem Newtona.

(o) (x4+y)" = (g)x"yo + (?)x"‘lyl + ...+ (Z)x”_kyk +...+ (Z)xoy”,

gdzie (Z) = ﬁlk), jest liczbg naturalng réwna liczbie podzbioréw k-elementowych

w zbiorze n-elementowym, n! =1-2-...-n, 0! = 1.
ZADANIE 5 Jezeli p jest liczba pierwsza, k = 1,...,p — 1, to p dzieli (i)

DErFINICJA 10 Jezeli dwie liczby catkowite x, y roznia sie o krotnosé liczby
n € N, to piszemy z =y (mod n) i czytamy x przystaje do y modulo n.



ZADANIE 6 Niech z =2’ (mod n), y =y (mod n). Wtedy

(%) r+y=2+y (mod n),

(xx) r-y=a-y (modn).
LEMAT 3 (MALE TWIERDZENIE FERMATA) Dla kazdej liczby calkowitej x
2 =x (mod p).

Dowod. Wystarczy zalozy¢, ze x jest liczba naturalng. Gdyby x byta niedo-
datnia, to dodalibysmy na tyle duza krotnos¢ Ip liczby p, ze x + lp > 0. Na
mocy (%)
P=(x+IlpP=x+Ilp=x (modp).
T

pod warunkiem, ze wiemy juz, ze twierdzenie
jest prawdziwe dla liczb naturalnych

Jezeli x jest teraz naturalna, to

@ = ((@—1)+1p

(x — 1) + ((f)(x—1>pl+...+< fl><x—1>> +1

(x—1)P+1 (mod p),

—
>
N

bo cze$¢ objeta duzymi nawiasami jest krotnoscig p. Biorgc rozkltad x — 1 =

(x —2) + 1 i powtarzajac rozumowanie, dostaniemy
(x—1)P+1=(x—-2)"+2 (modp).
Z tych samych powoddow

(x—2)P+2=(r—3)"+3 (mod p)



itd., az dojdziemy do réownosci
P+ (x—1)=2 (modp).

Poréwnujac skrajne wyrazenia w wytworzonym ciggu rownosci, dostaniemy

teze. [

WNIOSEK 4 (MALE TWIERDZENIE FERMATA — IT POSTAC) Dla kazdej liczby

catkowite) x , niepodzielnej przez p

277! =1 (mod p).
Dowéd. 7 lematu 3, 2P — x = x(2P~! — 1) dzieli si¢ przez p. Ale p nie dzieli
x, wiec stad, ze p jest liczbg pierwszg wynika, iz p dzieli 2P~ — 1. 0

Dowdd tw. 2 Nalezy sprawdzi¢ warunki (1) — (9). Warunki (1), (3), (5)1(7) sa
spetnione w sposdb oczywisty. Fakt, ze zachodza warunki (2) i (6) sprawdza
sie w taki sam sposéb, dlatego przeprowadzimy dowdd (6). Z definicji @, dla

kazdej pary liczb a,b € Z, istnieje k - catkowita, ze
a-b=kp+ (a®b).

Stad mamy wzor

a®b=a-b (mod p).

Stosujac go w polaczeniu ze wzorem (xx) z zadania 6 dostaniemy

O (Yo 2) v (yoz)=z-(y-2)=(r-y) =

(rQy)-z=(xOy)©z (mod p).

10



Skrajne wyrazy leza w Z, i r6znig si¢ o krotnos$¢ p, wigc sa rowne.

W dowodzie (5) korzystamy z (x). Dow6d (9) jest tez podobny: korzys-
tamy zaréwno z (x), jak 1 z (xx). Co do (4), jezeli x € Z,, to szukanym
elementem przeciwnym jest p — z, bo x + (p — x) = p, wiec x & (p — ) = 0.

I wreszcie dowdd (8).

Niech 2% = 2 ® ... ® x. Z dowiedzionej juz lacznosci wynika ze wyrazenie

k—krotnie
po prawej stronie ma sens. Zastosujmy wniosek 4. Wtedy

z©z®P2 = 200D = 2P~ =1 (mod p).
Poniewaz x ® z®®=2) i 1 réznia sie o krotnosé p i leza w Ly, Wiec
zOzPP Y =1,
W rezultacie 29?2 jest szukanym elementem odwrotnym u. 0

85 Izomorfizm ciat

Niech p — liczba pierwsza. Niech k£ oznacza jakakolwiek liczbe catkowita i
niech X = {k,k+1,....k+ p— 1}. Okre$lmy dodawanie &; w X i mnozenie

®r w X wzorami:
c@ry=[z—k)®y—k]+k cory=[z—k o @Wy—k)]+k

Mozna sprawdzi¢, ze X jest cialem p-elementowym, tak jak Z,, z elementami
neutralnymi: k& — dodawania, k£ + 1 — mnozenia. Elementy Z, i X mozemy
ustawi¢ we wzajemnej odpowiedniosci:

0 1 2 .. p—1
kEk+1 k+2 ... k+(p—1)

11



Zauwazmy, ze jezeli elementy a,b nalezg do X i @', sy odpowiadajgcymi
im elementami w Z, (tzn. ¢’ =a—Fk, UV =b—Fk), toa® bid ;b takze
odpowiadaja sobie. Podobnie a ®b i a’ ®; b'. Mozemy powiedzie¢, ze ciata Z,
i X sg algebraicznie identyczne. Méwigc nieformalnie, sg jedynie zrobione z

imnego materiatu.

DEFINICJA 11 Dano dwa ciata F i G. Powiemy, ze ciata te sa izomorficzne,

jesli istnieje odwzorowanie ¢ : ' — G o nastepujacych wtasnosciach:

(1) ¢ jest réznowartosciowe i na,

2) A elz+y) =@ +ely) 1 ey = o) - ey).

z,yelF

Odwzorowanie ¢ nazywamy izomorfizmem ciat F i G.
ZADANIE 7 Jedli ¢ jest izomorfizmem cial to p(0) =01 ¢(1) = 1.
Rozwigzanie. Z (2) wynika, ze

#(0) = (0 +0) = ¢(0) + ¢(0).

Odejmujac ¢(0) od obu stron dostajemy 0 = ¢(0). Poniewaz odwzorowanie

¢ jest réznowartosciowe, wiec ¢(1) # 0. Znowu z (2)

p(1) = @(1-1) = @(1) - p(1).
Dzielac obie strony przez ¢(1) dostajemy 1 = ¢(1). O

DEFINICJA 12 Automorfizmem ciata F nazywamy kazdy izomorfizm ¢ : F —

F.

12



86 Charakterystyka ciata
Niech F bedzie ciatem oraz niech 1 bedzie jedynka tego ciata, zas 0 jego

zerem. Mozliwa jest jedna z dwu sytuacji:

(1) A nl=1+..4+1#0,

neN n—Kkrotnie

neN

Jezeli zachodzi pierwsza sytuacja, to mowimy, ze ciato ma charakterystyke 0 i
piszemy x(F) = 0. W drugim przypadku, bierzemy m — najmniejsza sposrod
n, dla ktérych nl = 0 i méwimy, ze F ma charakterystyke m, i piszemy

X(F) = m.
TwIERDZENIE 5 Jezeli x(F) # 0, to x(IF) jest liczbg pierwszq.
LEMAT 6 Jezeli F — cialo, x,y e Fix #0#vy, tox -y #0.

Dowéd. Niech 7!, y=! — elementy odwrotne do z, y. Gdyby z -y = 0, to
wtedy
(y~'a7h) - (zy) = (y'27)0 =0, (dlaczego?)

a z drugiej strony,

(e ) (ey) = vyt (@ (wy) =y~ (=7 0)y)

= y'(l-y=y'y=1

Otrzymali$my sprzecznosé. O

13



Dowdéd tw. 5. Gdyby m = x(FF) nie byla liczba pierwsza, to m = k - [, gdzie
k1eNikl+#1 Stad
0=ml = (k1) - (11).

Na mocy lematu 6, k1 = 0 lub I1 = 0, co przeczyloby definicji m (jako

charakterystki ciata F) bo tak k jak i [ bytyby mniejsze niz m. 0

TWIERDZENIE 7 Jezeli F i« G — dwa ciata, ¢ : F — G spetnia warunki:
(1) oz +y) = p(z) + ¢(y),
(2) oz -y) = px)e(y),
(3) N wlu) #0,

u€lF

to zbior o(F) = {p(z) : x € F} jest cialem oraz ¢ jest izomorfizmem cial F

i p(F).

Dowdéd. Niech u — element zapewniony przez (3). Na mocy (2) mamy

p(u) = p(u-1) = p(u)p(l),

skoro p(u) # 0, to istnieje p(u)~t. Mnozac ostatnie réwnanie stronami przez
©(u)~! dostaniemy
1= p(u)p(u) = (p(u) " p(u) ¢(1) = ¢(1).

—_— ——
1

1 lezy wiec w ¢(IF); podobnie jak w zadaniu 7 dowodzimy, ze 0 = (0), stad 0

lezy w (). Warunki (1) i (2) oznaczaja, ze w ¢(IF) wykonalne jest dodawanie

14



i mnozenie. By przekonaé sig, ze p(IF) jest ciatem, pozostaje sprawdzié, ze
elementy tego zbioru spetniaja (4) i (8) aksjomat ciata.
Istnienie elementu odwrotnego:

Niech y € ¢(F) i y # 0. Wtedy istnieje = # 0, ze p(x) = y. Mamy

Stad y=' = p(27") € ¢(F).
Podobnie dowodzi sie istnienia elementu przeciwnego. Zeby ostatecznie
stwierdzi¢, ze ¢ jest izomorfizmem, musimy pokazac, ze ¢ jest réznowartos-

ciowe, tzn. ze dla kazdej pary x, 2" € F zachodzi

v 72 = o(z) # p(a').

Gdyby ¢(x) = p(2'), to dodajac do obu stron ¢(—z') dostalibysmy

Co nie jest mozliwe. O

TWIERDZENIE 8 (1) Jezeli x(F) =0, to cialo F zawiera podciato izomor-

ficzne z Q.

(2) Jezeli x(F) =p # 0, to cialo F zawiera podciato izomorficzne z Z,,.

15



Dowdd.
Ad.(1) Rozpatrzmy zbiér G C F sktadajacy sie z wszystkich elementéw
kel

postaci -5, gdzie k € Z, m € N. Zbiér G jest cialem, bo jest zamknigty na

cztery podstawowe operacje. Okreslmy ¢ : Q — F wzorem

K\ kel
14 m) m-1

Latwo zauwazy¢, ze ¢ jet poprawnie okreslonym odwzorowaniem, nieza-

leznym od sposobu przedstawienia liczb wymiernych, tzn.

wmw=ela) = ()
—= =Pl )=l )
m m m m

Oczywiscie ¢(Q) = G. Pokazemy, korzystajac z twierdzenia 7, ze G jest
ciatem izomorficznym z Q. Poniewaz (3) jest spetnione, bo

A e(u) #0,

ueQ\{0}
wystarczy sprawdzié, ze spelnione sg warunki (1) i (2), zrébmy to np. dla

warunku (1):

ko r ks +rm (ks+rm)-1 k-1 r-1 k r
pl—t+=-|=v = = o1 %\m +90<)'
m s ms (ms) -1 m-1 s-1 m s

Ad.(2) Definiujemy odwzorowanie ¢ : Z, — F wzorem ¢(k) = k-1, k € Z,, i

sprawdzamy (Cwiczenie!), ze ¢ spetnia zalozenia twierdzenia 7. W rezultacie
G=¢(Z,) ={0,1-1,....,(p — 1) - 1} okazuje si¢ by¢ ciatlem izomorficznym z
Z

D-

O
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87 Liczby zespolone
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