Geometria. Hiperbola

DEFINICJA 1 Dano dwa punkty na plaszczyznie: F} i Fy oraz taks liczbe
d, ze |F1Fy| > d > 0. Zbiér punktéw plaszczyzny bedacych rozwiazaniami
réwnania:

| X Fy| — | X Fy| = +d.

nazywamy hiperbolq.

UwAGA 1 Wilasciwie zalezno$é okreslajaca hiperbole jest para réwnan: jed-
no z d, drugie z —d. Mozna jednak zrobi¢ z nich jedno réwnanie przez pod-
niesienie obu stron do kwadratu.

Przedstawie teraz rozwigzanie zadania z listy:

Suma zbioru wszystkich prostych tworzacych stozka kotowego
tworzy zbior ztozony z pary stozkow S+, S— majacych wspdlny
wierzcholek. Wykazaé, ze jesli ptaszczyzna przecina oba stozki,
ale ich wierzchotek nie lezy na niej, to powstatly przekrdj jest
hiperbola.

Robie to dlatego, ze latwiej mi tu przedstawié¢ czytelny rysunek 1. Ten na
¢wiczeniach byl odpowiedni, ale po skopiowaniu do zeszytéw mogt sie zrobié
nieczytelny.

Przypomnijmy, ze sfery wpisane w stozki ST (ten gérny) i S~ (dolny) sa
tak dobrane, by byly styczne do ptaszczyzny przekroju. Punkty stycznosci
to F1, F5. X — to dowolny punkt przekroju. Prosta tworzaca przechodzaca
przez X (to znaczy, taka, ktéra przechodzi jeszcze przez wspélny wierzcholek
stozkéw) jest styczna do obu sfer wpisanych w punktach M i My. Poniewaz
wszystkie odcinki, lezace na prostych tworzacych, o koncach w punktach
stycznoéci do pary sfer maja te samg dlugosé, wiec istnieje liczba d > 0, nie-
zalezna od wyboru X, ze | M1 Ms| = d. Dalej, wszystkie odcinki o wsp6lnym
koncu, lezace na prostych stycznych do danej sfery, ktorych drugim koncem
jest punkt stycznodci maja tez jednakowa dlugosé. Stad | X Fy| = | X M| i
| X Fy| = |X Ms|. Nasz przekrdj sklada sie z dwu galezi: gérnej, zawartej w
gérnym stozku i dolnej. Gdy X lezy tak jak na rysunku na gérnej gatezi, to
zgodnie z ustalonymi rownaniami mamy

IXFy| — |XFy| = |X M| — | X Mo| = | My M,| = d.

Gdy lezy na gornej galezi, to oczywiscie | X Fi| — | X F5| = —d.



Kanoniczne réwnanie hiperboli. Wyprowadzimy teraz réwnanie hiper-
boli naktadajac na plaszczyzne kartezjanski uktad wspotrzednych. Co ozna-
cza, ze rOwnanie jest kanoniczne wyjasnie przy innej okazji. Wyprowadzenie
wykonalidémy juz na ¢wiczeniach, ale tam nie potrafilem sie wyttumaczy¢,
dlaczego jeden ze wspdtczynnikéw jest dodatni i kazalem po prostu tak przy-
jaé. Teraz samo wyprowadzenie.

Uktad wspélrzednych uszykujmy tak, by ogniska lezaly na osi Ox w
réwnej odlegloéci od poczatku ukladu: Fi(—c,0), Fa(c,0). Przyjmijmy, ze
wspolrzedne punktu X hiperboli to (z,y). Réwnanie hiperboli wyrazone we
wspoltrzednych przyjmie postaé

VA—+VB = +d,

gdzie A = (z + ¢)?2 + y%, B = (z — ¢)? + y?. Po podniesieniu stronami do
kwadratu i uporzadkowaniu dostaniemy:

A+ B —d?> =2VAB.

Poniewaz (A + B)? —4AB = (A — B)?, wiec po powtérnym podniesieniu do
kwadratu:
(A—B)? —2d*(A+ B) +d* = 0.

Zauwazmy, ze A— B = 4cx a A+ B = 2(2% +y? +c?). Po podstawieniu tych
zaleznosci do wyréznionego rownania:

16¢%2? — 4d*(2* + y* + *) + d* = 0.

A stad po uporzadkowaniu i tatwych przeksztalceniach:
72 y?
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Zgodnie z przyjetym zalozeniem, 2¢ = |[Fi1Fy| > d > 0. W takim razie
c? — (d/2)? > 0. Przymujac oznaczenia a = d/2 i b = \/c? — (d/2)2, nasze
réwnanie przyjmie postaé
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a? b2
To jest wlasnie kanoniczne rownanie hiperboli. Latwo zauwazy¢, ze réwnanie
hiperboli nie ma rozwiazan, gdy « € (—a,a). Gdy =z € {—a,a} to y = 0,
mamy zatem rozwiazania (z,y) = (—a,0) i (z,y) = (a,0); sa to tak zwa-
ne wierzchotki hiperboli. Punkty na hiperboli o odcietych x > a stanowig
jedng z galezi hiperboli, a punkty o odcietych x < —a — druga. O$ Oy jest

= 1.



oczywiscie osia symetrii hiperboli (podobnie Ox), zatem wystarczy zajaé
si¢ przypadkiem z > a; przypadek x < —a mozna zredukowaé¢ do poprzed-
niego za pomoca rozwazan geometrycznych. Jesli zas ¢ > a, to mamy dwa
rozwigzania i y mozemy wyrazi¢ jedna z zaleznosci funkcyjnych:

xT | T

(Te same zaleznosci funkcyjne maja miejsce, gdy = < —a.) Pierwsza z funkcji
xz T

ma asymptote ukosna y = ——, a druga y = —. Te same asymptoty ma
a a

druga galaz. (Patrz rysunek 2.)

UwAGA 2 Na kolokwium nalezy znaé¢ wyprowadzenia z tej i pozostatych
notatek. Trzeba umieé¢ rozwiazaé¢ ponizsze tatwe zadania:

Zadanie 1. Wyznaczy¢ ogniska i asymptoty hiperbol: (a) 322 — 2y? = 4:
(b) —222 + y? = 18. Sporzadzié¢ szkice.

Zadanie 2. Wyznaczy¢ réwnanie hiperboli powstalej przez obrét hiperboli
22 — 4y?> =9 o kat 7/6.

Zadanie 3. Wyznaczy¢ réwnanie hiperboli powstalej przez przesuniecie
hiperboli 222 — 3y? = 5 o wektor u = (3, 5), a nstepnie jej obrét o kat 7/2
wokét poczatku uktadu.
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Rysunek 2: Hiperbola 27 — ¥z = 1 wraz z asymptotami; a = 2, b = 2v/3/3



