Geometria Lista 0

Zadanie 1. Wyznaczy¢ wzér na pole rownolegtoboku rozpietego na wek-
torach w, v: (a) nie odwolujac sie do wspdlrzednych tych wektoréw; (b)
odwolujac sie do wspdéirzednych wzgledem odpowiednio dobranego uktadu.

Rozwigzanie. Przez réwnoleglobok rozpiety na wektorach w, v rozumiemy
podzbidr Z plaszczyzny powstaly w nastepujacy sposéb. Obieramy na plasz-
czyznie jakikolwiek punkt P. Do zbioru & zaliczamy te wszystkie punkty
X, ktore spelniaja zwiazek

PX= su +tv

gdzie s it sa liczbami z przedziatu [0, 1] (patrz: rysunek 1).

P

Rysunek 1: Rownoleglobok # rozpiety na wektorach u, v.

7 geometrii elementarnej wiemy, ze pole rownolegtoboku & jest réwne
[ Z| = |ul|v]sin,

gdzie v, to kat miedzy wektorami u, v. Na podstawie geometrycznej definicji
iloczynu skalarnego mamy:

ul?  (u,v)
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Wprowadzmy oznaczenie:

gram(u,v) = ‘



Wtedy |Z| = /gram(u,v). W ten sposéb wykonaliémy czesé (a) zadania.
Zalézmy teraz, ze w przestrzeni, w ktérej leza wektory w, v wybrano

uporzadkowang baze ortonormalna B = (ey, ..., e,) i zwiazany z nig karte-
zjanski ukltad wspotrzednych. Wtedy w = v1e1 + - - - + une,. Mozemy teraz
stworzy¢ wektor wspétrzednych v = (uq,...,u,) € R" wektora w. Mamy

oczywiscie (u,v) = (u,v) = u'v. W takim razie

T

gram(u,v) = H ZT ] [u, v]

i

= ’[u,v] u,v]‘.

Jesdli teraz wektory u, v leza w przestrzeni dwuwymiarowej, to maja wektory
wspétrzednych w R? W szczegdlnosci, macierz [u, v] jest 2 x 2 i ma wyznacz-
nik. Jak wiemy, wyznacznik macierzy transponowanej musi by¢ taki sam.

oz 3)

Zadanie 2. Dano pare wektoréw u, v w przestrzeni V' z iloczynem skalar-
nym. Oblicz pole réwnolegltoboku rozpietego na tych wektorach:

Uy u2
U1 V2

U1
U2

|Z%| = abs(|u,v|) = abs ( Y

gdzie abs oznacza wartos¢ bezwzgledna.

0) V=R%u=(1,5),v=(23).

2 \/ia \/ga 1727 1)’ v = (17 *\/ga 1727 1)

v
V = C([;],27T]), iloczyn skalarny: (f,g) = OQW f(x)g(x)dz; u(z) =

1 + cos(z), v(x) = 2.

(0) (

(1) V =R3; u—(O,l,l),v:(—l,O,l).
(2) = (

(3)

Zadanie 3. Niech A(x1,x2), B(y1,y2), C(21, 22) beda trzema punktami plasz-
czyzny z zadanym ukladem wspélrzednych kartezjanskich. Niech A bedzie
tréjkatem o wierzchotkach w tych trzech punktach. Wykaz prawdziwos¢ na-
stepujacych wzoréw;
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Rysunek 2: Réwnolegloscian.

Zadanie 4. Roéwnoleglo$cianem nazywamy zbiér punktéw Z przestrzeni
tréjwymiarowej, ze istnieje punkt P i trzy liniowo niezalezne wektory u, v,
w o tej wlasnodci, ze

X eZX <~ \/ 5(: su + tv + rw.
s,t,r€[0,1]

(patrz rysunek 2). Na podobienstwo wzoru na pole réwnolegltoboku, wy-
znaczy¢ wzor na objeto$é réwnolegloécianu. A jak bedzie wygladal wzoér na
objetos¢ czworoscianu jesli przyjaé, ze znamy wspdlrzedne jego wierzchol-
kéw?

Zadanie 5. Dano tréjke wektoréw u, v, w w przestrzeni V z iloczynem
skalarnym. Oblicz objetos¢ réwnolegtoscianu rozpietego na tych wektorach:

0) V=R}%u=(1,-1,1),v =(2,0,1), w = (1,2, 3).
(1) V=R u=(0,1,1,0,0), v = (1,0,1,0,0), w = (-2,1,2, —1,1).

(2) V =C([0,1]), iloczyn skalarny: (f,g) = fol f(@)g(x)dz; u(z) =1+=,
v(r) =z + 2% w=1+23

Dla kazdego z réwnoleglodcianéw wyznacz jego pole powierzchni.



Zadanie 6. W tym zadaniu elementy R? uwazamy za wektory wierszowe.
Wykazaé, ze dla kazdej pary wektoréw w = (uq,uz,u3), v = (vi,v2,v3) ,
istnieje jedyny wektor y € R3, ze dla wszelkich = zachodzi réwnoéé

r1 Ty I3
<?J ) 33> =] uyp U2 u3
U1 V2 U3

Wektor y nazywamy iloczynem wektorowym wektoréw w, v i oznaczamy

u X v badZ [u, v]. Wykazaé, ze iloczyn wektorowy nie jest taczny. Ponadto,
0) Uzasadnié, ze u X v = —v X u;

(0)
(1) Znalezé wzoér na wspélrzedne wektora u x v

(2) Wykazaé, ze wektory u, v sa prostopadle do u x v.
(3)

3) Wykazaé, ze dlugosé wektora u x v jest rowna polu réwnolegtoboku

rozpietgo na wu, v.
(4) Wykazaé tozsamosé Jacobiego

(uxv)Xw+ (wxu)xv+ (vxXw)xu=0.

Zadanie 7. Niech V — przestrzen euklidesowa. Wykazac, ze wektory uy, ..., U, €
V' sa liniowo niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy ich wyznacznik Grama

gram(uy, ..., um) = [[{ui, u;)]|
jest niezerowy. ;
Zadanie 8. Niech A € Mpxn(R). Wykazaé, ze
rank A = rank(AT A).

Zadanie 9. Dano uktad wektoréw liniowo niezaleznych wq,...u,, w R™.
Niech P oznacza projekcje ortogonalna (rzut prostopadly) na podprzestrzen
V rozpieta na wektorach uktadu. Niech ) oznacza macierz, ktorej kolumny
Q) sa réwne uj,j =1,...,m. Wykaza¢, ze macierz Ap projekcji P wzgledem
(B, B), gdzie B oznacza baze standardowa ma postaé:

Ap=QQTQ)'QT

Zadanie 10. Wymyéli¢ definicje rownoleglo$cianu n-wymiarowego rozpie-
tego na wektorach vy, ..., v,. Jak powinien wyglada¢ wzor na jego objetosé?



Zadanie 11. Niech V i W — przestrzenie euklidesowe. Niech T € L(V, W).
Odwzorowanie T € L(W, V') speliajace zwiazek

(T'(v),w) = (v,T"(w)), dla wszelkichveV, weW

nazywamy (euklidesowo) sprzezonym z T. Wykazaé jego jedyno$é, a nastep-
nie udowodnié¢, ze wyraza sie ono wzorem:

m

T (w) = Z(w,T(ei»ei,

i=1

gdzie (e;: i =1,...,m) jest jakakolwiek baza ortonormalna w V.

Zadanie 12. Niech V — przestrzen euklidesowa. Dla 7' € End (V'), niech
T* € End (V) oznacza endomorfizm sprzezony. Wykazaé, ze przeksztalcenie

T +— T* jest antyizomorfizmem; to znaczy, dla wszelkich o, € R, oraz
wszelkich S, T € End (V)

o (aS+OT)" =aS*+ pT™;
o (ST)* = T*5".

Zadanie 13. Niech U € M, «,(R). Wykazaé, ze nastepujace warunki sa
réwnowazne:

1) UTU =1,

2) kolumny macierzy U tworza baze ortonormalng przestrzeni R”;

) UUT =1;

(1)
(2)
3)
(4) wiersze macierzy U stanowia baze ortonormalng przestrzeni wektoréw

wierszowych R™.

Zadanie 14. Niech W — podprzestrzen przestrzeni euklidesowej V. Niech
P —rzut prostopadly (projekcja ortogonalna) przestrzeni V na W. Wykazaé,

ze
(1) P? = P;
(2) P*=P;

(3) jesli Q € End(V) spelnia warunki (1 —2), to jest rzutem prostopadlym
na pewng podprzestrzen



Wykazaé ponadto, ze jesli @ € End(V') spelnia warunki (1 — 2), to jest
rzutem prostopadlym na pewna podprzestrzen.

Wyrazié¢ projekcje ortogonalng na dopelnienie ortogonalne W+ za po-
mocay P.

Zadanie 15. Dwie podprzestrzenie U, W przestrzeni euklidesowej V' nazy-
wamy prostopadlymi (ortogonalnymi) jesli dla kazdej pary uw € U, w € W
mamy u L w. Wykazaé, ze jesli P jest rzutem prostopadltym na U, za§ R
na W, to PR=RP = 0.

Zadanie 16. Jesli T jest endomorfizmem samosprzezonym przestrzeni eu-
klidesowej V', A i 7 sa roznymi wartoSciami wilasnymi, to podprzestrzenie
wlasne V) iV, sa prostopadle. Przypomnijmy, ze V) = {z € V: T(x) = A\z}.

Zadanie 17. Niech J € M, x,(R) oznacza macierz, ktérej wszystkie wyra-
zy sg rowne 1. Niech T bedzie endomorfizmem przestrzeni R” wyznaczonym
przez macierz J — I. Znalez¢ podprzestrzenie wlasne odwzorowania T'. Wy-
znaczy¢ jego postaé diagonalng oraz jego wyznacznik det T’



