Geometria. Lista 1 (zadania z geometrii elementarnej)

Zadanie 1. Dwustosunek. (w: R. Courant, H. Robbins, Co to jest ma-
tematyka?, Proszynski i S-ka 1998)

a) Niech «, 3, v oraz a, b, ¢ beda takie jak na rysunku 1.

Rysunek 1:

Znalez¢ (mozliwie wszystkie) funkcje f i g, ze zachodzi zwiazek
f(%ﬂﬁ) = g(aa ba C).

b) Dwustosunkiem czterech punktéw wspétliniowych A, B, C, D nazy-
wamy wielkosé
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Wykazaé, ze dwustosunek nie zmenia si¢ przy rzutach srodkowych i
réwnolegltych (por. rysunek 2). (Uwaga: jesli na prostej wprowadzié
uklad wspélrzednych (tzn. utozsamié ja z osia liczbowa), to dwusto-
sunek mozemy okresli¢ tak:
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Rysunek 2: Rzut $rodkowy ukladu punktéw na prostej

Okreslenia nie sg tozsame, bo w drugim przypadku mozemy, w zalezno-
$ci od wzajemnego polozenia punktéw A, B, C, D, otrzymaé wartosé
ujemna. Obie wielkosci sa oczywiscie rowne z dokladnoscia do zna-
ku. Kiedy otrzymamy warto$¢ ujemna? Czy znakowany dwustosunek
zachowa si¢ przy rzutach?)

Przypiszmy czterem punktom na prostej etykiety A, B, C, D na
wszystkie mozliwe sposoby (jest ich 24, dlaczego?). Wykazaé, ze otrzy-
many w ten sposob zbiér dwustosunkéw przyjmuje jedynie szesé war-
tosci.

Czworobok zupelny. Na plaszczyznie dano cztery proste, z ktorych
zadne trzy nie przecinaja sie w jednym punkcie; por. rysunek 3, gdzie
proste sa narysowane ciggla linig; linie przerywane przedstawiaja tzw.
przekatne czworoboku. Wykazaé, ze (ABCD) = —1

Przypu$émy, ze za jeziorem chcemy wytyczy¢ droge, ktorej odcinek
AB jest widoczny (por. rysunek 4). Chcemy, by nowowytyczony odci-
nek lezal na prostej wyznaczonej przez A, B. Cala konstrukcja musi
przebiega¢ na suchym ladzie. Jak to zrobi¢? (Wskazéwka: Postuz sie
czworobokami zupelnymi.)



Rysunek 3: Czworobok zupelny
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Rysunek 4: Tyczenie drogi

Zadanie 2. FElipsg nazywamy zbiér punktéow X plaszczyzny, ktérych su-
ma odlegtoéci od dwu ustalonych punktéw tej ptaszczyzny O1, O2 zwanych
ogniskamsi jest stala i wieksza niz odleglto$¢ miedzy ogniskami. Innymi stowy,
elipsa jest zbiorem rozwigzan rownania

|01X| + |02 X| = d,
gdzie d jest ustalona liczba spelniajaca nieréwnosé d > |010x].
a) Wykazaé, ze kazda elipsa ma dwie wzajemnie prostopadle osie syme-
trii.

b) Wykazaé, ze jesli ograniczona figura plaska ma dwie prostopadle osie
symetrii, to ma takze Srodek symetrii. Czy prostopadlosé¢ jest tutaj
istotna? Wykaza¢ jedynosé tego srodka.



c)

Zmalez¢ rownanie elipsy wprowadzajac uklad wspoétrzednych kartezjan-
skich na ptaszczyznie i przyjmujac , ze jej ogniska lezg na osi Ox w
tej samej odleglosci od poczatku uktadu. Wykazaé, ze kazda krzywa
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gdzie a > 0, b > 0 jest elipsa o §rodku w O(0,0) i ogniskach lezacych
badz na osi Oz badz Oy.

Napisaé¢ rownanie elipsy z jednym ogniskiem w O(0,0) i drugim na osi
Oz.

Wykazaé, ze jesli F jest elipsa na plaszczyzZnie z kartezjanskim ukta-
dem wspolrzednych Ozy, ktorej srodek lezy w poczatku uktadu, to
istnieje izomorfizm liniowy T: R? — R2, ze E jest obrazem okregu
jednostkowego o érodku w (0,0) w tym odwzorowaniu. Wykazaé, ze
obrazem elipsy w izomorfiZmie liniowym jest znowu elipsa. (Wykorzy-
staj dodatek o rozkladzie macierzy.)

Wykazaé, ze przecinajac powierzchnie walca kotowego ptaszczyzna nie-
zawierajaca prostych réwnoleglych do tworzacych walca otrzymamy
elipse. Czy podobne twierdzenie zachodzi dla stozka kotowego?

Dwie plaszczyzny przecinaja sie pod katem «. Na jednej z nich mamy
okrag o promieniu r, ktéry rzutujemy réwnolegle na druga. Kierunek
rzutu jest prostopadly do plaszczyzny rzutowanej. Rzut okregu jest
oczywiscie elipsa. Jak jest odleglo$¢ miedzy jej ogniskami, ile wynosi
wartosé c?

Niech E bedzie elipsa i niech O bedzie punktem lezacym poza ta pltasz-
czyzna. Zbiér punktow lezacych na prostych przechodzacych przez O
i E nazywamy stozkiem eliptycznym o wierzchotku w O; wspomniane
proste nazywamy tworzacymi stozka. Wykazaé, ze cze$¢ wspoélna stoz-
ka eliptycznego i ptaszczyzny niezawierajacej O, przecinajacej wszyst-
kie tworzace tego stozka jest elipsa.

W przestrzeni z wprowadzonym uktadem wspétrzednych Oxyz zadano
za jego posrednictwem okrag y2+22 = 1, x = 0 oraz punkt P(—1,0,c).
Nastepnie zrzutowano ten okrag na plaszczyzne Oxy za pomoca rzutu
srodkowego o srodku P. Wyznacz rownanie otrzymanego zbioru.



Dodatek. Rozklad macierzy.

Niech A macierz 2 x 2. Wykaza¢, ze istnieje para obrotéw R, Ry, ze
macierz B = Ry AR, ma posta¢ przekatniowa. (Tym samym symbolem R,
oznaczyliSmy i obrot, i jego macierz w bazie standardowe;j.)

Dowdd. Przypomnijmy, ze

R, =
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Dalej, zastosujemy nastepujace oznaczenia: s, = sin ¢, ¢, = cos @, A= c dl

B = [ ; {; ] . Musimy wykazaé, ze istnieja katy o, ¢, ze f = g = 0. Latwo

wyrachowaé, ze

o= (bep—asy)cy+(—dey+esy)sy
g = (ccp+dsy)cy +(acy+bs,)sy

Powyzsze réwnania mozemy przepisaé w postaci pojedynczego réwnania

i

wektorowego:

f | _ | bey—as, —dcy,+cs,
| ceptds,  acy+bs,

Niech

o bcy,—as, —dc,+cs,
P | ceptds,  acy,+bsg

Niech h(yp) := det C,. Jak latwo zauwazy¢, h(0) = ab + cd oraz h(mw/2) =
—ab — cd = —h(0). Poniewaz h jest funkcja ciagla, to musi istnie¢ wartosé
wo € [0,7/2], ze h(yg) = 0. W takim razie Cy, zadaje odwzorowanie liniowe
o niepustym jadrze, to znaczy, istnieje wektor v rézny od zera, ze Cpyv =
(0,0). Oczywiscie, jesli u = ”%”v, to takze Cyou = (0,0). Poniewaz u ma
dlugod¢ 1, wiec istnieje liczba 1y € [0,27m), ze u = (Cyy,Sy,). Oczywiscie
liczby ¢ = g oraz ¥ = iy sg szukanymi, to znaczy tymi, przy ktérych f i
g sie zeruja i macierz B staje sie przekatniowa.



