Geometria. Lista 2

Zadanie 1. Poslugujac sic parametryzacja biegunowsa okregu 2 4+ y? = 1
2 2

i faktem, ze elipsa — + i 1 jest obrazem tego okregu w powinowactwie
a
osiowym wyznaczy¢ parametryzacje elipsy.
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Zadanie 2. Wyznaczy¢ rownanie stycznej do elipsy — + i 1 w dowol-
a

nym jej punkcie X (z,y).

Zadanie 3. (Bilard eliptyczny) Wyobrazmy sobie punkt poruszajacy sie
prostoliniowo wewnatrz elipsy. Kiedy dociera on do brzegu elipsy w punk-
cie X, to odbija sie w X tak, jakby odbijal sie od stycznej do elipsy w
tym punkcie i dalej, az do nastepnego odbicia, porusza si¢ ruchem prosto-
liniowym. Powstaly w ten sposéb tor ruchu jest tamana. Wykazaé, ze jesli
jedno z ogniw tej tamanej przechodzi przez ognisko elipsy, to kolejne takze
(oczywiscie ogniska moga by¢ rézne!).

Zadanie 4. Wykazaé, ze kazda para punktow i prosta nieprzecinajaca od-
cinka o konicach w tych punktach wyznaczaja jednoznacznie elipse, dla ktérej
punkty te sg ogniskami, za$ prosta jest prostag styczna.

Zadanie 5. Dla pary wektoréw uw = (u,u2), v = (v1,v2) okreslmy ich

iloczyn wzorem
U1v1 UV2
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Wykazaé, ze tak okreglony iloczyn, jest iloczynem skalarnym w R2. Wyka-
zaé, ze okrag jednostkowy (x|x) = 1 wzgledem tak okreslonego iloczynu jest
elipsa E bedaca obrazem “zwyklego” okregu 2 + 32 = 1 w odwzorowaniu
liniowym T'(x,y) = (az,by). Podaé¢ konstruktywny sposéb na wyznacze-
nie prostej prostopadtej do zadanej prostej w odniesieniu do prostopadtosci
okreslonej przez ten iloczyn.

Parabolg nazywamy zbiér punktéw plaszczyzny réwnoodleglych od ustalonej
prostej k zwanej kierownicg i punktu F' nie lezacego na tej prostej zwanego
ogniskiem. Rownanie paraboli:

d(X, k) = |XF|.

Zadanie 6. Znalez¢ réwnanie paraboli o ognisku F(c,0) i kierownicy k
danej réwnaniem x = —c. Zakladamy, ze ¢ > 0.



Zadanie 7. Wykazaé, ze jesli punkt wewnatrz paraboli porusza sie w kie-
runku kierownicy i do niej prostopadle, to po odbiciu od paraboli przejdzie
przez jej ognisko. Zjawisko to jest wykorzystane w zwierciadtach parabolicz-
nych. Wyttumacz to.

Zadanie 8. Wyznacz ognisko i kierownice paraboli y = 2.

Hiperbolg nazywamy zbiér punktéw plaszczyzny, ktoérych réznica odlegtosci
od pary ustalonych punktéw Fi, Fo zwanych ogniskami jest stata z doktad-
noscia do znaku i niezerowa. Réwnanie hiperboli:

|XF1‘—’XF2‘::|:CL, a > 0.

Jak nietrudno zauwazy¢, hiperbola sktada sie z dwu roztacznych krzywych
zwanych galeziami. Galezie dane sa réwnaniami | X Fi| — | X Fs| = a, | X Fi|—
| X Fy| = —a.

Zadanie 9. Suma zbioru wszystkich prostych tworzacych stozka kotowego
tworzy zbiér zlozony z pary stozkéw S+, S— majacych wspdlny wierzchotek.
Wykazaé, ze jesli ptaszczyzna przecina oba stozki, ale ich wierzchotek nie
lezy na niej, to powstaly przekrdj jest hiperbola.

I podsumowanie nauki o stozkowych:

Zadanie 10. Udowodnié, ze zbiér rozwiazan (z,y) € R? dowolnego réwna-
nia postaci:

azx® +by* + cxy +dr +ey+ f =0,
gdzie a,b,c,d, e, f — stale rzeczywiste. Jest albo hiperbola, albo parabola,
albo elipsa (okrag uwazamy za szczegdlna elipse), albo para przecinajacych
sia prostych, albo prosta, albo punktem, albo zbiorem pustym.

Zadanie 11. Niech S — izometria plaszczyzny. Niepusty podzbior A plasz-
czyzny nazywamy niezmienniczym ze wzgledu na S, jesli S(A) = A. Punkt
X nazywamy punktem stalym izometrii S, jesli S(X) =X

Zadanie 12. Opisaé wszystkie izometrie plaszczyzny, ktore

a) maja co najmniej dwa punkty stale;

o

maja dokladnie jeden punkt staly;

)
¢) nie maja punktéw stalych, ale maja wlasciwy podzbiér niezmienniczy;
)

o,

nie maja ani punktéw statych ani wlasciwych podzbioréw niezmienni-
czych. Czy potrafisz sobie wyobrazi¢ podobny opis w przypadku prze-
strzeni (trojwymiarowej)?



