Izometrie liniowe

Przypomnijmy, ze jesli V' jest przestrzenig euklidesowa (skonczonego wy-
miaru), to U € End V' jest izometria wtedy i tylko wtedy, gdy U*U = UU* =
E to znaczy, gdy jest odwzorowaniem ortogonalnym. Naszym zadaniem bedzie
opisanie struktury odwzorowan ortogonalnych. Zacznijmy od przyktadéow.

PRzZYKEAD 1 Przypomnijmy, ze mnozenie liczb zepolonych ma prosta in-
terpretacje geometryczng. Mianowicie, odwzorowanie z +— €1z = (cos p +
isin )z, jesli C utozsami¢ z plaszczyzna z naniesionym uktadem kartezjan-
skim, to znaczy z R?, za pomoca odpowiedniosci z = x + iy < (z,y), jest
obrotem tej ptaszczyzny o kat ¢ wzgledem poczatku uktadu. (Kierunek prze-
ciwny do ruchu wskazéwek zegara jest dodatni.) Wyrazmy ten obrét jako
odwzorowanie z R? w R2. Niech

Y =a +iy =€
Wowczas

' +iy = (cosp+ising)(z+1iy)
= (xcosp —ysinp) +i(ycosp + xsingp).

x| | cosp —sing x
y | | sing cosyp y |
Teraz, przez analogie, mozemy rozszerzy¢ pojecie obrotu na dowolng dwu-
wymiarowa przestrzenia euklidesowa. Przypusémy, ze W jest taka przestrzenia
i niech f = (f,, f,) oznacza reper ortonormalny tej przestrzeni. Obrotem o

kat ¢ przestrzeni W wzgledem poczatku uktadu nazywamy odwzorowanie
U, € End W, ktérego macierz B w bazach (f,f) ma postac:

W rezultacie

p_ | cosy —sinp
| sinp  cosp

Oczywiscie U, jest odwzorowaniem ortogonalnym, bo jak tatwo sprawdzi¢
BBT = I. Odwzorowania U,, ¢ € R, tworza oczywiscie grupe przemienna.
Jej elementem neutralnym jest I = Up. Mnozeniu elementow odpowiada
dodawanie katow: U, Uy = U,tg. Elementem odwrotnym do U, jest U_,,.
Obrét jest przykladem izometrii nazywanych ruchami sztywnymi. Jesli K



jest dowolnym podzbiorem przestrzeni W, to przeksztalcenie K na izome-
tryczng kopie U,(K) mozna zrealizowaé przechodzac stopniowo po wszyst-
kich katach od 0 do ¢. Gdybysmy wszystkie fazy tego przejécia sfilmowali,
to zaobserwowalibysmy ruch zbioru od potozenia poczatkowego K do kon-
cowego U, (K). Zauwazmy na zakonczenie, ze det U, = det B = 1.

PrzYKEAD 2 Niech X oznacza podprzestrzen przestrzeni euklidesowej skon-
czonego wymiaru V. Wybierzmy reper ortonormalny e = (ey, ..., e, €xi1,
...,€,) w V w ten sposob, by wektory ey, ..., e, tworzylty baze przestrzeni
X. (Jesli X = {0}, to takich wektor6w po prostu nie ma.) Okreslmy odw-
zorowanie My przestrzeni V' w siebie wzorem:

Mx(x) = Mx((®,ei)er +--- (@, ex)ex + (@, exp1)€h1 + - + (T, €n)en)

= <£C, el>el + o <CU, ek>ek - <CC, ek+1>ek+1 - <IB, en>en

Mx nazywamy odbiciem przestrzeni V' w przestrzeni X albo odbiciem wzgle-
dem X. Latwo zauwazy¢, ze Mx|X = E|X oraz Mx|X+ = —E|X*+. Mx jest
oczywiscie odwzorowaniem ortogonalnym. Czytelnik jest proszony o uzasad-
nienie, ZeLMX = M% oraz M% = E. A takze o zauwazenie, ze det Mx =
(_1)dimX .

W przypadku, gdy X = {0}, to Mx nazywamy tez odbiciem wzgledem
zera. Gdy V = R?, to odbicie wzgledem zera jest obrotem o kat ¢ = .
Tak jest zreszta w kazdej przestrzeni euklidesowej dwuwymiarowej. Gdy za$
V =R? oraz dim X = 1, to X jest geometrycznie prosta przechodzaca przez
poczatek uktadu, zas Mx symetria osiowa wzgledem tej proste;j.

TWIERDZENIE 1 Niech V bedzie przestrzeniq euklidesowq skoriczonego wy-
miaruy n. Jeslh U:'V — V jest odwzorowaniem ortogonalnym, to istnieje
rozktad V- =V B --- BV, przestrzeni V' na podprzestrzenie wzajemnie or-
togonalne o wymiarach 1 1 2, zZe gdy

(1) dimV; =1, to U|V; = E|V; wzglednie U|V; = —E|V;;
(2) dimV; = 2, to U|V; jest obrotem o kqt v, rézny od krotnosci liczby .

Jesli wybra¢ w kazdej z przestrzeni V; baze ortonormalng, to z takich baz
mozna zestawié reper ortonormalny £ przestrzent V', Ze macierz odwzorowa-



nia U w bazach (£,f) ma postaé

cospy —singp; ... 0 0 0O ... 00 ... 0
singp;  cose; ... 0 0 0O ... 00 ... 0
0 0 ... cospp —singr 0 ... 0 0 ... 0
0 0 siny,  COS Y 0O ... 00 0
0 0 0 0 -1 0 0 0
0 0 0 0 0 -1 0 0
0 0 0 0 0 01 0
| 0 0 0 0 0O ... 00 ... 1]

(Oczywiscie niektore z blokéw mogq nie wystapic.)

Dowdd. Moga si¢ zdarzy¢ dwie sytuacje: (1) U ma warto$¢ wlasna, (2) U nie
ma takiej wartosci. Fakt, ze zachodzi (1) oznacza, iz istnieje A € R i wektor
niezerowy x, ze Ux = Ax. Poniewaz

x| = [Uz| = [A| = |||z,

wiec A = 1 lub —1. Niech W = {ax : a € R}. W jest oczywiscie pod-
przestrzenia niezmiennicza odwzorowania U. Niech W+ — dopelnienie or-
togonalne przestrzeni W i niech v — element tego dopetnienia. Poniewaz U
zachowuje iloczyn skalarny, wiec

Mz, Uv) = (\x,Uv) = (Uz,Uv) = (x,v) = 0.

Stad wektor Uv jest ortogonalny do x, wiec nalezy do W+. W rezultacie V
rozktada sie na sume WHW ortogonalnych podprzestrzeni niezmienniczych
odwzorowania U, przy czym W jest jednowymiarowa i U|W = +E|W.

Zalézmy teraz, ze zachodzi (2). Rozpatrzmy macierz B odwzorowania U w
bazach (e, e), gdzie e jest dowolnym reperem ortonormalnym przestrzeni V.
Niech A bedzie pierwiastkiem réwnania charakterystycznego det(A — B) =
0. Liczba ta nie moze by¢ rzeczywista, bo w przeciwnym razie U mialoby
wektor wlasny. Na podstawie twierdzenia Cauchy’ego o wyznaczniku iloczynu
macierzy mamy

0 = det((M — B)(M — B)) = det(|A\|* — 2(re \) B + B?).
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W takim razie odwzorowanie T' = |A|? —2(re \)U + U? ma nietrywialne jadro,
to znaczy, istnieje niezerowy x € V', ze Tx = 0. Rozpatrzmy podprzestrzen
W <V rozpieta na wektorach x i Uxz. Poniewaz

Ulaz + B8Uz) = aUzx+ BUx = aUz + B2(re \) Uz — |\*z)
= —BIA\Pz+ (a+28re\)Ux,

wiec W jest podprzestrzenig niezmienniczg. Zauwazmy, ze wobec tego, iz
|Uz| = |x| oraz Uz # +x (zakladamy, ze U nie ma wartosci i co za tym
idzie, wektoréw wlasnych !), wektory @ oraz Uz tworza baze przestrzeni W.
Przestrzen ta jest wiec dwuwymiarowa. Niech w = (wq, ws) tworza reper
ortonormalny tej przestrzeni i niech C' bedzie macierza odwzorowania U|W
w bazach (w, w)

Co1 (€22

C_[Cn 012]'

Macierz C' jest ortogonalna, co oznacza, ze wektory wierszowe tworza baze
ortonormalng. W szczegélnosei, c3, + c3, = 1, co oznacza, ze istnieje jedyna
taka liczba ¢ € [0,27), ze (ca1,c22) = (sing, cos ). Poniewaz do danego
wektora niezerowego w R? mozna dobra¢ tylko dwa wektory jednostkowe i
prostopadte (r6znia sie one jedynie znakiem), wiec mamy dwie mozliwosci:
(c11,c12) = (cos @, —sin @), wzglednie (c11,c12) = (—cosp,sinp). ta druga
mozliwos¢ jest wykluczona, bo implikowataby det C' = —1. W takim jednak
przypadku, réwnanie charakterystyczne det(Al — C') ma rozwigzanie rzeczy-
wiste (sprawdz to), co implikowatoby istnienie wektor6w wtasnych odwzorowa-
nia U|W, a co za tym idzie, takze U. Wtedy jednak U miatoby wartosci
wtlasne, co przeczyloby naszemu zatozeniu. W konsekwencji, C' jest macierza
obrotu w przestrzeni W, tzn. U|W = U,. Wezmy teraz dowolng pare wek-
torow & € W oraz y € W+ Poniewaz U|W jest izomorfizmem przestrzeni
W, wiec istnieje &’ € W, ze Ux’ = x. Zauwazmy, ze

(x,Uy) = (U, Uy) = (z',y) = 0.

Co wobec dowolnosci wyboru © € W przesadza, iz obok W takze W+ jest
podprzestrzenia niezmiennicza odwzorowania U. I tak jak w (1), V = W B
W+, gdzie tym razem W jest przestrzenig dwuwymiarows , na ktorej U dziata
jako obrot.

W ten sposéb wykonaliSmy pierwszy krok rozkladu przestrzeni V' na
prostopadte sktadniki jedno- i dwuwymiarowe, o ktérych mowa w tezie. Dalej
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nalezy przyjac¢ Vi = W i cata procedure powtorzy¢ w odniesieniu do przestrzeni
nizszego wymiaru W+ i odwzorowania U|W+, ktére nalezy do O(W=). Wobec
tego, ze wymiar V' jest skonczony, po skonczonej liczbie krokow otrzymamy
zadany rozktad. 0

ZADANIE 1 Korzystajac z twierdzenia udowodnié¢, ze kazde odwzorowanie
ortogonalne mozna przestawié¢ jako ztozenie skonczonej liczby odbi¢ My w
podprzestrzeniach X wymiaru o jeden mniejszego niz wymiar przestrzeni V.

Ruchy sztywne

O ruchach sztywnych juz wspominaliSmy, teraz czas na formalna definicje.

DEFINICJA 1 Ruchem sztywnym w przestrzeni euklidesowej skonczonego wymi-
aru V' nazywamy kazde odwzorowanie U € O(V), ze det U = 1.

Powyzszg definicje mozemy uzasadni¢ w nastepujacy sposoéb: Niech U €
O(V) iniech V.=V, B --- BV, bedzie rozktadem V na podprzestrzenie
niezmiennicze odwzorowania U, opisanym w twierdzeniu. Wowczas

det U = ] det(U V),

i=1

co mozna wywnioskowaé¢ z przedstawienia macierzowego odwzorowania U.
Oczywiscie, jesli U|V; jest obrotem, to det(U|V;) = 1. W konsekwencji,
det U = (—1)*, gdzie s oznacza liczbe tych jednowymiarowych przestrzeni V;,
ze U|V; = —E|V;. Jesli detU = 1, to liczba s jest parzysta. Wtedy wspom-
niane przestrzenie jednowymiarowe mozna podzieli¢ na pary. Niech Vj, Vj
bedzie taka para. Wtedy U|(V; B Vi) = —E|(V; B V), ale odwzorowanie
minus identycznosé ma w dowolnych bazach (f,f) przestrzeni dwuwymi-

-1 0
0 —1
to macierz ta jest macierza obrotu U, o kat m. W takim razie, gdy det U = 1,
to V mozemy roztozy¢ na podprzestrzenie V = Wy H--- B W, B W, ze
ograniczenie U|W;, i = 1,...1, jest obrotem U,,, zas ograniczenie U|W jest
identycznoscig. Okreslmy teraz odwzorowania Uy, t € [0, 1], w ten sposob, ze
Uw|W; = Uy, oraz Uy |W jest identycznoscig na W. Oczywiscie Uy sg ortog-
onalne U(p) = E oraz Uy = U a zatem kazdy zbior K C V mozemy w sposob
plynny przeprowadzi¢ na izometryczng kopie U(K). Ruch zbioru K mozemy

arowej V; H Vi, macierz . Jedli f jest reperem ortonormalnym,



zrealizowac jako przeksztatcenie [0,1] > ¢ +— Uy (K). Z drugiej strony, jesli
U jest takim odwzorowaniem ortogonalnym, ze istnieje ciggta rodzina przek-
sztatcen Uy € O(V), t € [a,b], ze Uy = E oraz Uy = U, to poniewaz
det Uy moze przyjmowac tylko wartosci 1 oraz det U,y = det B = 11
funkcja ¢ +— det Uy jest ciggla, wigc musi by¢ stale rowna 1. W rezultacie
det U = detUp) = 1. (Nie dbatem tutaj o zbytnia doktadnosé¢, nie sprecy-
zowalem np. co znaczy pojecie ciggla rodzina przeksztatcen.)
Z ruchami sztywnymi powigzane jest pojecie orientacji.

Orientacja
DEFINICJA 2 Powiemy, ze dwa repery ortonormalne e = (ey,...,e,), f =
(fy,---, f,) wyznaczaja te sama orientacje przestrzeni euklidesowej V', jesli

odwzorowanie liniowe U, ktére przeprowadza reper e na f, tzn. Ue; = f,,
1=1,...,n, ma wyznacznik 1.

Zauwazmy, ze U okre$lone powyzej nalezy do O(V) (dlaczego?), jest za-
tem ruchem sztywnym. Latwo spostrzec, ze mamy tylko dwie orientacje. Mia-
nowicie, jesli ustali¢ e, to wszystkie pozostale repery ortonormalne sg dwoch
typow: te, dla ktorych detU = 1 i te, dla ktérych detU = —1. Wszys-
tkie repery tego samego typu wyznaczajg te sama orientacje, a réznego —
inna. Definicja orientacji ma prosta interpretacje geometryczna. Obierzmy
punkt w otaczajacej przestrzeni i przyjmijmy, ze przedstawia on poczatek
uktadu. Wezmy dwa trojnogi o réwnych i prostopadtych krawedziach, ze ich
narozniki spoczywaja w poczatku. Pomalujmy krawedzie kazdego tréjnogu
tymi samymi trzema barwami, np. zotta, niebieska i czerwonag, po jednej bar-
wie na krawedz. Tréjnogi te reprezentuja repery, kolory mozemy traktowac
jak numery. Dwa tréjnogi wyznaczaja t¢ sama orientacje, jesli jeden mozemy
przemiesci na drugi, tak by kolory sie zgadzaty.



