Geometria. Rozwigzania niektérych zadan z listy 2

Inne rozwigzanie zadania 2. (Wyznaczy¢ réwnanie stycznej do elipsy
2 2

% + Zé—z = 1 w dowolnym jej punkcie X (xg,yo). )

Przypusémy, ze krzywa na plaszczyznie jest zadana za pomoca parametryza-
cji: &(t) = (z(t),y(t)), t € (a,b). Mozemy tez powiedzieé, ze jest on zadana
za pomoca ukladu dwéch funkcji rzeczywistych: x = z(t), y = y(t). Pa-
rametryczny opis krzywej mozemy odniesé¢ do opisu ruchu. Przedzial (a,b)
mozemy interpretowaé jako przedzial czasu, (t), to polozenie poruszajace-

go sie po plaszczyznie punktu w chwili £. Jedli czas wzroénie o h, to punkt
x(t+h)—x(t) . )
jes

wektorem wspotliniowym z x(t + h) — x(t) zatem jest wektorem réwnole-
glym do siecznej przechodzacej przez punkty x(t), (t + h). Przypusémy, ze
istnieje granica tego ilorazu réznicowego:

x(t+h) —x(t) _ (:c(t—i—h)—:c(t) y(t—i—h)—y(t))
h h ’ h h—0

przemiesci sie do polozenia z(t + h). Iloraz réznicowy

Jesli wektor @/ (t), nazywany predkosciq chwilowg w chwili t krzywej x, jest
niezerowy, to jest on réwnolegly do stycznej w punkcie x(t) (patrz: ilustra-
cja). (W kursie analizy tak si¢ w istocie styczna definiuje.) Parametryzacje
krzywej x nazywamy wlasciwa, jesli dla kazdej liczby t, (t) jest niezerowy.

X(O=(x'(t),y'(t)

(x(t+h)-x(t))/h

Xx(t+k)
(x(t+k)-x(t))/k

Rysunek 1: Wektor @'(t) jest réwnolegly do stycznej do krzywej @ w x(t).

2 2
Jak wiemy, elips¢ dana réwnaniem — + Z—2 = 1 mozemy opisaé za pomo-
a
ca parametryzacji z(p) = acos ¢, y(¢) = bsin p. Parametryzacja ta jest, jak

latwo zauwazy¢, wlasciwa. Dobierzmy g tak, by zo = z(¢0), yo = y(®o).



Rézniczkujac réwnanie ze wzgledu na ¢ otrzymamy
2z’ 2y
o T =Y

Podstawiajac ¢ = ¢g dostaniemy z kolei

IL‘OLL‘/(SOO) + yoy/(ﬂﬂo)

a? b2 =0

X . .
;g, ‘ZS) iz’ (¢o) = (2'(¢0), y'(p0)) sa prostopadle. Niech

(x,y) bedzie punktem szukanej stycznej, wtedy wektor (x — zg,y — yo) jest
réwnolegly do @'(¢), wiec prostopadly do w.

Stad wektory u = (

":(XO/C’Z'}’O/bz]

(xy)

Rysunek 2: Wektor u jest prostopadly do prostej stycznej w X, wiec pro-
stopadly do (x — o,y — yo).

Zo Yo
<(fL’ —X0,Y — y0)7 <0127 l72)> =0

Po prostym przeksztalceniu z uwzglednieniem tego, ze (g, yo) spelnia réw-
nanie elipsy jako jej punkt, dostaniemy szukane réwnanie prostej stycznej.
Lol Yoy _

w2 T =t

Stad réwnanie

Rozwiazanie zadania 3. ((Bilard eliptyczny) Wyobrazmy sobie punkt po-
ruszajacy si¢ prostoliniowo wewnatrz elipsy. Kiedy dociera on do brzegu



elipsy w punkcie X, to odbija sie w X tak, jakby odbijat sie od stycznej do
elipsy w tym punkcie i dalej, az do nastepnego odbicia, porusza sie ruchem
prostoliniowym. Powstaly w ten sposéb tor ruchu jest tamana. Wykazaé, ze
jesli jedno z ogniw tej tamanej przechodzi przez ognisko elipsy, to kolejne
takze (oczywiscie ogniska moga by¢ réznel!).)

Sposéb 1. (jak na ¢éwiczeniach) Niech X (z,y) bedzie punktem elipsy, do
ktorego dotart poruszajacy sie prostoliniowo punkt przeszediszy uprzednio
przez ognisko Fi(—c,0). By wykazaé, ze teraz przejdzie on przez Fy(c,0),

wystarczy udowodni¢, ze katy (31, (B2 utworzone przez kazdy z wektoréw

X = (x+c¢y), 2X = (x — ¢,y) z wektorem u = (1’27by2) prostopa-
a

dlym do stycznej do elipsy w punkcie X (patrz: rozwiazanie zadania 2) sa
takie same (patrz: rysunek ). Oczywiscie, zamiast réwnosci katow wystar-

Rysunek 3: Katy (31, (2

czy wykazac¢ réwnosé ich cosinuséw. Przypomnijmy, ze jesli o — kat miedzy

wektorami « i y, to
SEley
cosa = { 7, — ).
)" [yl

Stad pozostaje nam dowies¢, ze

<F1X,u> . <F2X,U> (1)
|71 X | F2X ||




Po przejsciu do wspélrzednych i skorzystania z faktu, ze (z,y) lezy na elipsie
z tatwodcia obliczamy, ze

p— CT p— CI
<F1X,’U/>:1+?, <F2X7’U,>:1—¥

7 réwnania elipsy wynika, ze % = b% — %xQ. Co wiecej, ¢? = a® — b?, przy
zatozeniu, ze a > b. W takim razie

N b2
IFX|]?P = @®+e)+y*=2"+2cx+*+b>— ?:ﬁ

2 _ 2 2 2
- ¢ x2+2cx+02+b2:cx2+2caz+a2:(cx+a>
a? a? a

W konsekwencji,

X[ =a

cr? p—
W podobny sposéb dowodzimy, ze

[F2X | = al(Fa X, u).

Wykazane rownosci dowodza, ze prawa i lewa strony hipotetycznej rownosci
(1) sa réwne a badz —a, réznia sie wiec co najwyzej znakiem. Oczywiscie
obie strony zmieniaja wartos¢ w sposob ciagly w zaleznosci od X (wiec
pozostaja stale!) |, a poniewaz sa réwne np. w punkcie X = (a,0), wiec
réwne sg zawsze.

Sposdéb 2. Zacznijmy od prostej obserwacji dotyczacej rézniczkowania krzy-
wych zadanych za pomoca parametryzacji € = x(t). Niech f(t) = ||z (¢t)]].
Zrézmiczkujmy 2,

2 f = (@@) = (2% +y?) = 2’ + 29y = 2z, ).
Po podzieleniu przez 2f dostaniemy

(z, ')

f=

[Edl

Niech & = x(p) — okreslona wczesniej parametryzacja elipsy. Jesli X oznacza
punkt elipsy o wspélrzednych (x,y) i wektor & ma te same wspélrzedne

—

to mozemy napisa¢ OX = x, gdzie O ma wspélrzedne (0,0) (poczatek



—

uktadu). Stad F1 X = F;O+«. Pamietajac o naszej parametryzacji, mozemy
ostatni zwiazek zrézniczkowac:

/

F1X = .’13,.

(Bo funkcja stata ¢ +— F10 = (¢,0) ma pochodna réwna zeru.) Z takich

samych powodéw
/

FQX = 1,',.

Pamietajac o wzorze na pochodna f, zrézniczkujmy réwnanie elipsy || F1 X ||+

|FoX || = d. Dostaniemy,

< Fl—>X ,m'>+< ﬁ ,ar:’>:0.
P x| | X
Stad
(B
1Ex) 1l jAx) 1=

Zauwazmy, ze wielkoS¢ po lewej stronie ostatniej réwnoéci, to cosinus kata

R

miedzy wektorem F5X i wektorem stycznym z’ do elipsy w X. Wspomniany
kat zostal na rysunku 4 oznaczony jako ;.

Rysunek 4: Katy ag, ag



Wielko$¢ po prawej stronie réwnodci jest réwna minus cosinus kata mie-

dzy wektorami F1 X i @, jest wiec cosinusem kata dopelniczego oznaczone-
go na rysunku jako ag. Nasza rownoéé glosi wiec, ze cosa; = cosag. Stad
a1 = ag 1 dowiedlidmy, Ze nastepne ogniwo tamanej przejdzie przez Fs. W
obu rozpatrywanych rozumowaniach zaktadliémy, ze punkt najpierw prze-
chodzi przez ognisko Fj. Oczywiscie nie ma to znaczenia, bo elipsa ma o$
symetrii, wzgledem ktorej ogniska sa symetryczne.

Sposéb 3. Nazwijmy go klasycznym. Nie wiem, czy Apoloniusz z Pergi
(okolo 262 p.n.e — 190 p.n.e), autor traktatu Stozkowe (Kwrika) znal ten
sposéb, ale prawie na pewno tak. Zacznijmy od prostej obserwacji (patrz:
rysunek 5): Przypusémy, ze dwie plaszczyzny sa styczne do sfery w punktach
F i M iprzypuéémy, ze przecinaja sie one wzdluz prostej t. Obierzmy na tej
prostej jakikolwiek punkt X. Dzieli on prostg ¢t na dwie potproste t— i t+.
Poniewaz plaszczyzna zawierajaca prosta t i srodek sfery jest plaszczyzna
symetrii calej konfiguracji, wiec kat o bokach X F', t+ jest taki sam jak kat o
bokach X M, t+. Przypomnijmy teraz, ze kazda elips¢ mozna otrzymac jako

Rysunek 5: Zaznaczone katy sa rowne.

przekrdj odpowiedniego walca kolowego (rysunek 6). Prosta ¢ zaznaczona
na rysunku to styczna do elipsy w punkcie X. Lezy ona w ptaszczyznie



elipsy. Z drugiej strony lezy, on a w plaszczyznie stycznej walca w punkcie
X. Plaszczyzna ta zawiera jeszcze tworzaca walca przechodzaca przez M i
Ms. Prosta t lezy wiec na przecieciu dwu ptaszczyzn stycznych tak do jednej

sfery jak i drugiej. Na podstawie obserwacji, kat £(X Fy,t—) o bokach X F} ,
t— jest taki sam, jak £(X Mj,t—). Z takich samych powodéw (X Fy,t+) =
L(X Ms,t+). Jednak katy £(X My, t—) 1 £(X Mo, t+) sa sobie réwne jako

katy wierzchotkowe. W rezultacie (X Fy,t—) = 4L(X Fs, t+). Co oczywiscie
konczy nasze rozumowanie! Uzytem dla uproszczenia rysunku walca. Jesli
elipse uwazaé za przekrdj stozka, to rozumowanie mozna powtorzy¢ bez
istotnych zmian. Czy to juz wszystkie sposoby? Jeszcze nie.

Sposéb 4. Zacznijmy od nastepujacego zadania. Znalezé najkrotsza droge
laczaca punkty Fy i F» i docierajaca do prostej ¢t (patrz: rysunek 7).

Rozumowanie jest bardzo proste. Traktujemy ¢ jako o$ symetrii. Odbi-
jamy w niej Fy. Otrzymamy wtedy punkt F|. Laczymy go z Fy odcinkiem.
Przetnie on ¢t w pewnym punkcie X. Lamana F; X Fy jest szukang najkrot-
sza droga. Rzeczywiscie, jej dlugosé jest réwna dlugosci odcinka F| Fy, a jesli
wziaé jakakolwiek inna droge (krzywa na rysunku), to poprzez odbicie pew-
nej jej czesci (krzywa przerywana) otrzymamy réwna jej co do dlugosei droge
laczaca F| z Fy niebedaca odcinkiem, wiec o dlugosci wiekszej niz |F| Fy|.
Przy okazji zauwazmy, ze X jest takim punktem (jedynym zreszta) na t, ze
zachodzi réwnosé katow: £(XFy,t—) = L(X Fy, t+).

Wréémy teraz do elipsy. Obierzmy na prostej ¢ stycznej do elipsy w punk-
cie X jaki$§ inny punkt Y. Wtedy odcinek F1Y przetnie elipse w pewnym
punkcie X’. Latwo zauwazy¢, ze dlugoéé tamanej F1Y F, jest wicksza niz
dlugo$¢ Fy1X'Fy (patrz: rysunek 8), ktéra z kolei, na mocy definicji elip-
sy, jest rowna dlugodci tamanej F} X Fb. W takim razie, ta ostatnia tamana
jest rozwiazaniem zadania o najkrétszej drodze, wiec i w tym przypadku
L(XFy,t—) = L( X Fo, t+).



Rysunek 6: Elipsa jako przekrdj walca kotowego
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Rysunek 7: Najkrotsza droga z F} do Fb.

Rysunek 8: Fy X F5 — najkrotsza droga z ogniska do ogniska przez styczna t.



