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Zasadnicze twierdzenie algebry jako ilustracja metody topologicznej.

Twierdzenie (d'Alembert, Gauss)

Jesli w(z) =a,z" + an_lz”’l + -+ 4 a1z + ag jest wielomianem stopnian > 0 o wspdtczynnikach
zespolonych, to ma pierwiastek zespolony.

Chodzi nam o ilustracje metody, wiec dowdd bedzie nieformalny. Wyobrazmy sobie punkt X poruszajgcy sie
po okregu w czasie [0, T']. W chwili ¢ znajduje sie on w potozeniu X;. Jego potozenie startowe to P. Do P
zaczepiona jest ni¢, ktora rozwija sie wzglednie zwija wzdtuz okregu do punktu X;. Jesli do chwili £ nawineta
sie ona przeciwnie do ruchu wskazowek zegara, a potem X porusza sie zgodnie z ruchem wskazowek, to
ni¢ zamiast rozwijana jest zwijana. Zatézmy, ze X1 = P; tzn. ruch zaczat sie i zakonczyt w tym samy
punkcie. Wtedy mozliwe sg nastepujace sytuacje:

1. Ni¢ jest kilkakrotnie nawinieta na okrag przeciwnie do ruchu wskazoéwek zegara.
2. Ni¢ zwineta sie, wiec jest 0-krotnie nawinieta.
3. Nic¢ jest kilkakrotnie nawinigeta na okrgg zgodnie z ruchem wskazoéwek zegara.

Stad z ruchem t — X; punktu X po okregu mozemy zwigzac liczbe deg(t — Xt), nazywang stopniem,
wyrazajgcg liczbe nawinie¢ nici na okrag. W przypadku, gdy nawiniecia sg przeciwne do ruchu wskazowek
zegara, bierzemy je z plusem, gdy zgodne — z minusem, a gdy ni¢ jest zwinieta, ktadziemy 0.

Niech S' = {z € C: |2| = 1} (geometrycznie: okrag jednostkowy ze $rodkiem 0). Ruchy punktéw na S’
mozemy utozsamiac z funkcjami ciggtymi z : [O, T] — St. Funkcje ciggte argumentu rzeczywistego
nazywamy w topologii drogami. Droga z jest zamknieta jesli z(0) = z(T'). W takim razie, jesli z jest droga
zamknietg w Sl, to ma stopien.

Przyktad 1.

Niech z(t) = e'* = cost + isint. Niech k € Z. Droga z;: [0, 271] — S* dana wzorem:
zi(t) = 2(t)* = e'* jest zamknigta i ma stopien deg(z;,) = k.

Obserwacja 1.

Dano dwie drogi zamkniete u, v: [0, 27r] — S*. Przypusémy, ze u(0) = v(0) oraz u(t) # —wv(t), dla
t € [0, 7]. Wtedy deg(u) = deg(v).

Warunek u(t) # —v(t) oznacza, ze odlegtos¢ miedzy u(t) i v(t) jest zawsze mniejsza od srednicy okregu.
Uzasadnienie naszej obserwacji moze wygladac tak:



Niech )\u(t) oznacza diugos¢ nici nawinietej na S w chwili ¢ w ruchu zadanym przez u.
(Podobnie jak w przypadku definicji deg, dtugos$¢ bierzemy ze znakiem, w zaleznos$ci od
kierunku nawinigcia.) Oczywiscie A, jest funkcjg ciggtg argumentu ¢. Podobnie A, . Gdyby
stopnie obu drdg byty rézne i wynosity ki, to funkcjad = A\, — A, miatabyw t = 0
wartos¢ 0, aw t = 27 wartosé 2(k — ). Wtedy jednak z wtasnosci Darboux
rzeczywistych funkcji ciggtych wynika istnienie ¢, dla ktérego warto$é d(t) jest rowna 7 badz
tez —m. Stad natychmiast u(t) = —v(t).

Wykazemy, ze podobny fakt ma miejsce nawet wtedy, gdy drogi nie majg wspolnego poczatku (i konca).

Whiosek 2.

Dano dwie drogi zamknigte w, v: [0, 2] — S*. Przypusémy, ze |w(t) — v(t)| < 1, dlat € [0, 27]. Wtedy
deg(w) = deg(v).
g

Dowéd. Niech p = w(0) ¢ = v(0). Okreslmy droge u wzorem w = - w. Poniewaz mnozenie przez liczbe

o module 1 jest geometrycznie obrotem o ustalony kat, wiec deg(w) = deg(u). Ponadto, u i v maja ten
sam poczatek oraz

u(t) — v(t)] = ‘gw(t) _ v(t)) < ‘gw(t) - w(t)‘ +lw(t) — ()] < ‘2 - 1’ +1<2.
p p p
Stad u i v majg ten sam stopien, wiec takze w. [

Niech X = C|0, 27| oznacza zbidr wszystkich funkgji ciggtych na przedziale [0, 27| o wartosciach
zespolonych. Jak przypominamy, zbiér ten z metrykg | f — g| . = sup{|f(t) — g(¢)|: ¢t € [0, 27},
nazywang metrykg supremum, jest przestrzenig metryczng zupetng. Zbior D drég zamknigtych w st jest
podzbiorem przestrzeni X, jest wiec takze podprzestrzenig. Wniosek 2 mozemy przeczyta¢ nastepujgco:

Whiosek 3

Funkcja deg: D — 7 jest ciggta.

Dowéd. Poniewaz funkcja deg przyjmuje wartosci catkowite, a kazdy zbiér w Z jest otwarty (topologia
dyskretna), wiec wystarczy zauwazy¢, ze dla kazdej liczby catkowitej k, deg ™" (k) jest zbiorem otwartym.
Jesli jednak u € deg ' (k), to na podstawie wniosku 2 mamy, Ze takze kula otwarta

B°(u,1) = {v € D: |u —v|_, < 1} zawarta jest deg ' (k).

Cwiczenie 1.

Sprawdzi¢, ze zbior D drég zamknietych w st jest domknietym podzbiorem w X, jest wiec takze
przestrzenig zupetna.

Dowéd zasadniczego twierdzenia algebry. Przypusémy, ze w nie ma pierwiastka, tzn. w(z) # 0, dla
wszelkich z € C. Poniewaz stopien w wynosi n > 0, wiec a,, # 0. Wtedy wielomian w/an takze nie ma
pierwiastka, ma ten sam stopien n i wspdtczynnik przy z" rowny 1. Dlatego dalej mozemy zaktada¢, ze dla
samego wielomianu w mamy a,, = 1. Niech ¢ — z(t) bedzie funkcjg okreslong w przyktadzie 1. Dla R > 0
okreslmy funkcje wg: [0, 271] — C wzorem wg(t) = w(Rz(t)) . Mamy

wg(t) An—1 _ a1 Qo
' = — z,(t) :‘"—z(t)”1+---+ a2+ ol
Poniewaz |z(t)| = 1, wiec z wtasnosci modutu:
wg(t) |@n1| o] | lao|
— = zn ()] < R R




dla wszelkich t. Stad |% — Zn'oo < % o ile liczba R jest dostatecznie wielka. Okreslmy droge

ug: [0,27] — S! wzorem

wr(t)
t) = ————.
ur() = T
Mamy
i = ol = [ B ) < (1) B 2R
wR n wR n n

gdzie dla przejrzystosci opuscilismy we wszystkich wyrazeniach argument ¢.

Korzystajac z multyplikatywnosci modutu pierwszy skfadnik po lewej stronie mozemy przepisac tak:
R® 1\ wr R" lwr| lwr|
lwg| R"

B YR T R"
Poniewaz |z, | = 1, wigc z nieréwnosci tréjkata ostatni wyraz nie przekracza ‘zn — Z—ff

| fwgl

. Przez potgczenie

wyprowadzonych nieréwnosci otrzymamy, Zze dla dostatecznie wielkiej liczby R = p
wP—T(zt) - zn(t) S E7

P 3
gdzie przywrocilismy argument t. Na podstawie wniosku 2, otrzymamy deg(up) = n. Zauwazmy teraz, ze
odzorowanie [0, p] 3 R+ ug € D jest ciggte. W takim razie ztozenie R — deg(up) jest w zgodzie z
wnioskiem 3 takze ciggtym odwzorowaniem okreslonym na przedziale [0, p], przyjmujgcym wartosci
catkowite. Poniewaz jedng z tych wartosci jest 1, wiec jest to zarazem jedyna warto$¢ naszego
odwzorowania. Jednak dla R = 0 droga up, jest stata i rowna w(0)/|w(0)|. Stad deg(ug) = O i
otrzymalismy sprzecznosé. [

[up(t) = 2n(t)] < 2

Cwiczenie 2.

Wykazac, ze jesli funkcja f: C — C jest ciggta oraz lim = 0 dla pewnej liczby naturalnejn > 1, to

z2—00 2
funkcja h okreslona wzorem h(z) = 2" + f(z) przeksztatca C na C. (Wskazéwka: Przeanalizuj dowdd

zasadniczego twierdzenia algebry.)

Utozsammy ptaszczyzne ze zbiorem liczb zespolonych. Niech B2 = {z € C: |z| < 1} oznacza koto
jednostkowe o $rodku 0. Wykazemy nastepujgce.

Twierdzenie (o punkcie statym)

Jesli f: B> — B? jest odwzorowaniem cigglym, to istnieje x, € B2, ze f(z¢) = zo.

Komentarz. Punkt x nazywamy punktem statym odwzorowania f.

Dowéd. Przypuscmy, ze f nie ma punktu statego. Wtedy dla kazdego z € B? mamy f(z) # z. Para f(2), 2
wyznacza potprostg £, wychodzacg z f (z) i przechodzgca przez z. Potprosta ta musi w pewnym punkcie
F(z) przecigt St. Otrzymamy funkcje F': B2 — St. Funkcje te mozna wyrazi¢ wzorem.

Cwiczenie 3.

Wyrazi¢ funkcje F' wzorem.

Funkcja F' jest ciggta. (Ze wzoru fatwo to wynika !). Rozpatrzmy cigg funkcji u,.: [0, 27r] — St okreslonych
wzorem:
u,(t) = F(re't).



Kazda z tych funkcji jest drogg w Stico wiecej odwzorowanie [O, 1] S r+— u, € D jestciggte. W takim
razie ztozenie [0, 1] > r — deg(u,) jest funkcja ciagta o wartosciach catkowitych, wigc stata. Zauwazmy
jednak, ze uyg jest funkcjg statg rowng F'(0), wiec deg(ug) = 0. Nadto z definicji funkcji F' wynika, ze jesli
z € S' to F(2) = 2z W takim razie u (t) = €' = z;(t) i jak wiemy, deg(u;) = deg(z;) = 1. Przeczy
to statosci funkgji 7 — deg(u,). O

Cwiczenie 4.

1. Niech 0 < 7 < R. zZbior P(r, R) = {z € C:r < |z| < R} nazywamy pierscieniem domknigtym
o $rodku 0, promieniu wewnetrznym r i zewnetrznym R. Wykazac, ze jesli k i [ — rézne liczby
catkowite, to nie istnieje funkcja ciagta f: P(r, R) — C o tej wiasnosci, ze na S, = {z: |2| = r}
ma ona postaé f(z) = z* zag na Sy — postaé f(z) = z'.

2. Odwzorowanie ciggte X: C — C mozna przedstawi¢ jako pole wektorowe. W tym celu z kazdg
liczbg z € C nalezy zwigzac¢ wektor o poczatku z i koncu z + X(z). Przypusémy, ze pole
wektorowe X we wszystkich punktach okregdw ograniczajgcych pierscien P('r, R) jest rézne od
zera. Przypusémy ponadto, ze na okregu wewnetrznym pole jest do niego styczne i wskazuje na
kierunek przeciwny do ruchu wskazowek zegara, zas na zwenetrznym jest takze styczne, ale
wskazuje na kierunek zgodny. Uzasadnié, ze musi istnie¢ punkt zg wewnatrz pierécienia oraz

rzeczywista liczba a, ze X(zy) = azp.

Cwiczenie 5.

Powiemy, ze przestrzen metryczna (topologiczna) ma wtasnos$¢ punktu statego, jesli kazde odwzorowanie
ciggte f: X — X ma punkt staty. Podprzestrzen Y C X nazwiemy retraktem przestrzeni X, jesli istnieje
odwzorowanie ciagte R: X — X, ze R[X] C Y oraz dla kazdego y € Y mamy R(y) = y.

1. Wykazac, ze jesli przestrzen X ma wtasno$¢ punktu statego, to kazdy jej retrakt takze.
2. Wykazag, ze S* nie jest retraktem B2.



