Zadania z logiki i teorii mnogosci. Lista 6

Zadanie 1. Obliczy¢ zlozenie S o R nastepujacych relacji:

1. R= {(17 2)7 (27 3)7 (17 3)7 (47 5)}7 S = {(37 5)7 (57 3)7 (37 3)7 (27 1)7 (17 2)7 (37 7)}’
2. R={(z,y) eR?: 22 +y? =1}, S = {(x,y) € R?: |z| + |y| = 1}.

Zadanie 2. Dwie relacje R i S okredlone w R dane sg réwnaniami:

R={(z,y): F(z,y) =0}, S={(zy): G(x,y) = 0}.

Np. odpowiednie relacje R i S z poprzedniego zadania opisuja si¢ takimi
réwnaniami jesli przyjaé: F(x,y) = 224+y?—1 oraz G(z,y) = |z|+|y|—1. Czy
mozesz podaé jakies rownanie za pomocg ktérego mozna wyrazié¢ ztozenie
S o R. (Wskazéwka. Wolno uzy¢ funkeji emin okreslonej na podzbiorach
A C R w nastepujgcy sposob:

a, jesli a jest najmniejsza liczbag w A,
emin A =
1, jedli w A nie ma najmniejszej liczby.

Zadanie 3. Relacja R okreslona w R, to znaczy R C R? jest opisana nie-
réwnoscia: R = {(z,y): F(x,y) < 0}. Caly zbiér R przesuwamy o pewien
wektor u = (a,b), to znaczy, tworzymy zbiér

S=R+u:={(x+ay+0b): (z,y) € R}.
Jaka nieréwnoscig mozna opisaé S.

Zadanie 4. Wykazadl, ze zlozenie dwu relacji réwnowaznoéci okre$lonych
na tym samym zbiorze X jest relacja rownowaznosci.

Zadanie 5. Okreslmy relacje ~ w zbiorze par N x N
(a,b) ~ (¢,d) <= a+d=c+d.
1. Wykazad, ze jest to relacja réwnowaznoéci.

2. Okre$lmy dodawanie par: Jesli « = (a,b), y = (¢,d), to ¢ +y =
(a+c¢,b+d). Wykazaé, ze dodawanie jest zgodne z relacja ~, tzn. jesli
x~x orazy~y,tox+y~x +yvy.



3. Okre$lmy mnozenie par: Jesli € = (a,b), y = (¢,d), to x -y = (ac +
bd, ad + be). Wykazaé, ze i mnozenie jest zgodne z relacja ~.

Ta zgodnos¢ pozwala okresli¢ operacje dodawania i mnozenia na zbiorze klas
abstrakcji Z = (N x N)/ ~ relacji ~ za pomoca reprezentantéw wzorami:

[z] + [y] = [z + Y], [z] - [y] = [z - y].

Wykazaé, ze tak okreslone operacje na Z sa taczne, mnozenie jest rozdzielne
wzgledem dodawania. Oba dzialania maja element neutralny: dodawanie —
[(0,0)], mnozenie za$ — [(1,0)]. Kazdy element rodziny Z ma element prze-
ciwny. Oznaczenie zbioru ilorazowego przez Z nie jest przypadkowe. W ten
sposob wtasnie wprowadza sie liczby catkowite. Zauwazmy, ze dla kazdej
klasy K € Z istnieje doktadnie jedna liczba naturalna n, ze zachodzi jedna
z trzech mozliwosci: (1) n > 01 K = [(n,0)]; (2) n =01 K = [(0,0)]; (3)
n>01iK =[(0,n)]. W pierwszym i drugim przypadku klase K oznaczamy
symbolem n i nazywamy liczba naturalng; w trzecim wprowadzamy sym-
bol —n na oznaczenie klasy K, ktéra nazywamy liczba catkowita ujemna.
Mimo calej abstrakcji, sa to dobrze Wam znane liczby catkowite. W podob-
ny sposéb mozna wprowadzié¢ liczby wymierne; tym razem jako pary liczb
catkowitych. Detale w notatkach do wyktadu.

Zadanie 6. Dany jest ciag zdan ponumerowanych liczbami naturalnymi:
To, T, .., Tny- ...

1. Niech (k, = 2": n € N). Wiemy, ze T jest zdaniem prawdziwy oraz
kazdorazowo gdy Tk, jest prawdziwe, takze Ty, jest prawdziwe. Czy
prawda jest, ze wszystkie zdania nalezace do ciagu zdan (Ton: n € N)
sg prawdziwe?

2. Niech (k, = 2n:n € N). Wiemy, ze Ty jest zdaniem prawdziwym
oraz kazdorazowo gdy T jest zdaniem prawdziwym, takze Tk, 1 oraz
Tk, +2 sa zdaniami prawdziwymi. Czy prawda jest, ze wszystkie zdania
To, 11, ..., Ty, ... sg prawdziwe?

3. Niech powtérnie (k, = 2n: n € N). Wiemy, ze T5 jest zdaniem praw-
dziwym oraz kazdorazowo gdy Ty, jest zdaniem prawdziwym, tak-
ze Ty, +1 oraz Ty 4o sa zdaniami prawdziwymi. Czy prawda jest, ze
wszystkie zdania T5,Tg, ..., T, ... s prawdziwe?

4. Dano dwie liczby naturalne dodatnie v > 1 i v > 1. Wiemy, ze pewne
zdanie T), w naszym ciggu jest prawdziwe. Ponadto wiemy, ze kazdo-
razowo gdy prawdziwe jest zdanie Ts z naszego ciagu, to takze zdania



Tsyy oraz Tyy, sa prawdziwe. Jakie warunki musza speliaé u i v,
by istnial numeru ¢, poczawszy od ktérego wszystkie zdania T;, byly
prawdziwe?

Zadanie 7. Zajrze¢ do wikipedii pod hasto Nim. Przeanalizowaé¢ dowdd
istnienia strategi zwycieskiej w tej grze.



