Zadania z logiki i teorii mnogosci. Lista 7

Zadanie 1. Dano dwa niepuste zbiory X i Y. Wykazaé¢ ze jedli istnieje
suriekcja f: X =Y, to | X| > |Y|.

Zadanie 2. Niech Sp_; oznacza zbiér wszystkich ciagéw (¢,: n € N) o
wartosciach 0, 1.
(a) Wykazaé, ze odwzorowanie D dane wzorem
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jest suriekcja zbioru Sp_; na zbiér [0, 1].
(b) Wykazaé, ze odwzorowanie C' dane wzorem
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jest injekcja zbioru Sp—1 w zbiér [0, 1].
Wywnioskowaé, z obu czesci zadania, ze zbiér Sy—_1 jest réwnoliczny z [0, 1],
a w konsekwencji z R.

Zadanie 3. Znalez¢ bijekcje zbioru Sp—1 X Sp—1 na zbiér Sy—1. Wywnio-
skowaé na podstawie istnienia takiej bijekcji, ze [0, 1 x [0, 1] jest réwnoliczny
z [0,1]. W konsekwencji R x R jest réwnoliczny R.

Zadanie 4. Niech .7 oznacza rodzine tréjkatéw na plaszczyznie o roztacz-
nych wnetrzach. Wykazaé, ze jest ona przeliczalna. (Wskazdéwka. Q x Q jest
zbiorem przeliczalnym. )

Zadanie 5. Uzasadnié, ze kazdy podzbiér zbioru przeliczalnego jest co naj-
wyzej przeliczalny, to znaczy, skoficzony badz przeliczalny.

Zadanie 6. Niech (5; : ¢ € N) bedzie rodzina zbioréw co najwyzej przeli-
czalnych. Wykazaé, ze |J;2, S; jest zbiorem co najwyzej przeliczalnym.

Zadanie 7. Wykazaé, ze zbiér wszystkich wielomianéw o wspoétczynnikach
wymiernych P(Q) jest przeliczalny.

Zadanie 8. Liczbe rzeczywista nazywamy algebraicznag, jesli jest pierwiast-
kiem wielomianu o wspétczynnikach wymiernych. Wykazac, ze zbiér A wszyst-
kich takich liczb jest przeliczalny.



Zadanie 9. Wykazaé, jesli A C R jest podzbiorem przeliczalnym, to R\ A
jest nieprzeliczalny. Wywnioskowaé stad, ze zbiory liczb niewymiernych i
liczb przestepnych, to znaczy takich, ktére nie sa algebraiczne, sa nieprzeli-
czalne. (W istocie zbiory te sa mocy continuum.)



