Zbiory nieprzeliczalne. Twierdzenie Cantora Zbiér A nazywamy nie-
przeliczalnym jesli nie jest on przeliczalny.

Przez ciag o wartosciach w X rozumiemy tutaj, podobnie jak na wykta-
dzie, kazde odwzorowanie z N w X. Jedli a jest ciagiem, to jego wartos¢ w
argumencie n zapisujemy tradycyjnie: a,,.

TWIERDZENIE 1 Zbiér {0, 1} wszystkich ciggéw przyjmugjgcych jedynie war-
tosci 0, 1 jest mieprzeliczalny.

Dowdd. Przypusémy, ze odwrotnie, zbior ten jest przeliczalny. Poniewaz jest
on nieskonczony (Przyporzadkowanie kazdej liczbie naturalnej n ciagu, ktory
zaczyna si¢ na n jedynek, a potem juz ma same zera jest injekcja z N w
{0, 1}V), wiec musiataby istnie¢ bijekcja e : N — {0, 1}N. Skonstruujmy ciag
~v w nastepujacy sposob:
Tn=1—¢e(n),.

Zauwazmy, ze w zgodzie z ta definicja v nie moze by¢ wartodcig funkcji
e. Rzeczywidcie, v r6zni sig od dowolnej wartosci e(n) € {0,1} na n-tym
miejscu. W rezultacie € nie jest na, wiec nie jest takze bijekcja. OtrzymaliSmy
Sprzecznose. 0

UwAGA Konstrukcje ciggu v mozemy przedstawi¢ w nastepujacy sposob: Za
pomoca ciagéw e(n) tworzymy nieskoriczona tablice:

e(1)1 e(1)2 (1) e(1)n
e2)1 €(2)2 €(2)s €(2)n
eB) €(3)2 (3)3 e(3)n
e(n)1 e(n)2 e(n)s e(n)n

Ciag v tworzymy z wyrazow stojacych na przekatnej w ten sposob, ze kazdy
wyraz réwny 0 wymieniamy na 1, a rowny 1 na 0:
7 =1-¢(1)
Y2 =1-2(2):
Y3 = 1-— 8(3)3

Y =1—¢e(n),



Dlatego przedstawiona metode dowodu nazywamy metodg przekgtniowq. Me-
toda ta jest czesto wykorzystywana w rozmaitych dowodach w réznych dzi-
atach matematyki.

Méwimy, ze zbiér A ma moc mniejszq niz zbiér B, co zapisujemy |A| <
|B|, jesli |A| < | B, ale nie jest prawda, ze |A| = |B|. W $wietle twierdzenia
Cantora—Bernsteina mozemy tez definicje te wypowiedzie¢ w nastepujacy
sposéb: A ma moc mniejsza niz B jesli |A| < |B|, ale nie jest prawda, ze
|B| < |A].

Zauwazmy na marginesie, ze w oparciu o dowod twierdzenia 1 mozemy
stwierdzi¢, iz |N| < [{0, 1}N].

Jesli A ma moc mniejszg niz B, to zamiennie mozemy powiedzie¢, ze B
ma moc wigksza niz A.

Pojecie mniejsza moc mozemy scharakteryzowa¢ w nastepujacy sposob:

STWIERDZENIE 2 Jesli A i B sq niepustymi zbiorami, to |A| < |B| wtedy i
tylko wtedy, gdy |A| < |B| i nie istnieje surjekcja z A na B.

Dowaod. Wystarczy zauwazy¢, ze istnienie surjekcji z A na B jest rownowazne
z istnieniem injekcji z B do A. Fakt, ze istnienie surjekcji pocigga istnie-
nie odpowiedniej injekcji jest przedmiotem lematu 2 w ustepie na temat
twierdzenia Cantora-Bernsteina. Przypusémy teraz, ze istnieje injekcja g: B —
A. Ustalmy jakikolwiek element ay € g(B) i okreslmy odwzorowanie F: A —
B jak nastepuje:

g7 z), jesliz € g(B);
F(z) = { g ao), jesliz € A\ g(B).

F jest oczywiscie surjekcja. U
Niech X bedzie dowolnym niepustym zbiorem. Funkcja charakterystyczna
zbioru A C X nazywamy funkcje 14 o dziedzinie X okreslona wzorem

(1, jedliz e A
La(z) = { 0, jesliz € X\ A.

Przyjmuje ona wartosci w zbiorze {0, 1}, jest wiec elementem zbioru {0, 1}¥.
Odwrotnie, jedli funkcja f mnalezy do zbioru {0,1}%, to jest ona funkcja
charakterystyczna zbioru A := {z € X : f(z) = 1}. Wyznacza wiec ona
ten zbiér. W efekcie przekonujemy sie, ze funkcja A +— 1,4 jest bijekcja ze
zbioru 2% na zbior {0,1}¥. Oznacza to, ze zbiory {0,1}* i 2% sa réwno-
liczne. W szczegoélnoéci wynika stad, ze |N| < [2V]. Oczywidcie, jesli Y jest
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zbiorem skoficzonym, to takze mamy |Y| < [2¥|. Powstaje pytanie, czy ostat-
nia relacja jest prawdziwa dla wszelkich zbioréw Y. Twierdzaca odpowiedz
daje twierdzenie Cantora.

TWIERDZENTE 3 (CANTOR) Jesli X jest dowolnym zbiorem, to | X| < |2%].

Dowdd. Jedli X = (), to nieréwnos$¢ jest oczywista, bo () nie ma elementéw
za$ 2° = {0} ma jeden. Jedli X # ), to istnieje injekcja z X w 2% jest nia,
na przyktad, funkcja f: X — 2% dana wzorem f(x) = {x}. W konsekwencji
| X| < 2% i wystarczy dowie$é, ze zadne odwzorowanie s z X w 2% nie jest
surjekcja, wiec tym bardziej bijekcja.

Utwérzmy zbiér Z C X w nastepujacy sposéb: Z = {z € X : = & s(x)}.
Gdyby Z byl wartoscia funkcji s, to istniatby element v € X, ze Z = s(u).
Wtedy powstaje pytanie, czy u € Z7 Jesli tak, to zgodnie z definicjg zbioru
Z, mamy u ¢ s(u) = Z. Otrzymali$émy sprzeczno$¢. Jesli za$ nie, to u ¢
Z = s(u), wiec na mocy definicji Z mamy u € Z. Znowu otrzymalismy
sprzeczno$¢. Sprzecznosci te dowodza, ze Z nie moze by¢ wartosciag funkcji
s; funkcja ta nie jest surjekcja. ([l



