Roéwnoliczno$é {0, 11N, R, R x R.
TwierDZENIE 1 [{0, 1}N] = [0, 1]|.
Dowéd. Ciagowi ¢ = (g,:n € N) € {0,1} przyporzadkujmy ciag przedzi-
atéw domknietych (I, : n € N) zawartych w [0, 1] wg regul:
e e =0=1=[0,3];
e =1=1=[51]

Zatézmy, ze przedzial Ij, = |ay, by] zostal juz okreslony, wtedy przyjmujemy:

ar+bk ] .
2

o g1 =0= Iy = [ag, ;

b
® Cpyl = 1= Ik—i—l = [ak; k,bk]

Oczywiscie ciag (I,:n € N) jest zstepujacy, to znaczy, Iy D I, D ... D Iy D
... Z twierdzenia Helly’ego wynika, ze N,ey I, # . Ponadto, dtugosé¢ I,, =
2%, n € N. Stad wynika, ze owa cze$¢ wspolna N,cy I, sktada sie tylko z
jednego elementu, ktéry oznaczmy przez g(e). W ten sposéb okreslilismy
funkcje ¢:{0,1}N — [0,1]. Odwzorowanie to jest surjekcja. Rzeczywiscie,
niech h € [0,1]. Utwérzmy teraz ciag v € {0,1}Y oraz ciag przedzialow
(J.:n € N) w nastepujacy sposob:

e hel0,5]=mn=0iJ=[01];
e hg[0,)]=>mn=1iJ=[51].
Jesli 4, oraz Jy = [ax, bg] © h zostaly juz utworzone, to przyjmujemy

o 1€ fag, W] = v =01 Jpor = [ag, EF];

o h ag, BF%] = o = 11 Jepr = [452 by,

Utworzony w ten sposéb ciag v ma oczywiscie te wlasnosé, ze g(v) = h. W
takim razie, wobec dowolnosci h, kazdy element przedziatu [0, 1] jest wartos-
cig funkcji g. Jest wigc ona surjekcja. W konsekwencji, [{0, 1}N] > |[0, 1]].
Okredlmy teraz nowe odwzorowanie f:{0,1}N — [0,1]. Najpierw jak
poprzednio, kazdemu e przyporzadkujmy ciag przedzialow (I,:n € N):

(] 81:0:>11:[0,%];



° 81:1:>11:[§,1].

Zatézmy, ze przedzial Iy, = |ay, by] zostal juz okreslony, wtedy przyjmujemy:

2a,+by, ] .
3

o cpp1 = 0= Iy1 = [ag, ;

2b
o g1 = 1= Iy = [2E52E by,

Z konstrukcji wynika, ze dla kazdej pary €, v € {0, 1} jesli dla pewnego
1, € # 7; to i-te przedzialy ciagdéw przedziatéw skonstruowanych dla € i v sg
roztaczne. Jesli wiec okreslimy f(e) jako jedyny element przekroju N,ex In,
to tak okreslona funkcja f bedzie réznowartosciowa. Stad [{0, 1}Y| < [0, 1].
W rezultacie oba poréwnywane zbiory sa na mocy twierdzenia Cantora—
Bernsteina réwnoliczne. 0
Poniewaz |R| = |[0, 1]|, wiec jako wniosek otrzymujemy:

Wn10sEK 2 [{0, 1} = |2V = |R|.
TwIERDZENTE 3 [{0, 1} x {0, 1}N] = [{0, 1}1].

Dowdd. Pierwszy z poréwnywanych zbioréw sktada sie z par (g,¢’). Kazdej
takiej parze przyporzadkujmy ciag F(e,¢’) = " wedtug wzoru:

o €k, jeslin=2k—1,
O A jesli n = 2k.

Kolejne wyrazy ciagu ¢” wygladaja wiec tak: €1, ], €2, €5, . . . Latwo zauwazy¢,
ze okreslona w ten sposob funkcja F' jest bijekcja porownywanych zbiorow.[

Poniewaz jesli | X| = | X'| oraz |Y| = |Y’], to | X x Y| = | X' x Y|, wiec na
podstawie dowiedzionych twierdzen mamy nastepujacy zaskakujacy wniosek:

TwIERDZENIE 4 (CANTOR) |R| = [[0,1]| =[0,1] x [0,1]] = |R x R].

Uzywajac terminéow geometrycznych, mozemy wiec powiedzie¢, ze prosta,
odcinek, ptaszczyzna, kwadrat sg wszystkie rownoliczne.

Na zakoficzenie zwréémy jeszcze uwage, ze obraz zbioru {0, 1}V, wzgle-
dem skonstruowanej w dowodzie twierdzenia 1 funkcji f, nosi nazwe zbioru
Cantora. Zbiér ten mozemy sobie wyobrazi¢ w nastepujacy sposéb: Z przedzi-
atu [0,1] odzrzué przedzial otwarty wspolsrodkowy o dtugosci §. Otrzymasz
zbior ztozony z dwu przedziatow. Z kazdego z nich odrzué trzykrotnie krot-
szy przedziatl otwarty wspotsrodkowy. Otrzymasz teraz cztery przedziaty i



powtérnie z kazdego z nich odrzué trzykrotnie krotszy przedzial otwarty
wspotsrodkowy. Kontynuuj ten proces. Liczby, ktore nie zostang odrzucone
na zadnym etapie procesu tworza wlasnie zbior Cantora (dlaczego?). Za-
uwazmy, ze taczna dlugo$é odrzuconych przedzialéow jest réwna

ol yul ey
3 9 27 3n
Jest to suma szergu geometrycznego. Wynosi ona 1. Zbiér Cantora jest wiec

nieprzeliczalny i ma dtugosé 0!



