Uzupelnienia

Dowdd nastepujacego twierdzenia zostal na wyktadzie ledwie naszkico-
wany. Jak si¢ zorientowatem, dosy¢ trudno go uzupethié¢, dlatego przedsta-
wiam inne, za to kompletne, rozumowanie:

TWIERDZENIE 1 Jesli A C N, to A jest przeliczalny.

Dowdd. Wobec tego, ze zbiory skonczone sa przeliczalne, mozemy zatozy¢,
ze A jest nieskonczony. Okreslmy f:N — A w nastepujacy sposob:

f(0) = najmniejsza liczba w A;
f(1) = najmniejsza liczba w A\ {f(0)};
f(2) = najmniejsza liczba w A\ {f(0), f(1)};

f(n) = najmniejsza liczba w A\ {f(0),..., f(n—1)}, dlan > 1.

(Funkcja f zostata wiec okreslona indukeyjnie; zauwazmy, ze jest ona popraw-
nie okreslona, o ile w kazdym niepustym podzbiorze liczb naturalnych istnieje
liczba najmniejsza; jak wiemy, istnienie takiej liczby gwarantuje zasada min-
imum). Pokazemy, ze f jest bijekcja zbioru N na A. By przekonaé sie, ze
f jest 1-1 wybierzmy jakakolwiek pare k < [ liczb naturalnych. Zauwazmy,
ze w zgodzie z definicja funkcji f mamy f(I) € A\ {f(0),...,f(l —1)}.
Poniewaz k < [ pociaga k < [ — 1, wiec f(k) lezy posrod elementéw zbioru,
ktory odejmujemy od A, nie lezy wiec, w przeciwienstwie do f(l), w réznicy
AN {f(0),..., f(I = 1)}; w konsekwencji f(k) # f(l). Z kolei, gdyby f nie
byta na, to A\ f(N) # (. Niech m oznacza najmniejsza liczbe w zbiorze
A\ f(N). Poniewaz musza istnie¢ w A liczby mniejsze niz m, bo w przeci-
wnym razie m = f(0), co nie jest mozliwe, wiec poéréd nich, na mocy zasady
maksimum istnieje najwieksza r. Oczywiscie r € f(N). Stad istnieje n € N,
ze f(n) = r. Wtedy jednak z definicji f i  wnosimy, ze f(n + 1) = m, co
przeczy okresleniu liczby m U



