Uzupelnienia dotyczace zbioréw uporzadkowanych (3 lutego 2011).

Poprzedniczka tej notatki zawierata bledy! Ta pewnie zreszta tez ;).
Cwiczenie 3 zostalo zmienione, bo zadatem, byscie dowodzili czegos, co byto
falszem.

Nastepujace twierdzenie przypomina tw. Tarskiego o odwzorowaniach izo-
tonicznych.

TWIERDZENIE 1 Jesli kazdy tancuch A w zbiorze cze$ciowo uporzgdkowanym
(X, <) ma kres gorny oraz funkcja f: X — X spelnia warunek

N =< f(x),

zeX

to ma ona punkt staty; tzn. taki, zZe jego obraz w odwzorowaniu f jest nim
samym.

Dosy¢ skomplikowany dowdd pominiemy. Zainteresowany czytelnik moze zaj-
rze¢ do ksigzki Juliana Musielaka Wstep do analizy funkcjonalnej, PWN,
Warszawa 1989. Wypada jedynie podkresli¢, ze szukany punkt stalty zostaje
wyznaczony za pomocg konstrukeji; w dowodzie nie uzywa si¢ wiec aksjomatu
wyboru.

DEFINICJA 1 Lancuch A w zbiorze cze$ciowo uporzadkowanym (X, <) nazy-
wamy maksymalnym, jesli stad ze tancuch B C X zawiera A wynika, iz
B = A. Innymi stowy, nie istnieje inny tancuch niz A zawierajacy A.

TWIERDZENIE 2 (HAUSDORFF) Jesli Ay jest taricuchem w zbiorze czesciowo
uporzgdkowanym (X, <), to istnieje taki taricuch maksymalny A w X, Ze
Ag C A.

Dowdd. Niech
2 ={B C X: Bjest laiicuchem oraz Ay C B}.

Poniewaz Ay € 2, wiec 2 # (). 2 jest zbiorem czesciowo uporzadkowanym
za pomocy relacji zawierania C. Latwo zauwazy¢, ze kazdy tancuch o C 2
ma kres gorny. Mianowicie, sup«/ = |J&/. Gdyby nie istnial wspomni-
any tancuch maksymalny A, to dla kazdego B € 2 zbiér Up := {C €
2 :C+#0 i BCC} bylby niepusty. Z kazdego ze zbioréw Up wybierzmy
jeden element f(B) (aksjomat wyboru!). Okresliliémy zatem odwzorowanie
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[+ Z — 2, o tej whasnosci, ze dla kazdego B € 2" mamy B < f(B). Zbior
czesciowo uporzadkowany (27, C) oraz odwzorowanie f spetniaja w rezulta-
cie zalozenia twierdzenia 1. Wnosimy stad, ze odwzorowanie f ma punkt
staty D € Z'. Wtedy jednak D € Up, co przeczy definicji zbioru Up. U

DEFINICJA 2 Element xq € X jest elementem maksymalnym zbioru czes-
ciowo uporzadkowanego (X, <), jesli dla kazdego = € X stad, ze = > =z
wynika, iz z = x.

LEMAT 3 (KURATOWSKI, ZORN) Jesli kazdy tanuch A w zbiorze czesciowo
uporzgdkowanym (X, <) ma ograniczenie gorne, to w X istnieje element
maksymalny.

Dowaod. Na podstawie twierdzenia Hausdorffa, istnieje w X tancuch maksy-
malny A. Niech b € X bedzie ograniczeniem gérnym tego tancucha. Gdyby
istniat element ¢ wiekszy niz b, to ¢ nie nalezalby do A i zarazem byltby wiek-
szy niz elementy zbioru A. W rezultacie zbior AU{c} bylby tancuchem zawie-
rajacym A i zarazem od A réznym, co przeczytoby maksymalnosci tancucha
A. Stad wynika, ze b jest elementem maksymalnym zbioru (X, <). O

Przypomnijmy, ze podzbiér B przestrzeni wektorowej V' jest baza tej
przestrzeni, jesli elementy zbioru B sa liniowo niezalezne i nie istnieje zbior
C ztozony z wektoréw liniowo niezaleznych zawierajacy B i zarazem od B
rozny. Innymi stowy, B jest elementem maksymalnym uporzadkowanej za
pomoca relacji zawierania rodziny wszystkich podzbioréow ztozonych z wek-
toréw liniowo niezaleznych przestrzeni wektorowej V' .

Poniewaz w unormowanych przestrzeniach wektorowych definiuje sie jesz-
cze inny rodzaj baz, wiec bazy przestrzeni wektorowych bywaja nazywane
bazami Hamela. Nastepne twierdzenie jest uogdlnieniem poznanego przez nas
na algebrze twierdzenia o bazach dla przestrzeni skonczonego wymiaru.

TWIERDZENIE 4 (O BAZACH) Jesli V' # {0} jest przestrzeniq wektorowg,
za$ By — jej podzbiorem ztozonym z wektorow liniowo niezaleznych, to istnieje
taka baza B przestrzeni X, ze By C B.

Dowadd. . Niech A oznacza rodzine wszystkich podzbiorow przestrzenie V'
zawierajacych By i ztozonych z wektorow liniowo niezaleznych. Rodzina %
jest zbiorem czesciowo uporzadkowanym za pomoca relacji zawierania C.
Jesli & jest tancuchem w A, to oczywiscie | &7 jest elementem rodziny 4,



tzn. sktada si¢ z liniowo niezaleznych wektorow. Element ten jest gérnym
ograniczeniem tancucha /. W takim razie, na mocy lematu Kuratowskiego—
Zorna, istnieje w # element maksymalny B, ktory zarazem zawiera By. Ten
element maksymalny to oczywiscie szukana baza. 0

Zauwazmy, ze powyzsze twierdzenie gwarantuje istnienie bazy w kazdej
niezerowe] przestrzeni wektorowej V. W tym celu wystarczy wzia¢ jakikol-
wiek element niezerowy v € V' i przyjaé By = {v}. Mozna by tez przyjac,
ze zbiér pusty, z definicji (!), jest zbiorem ztozonym z wektoréw liniowo
niezaleznych, wtedy od razu nasze twierdzenie gwarantuje istnienie bazy
przestrzeni V. Pamietajmy jednak, ze w dowodzie twierdzenia o bazach ko-
rzystaliémy, posrednio, z aksjomatu wyboru.

Zwroémy uwage, ze fakt, iz B jest baza oznacza, ze kazdy niezerowy
wektor x € V moze zosta¢ przedstawiony jednoznacznie w postaci kombinacji
liniowej o niezerowych wspotczynnikach pewnej liczby wektoréw zbioru B.

DErINICJA 3 Niech relacja < okresla na zbiorze X porzadek liniowy. Powie-
my, ze porzadek ten jest dobry jesli kazdy niepusty zbior A C X ma element
najmniejszy. O zbiorze X méwimy tez, ze jest dobrze uporzedkowany (przez
<).

Przyklady

1. Porzadek okreslony przez zwykta nieréwnos¢ < na N jest porzadkiem do-
brym. Fakt ten wyraza znana nam zasada minimum.

2. Zbior liczb catkowitych Z nie jest dobrze uporzadkowany przez <, poniewaz
on sam nie ma elementu najmniejszego.

3. Porzadek leksykograficzny < na N x N okredlamy zaleznoscia

kD)= (K1) & (k<K V(k=kKA <)),

Porzadek ten jest dobry, bo jesli A jest niepustym podzbiorem, to jego
najmniejszy element wyznacza si¢ nastepujaco: najpierw sposrod wszyst-
kich elementow zbioru A wyszukuje sie te, ktore maja najmniejszg pierwsza
wspotrzedna, a nastepnie sposrod nich wybiera sie element, ktérego druga
wspotrzedna jest najmniejsza.

Uwagi i ¢wiczenia:

1. W $wietle przykltadu 3. tatwo zauwazy¢, ze jesli nawet A jest podzbiorem
zbioru dobrze uporzadkowanego (X, <) ograniczonym z gory, to nie musi
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mieé¢ elementu najwigkszego. Rzeczywiscie N x {0} jest ograniczony z géry
przez (2,0), ale nie ma elementu najwigkszego; (2,0) jest jednak kresem
gérnym tego zbioru. Prosze wykazaé, ze kazdy niepusty podzbiér zbioru do-
brze uporzadkowanego ograniczony z géry ma kres gorny.

2. Niech (X, <) bedzie zbiorem dobrze uporzadkowanym. Element x € X
nazywamy granicznym, jesli zbiér . := {y € X: y < x} jest niepusty i nie
ma elementu najwiekszego. Wskaz wszystkie elementy graniczne w N x N.
3. Niech (X, <) oznacza zbiér dobrze uporzadkowany. Okredlmy w X relacje
porzadku =< nastepujaco: f =< g wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér {n € N: f(n) #
g(n)} jest pusty albo f(m) < g(m) dla jego najmniejszego elementu m. Czy
< jest dobrym porzadkiem na XV.

4. Niech (A;: t € T') — indeksowana rodzina parami roztacznych i niepustych
zbioréw. Niech dla kazdego t € T', <; bedzie dobrym porzadkiem na A;. Niech
<7 bedzie dobrym porzadkiem na 7'. Okre$lmy relacje < na A = Uyer At W
nastepujacy sposob:

r < y wtedy 1 tylko wtedy, gdy jedyne indeksy sit, ze v € Ay i
y € A; jedli sa réwne, to  <; y, a jesli sg rozne to s <r t.

Wykazaé, ze < jest dobrym porzadkiem na A.

TWIERDZENIE 5 (ZASADA DOBREGO UPORZADKOWANIA) Na kazdym nie-
pustym zbiorze X mozna okresli¢ dobry porzgdek.

Latwy dowdd, ktorego szkic za chwile podam, wynika z lematu Kuratow-
skiego—Zorna. Moga tez Panstwo zajrze¢ do podrecznika Rasiowej do rozdzi-
atu 11. Rozpatrzmy zbior D relacji na X okreslony nastepujaco: p € D wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje zbior Y C X, ze p C Y X Y i p jest na Y do-
brym porzadkiem. (D, C) jest zbiorem czesciowo uporzadkowanym i mozna
tatwo sprawdzi¢, ze jesli C' C D i C jest tancuchem, to YC € D oraz JC
jest gérnym ograniczeniem tancucha C. W konsekwencji, w odniesieniu do
(D, C) ma zastosowanie lemat Kuratowskiego—Zorna gwarantujacy istnienie
elementu maksymalnego p w D. Na zakonczenie pozostaje sprawdzi¢, ze p
zadaje dobre uporzadkowanie zbioru X, a tak byé musi, bo gdyby zbiér Y
byt wtasciwym podzbiorem zbioru X, to dobralibyémy element z € X \ YV i
okreslili nowy dobry porzadek p na Y U {x} zadajac, by p C p i by element
z byt w tym nowym porzadku wiekszy od wszystkich elementéw zbioru Y.



7. zasady dobrego uporzadkowania mozna wywie$¢ nastepujacy fakt do-
tyczacy mocy: Dla kazdej pary zbioréw X, Y jedna z pary nieréwnosci | X| <
Y| lub |Y| < |X| musi zachodzi¢.

7 zasady dobrego uporzadkowania wynika tez tatwo aksjomat wyboru.
Prosze przeczytaé, w ktorejkolwiek z ksiazek ze wstepu dowdd tego faktu. W
rezultacie aksjomat wyboru i zasada dobrego uporzadkowania sg rownowazne.



