KONSTRUKCJA CIALA LICZB WYMIERNYCH
Niech X = Z x N. Okreslmy w X relacje ~ (to znaczy, ~C X x X):

(k,1) ~ (m,n) < kn —Im =0.

CwICZENIE Relacja ~ jest relacjg réwnowaznosci.

Dla przyktadu sprawdzmy przechodniosé: Niech (k, 1) ~ (m,n) oraz (m,n) ~
(r,s). Wtedy
kn—Im =0 i ms —nr = 0.

Pierwsza réwnos¢ pomnédzmy stronami przez s, druga przez [ i nastepnie
dodajmy je do siebie. Dostaniemy kns—Inr = 0 a stad n(ks—1Ir) = 0. Liczba
n jest naturalna, wiec mozemy przez nig dzielic. W rezultacie otrzymamy
ks — lr = 0; co jest réwnowazne z (k,1) ~ (r,s).

Okredlmy w zbiorze klas abstrakcji Q := X/~ dzialania dodawania +
oraz mnozenia - wzorami:

[k, D]+ [(r, )] = [(ks + Ir,s)],
[(k, D] - [(r; 8)] = [(kr, Ls)].

Nalezy dowies¢, ze dziatania te sa dobrze okreslone, tzn. nie zalezg od wyboru
reprezentantow klas abstrakeji. Odpowiednie rozumowanie przedstawimy tylko
dla dodawania:

Niech (k,1) ~ (K, I")i(r,s) ~ (r',s"). Wtedy kl'—Ik' = 0 oraz rs'—sr’ =0
Stad

0=ss'(kl' =K+ 1'(rs" —sr') = (ks + 1r)l's' — ls(K's" + I'r").

Na mocy definicji ~, ostatnia rownos$¢ pozwala stwierdzi¢, ze (ks + Ir,ls) ~
(K's'"+U'r",I's"). Zauwazmy, ze [(0, 1)] jest elementem neutralnym dodawania,
za$ [(1,1)] mnozenia. Nalezaloby teraz wykazaé, ze zbiér Q z tak okreslonymi
dziataniami spetnia aksjomaty ciata. Pozostawiamy to jako ¢wiczenie. Na
marginesie, zauwazmy, ze w arytmetyce, klasy abstrakcji [(k,1)] oznaczamy
%. Dodawanie i mnozenie sg wiec okreslone tak, by zgadzaly sie ze znanymi
nam dobrze operacjami; np.
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