
INŻYNIERIA FINANSOWA- MATEMATYKA IV ROK

Lista Nr 4 (MartyngaÃly, Twierdzenie Girsanowa)

1. Sprawdzić, że proces Xt = Bt+µt, gdzie Bt jest ruchem Browna wzglȩdem
miary P, jest martyngaÃlem wtedy i tylko wtedy, gdy µ = 0.

2. Rozważmy miarȩ Q, Q(A) =
∫

A
ξT dP oraz proces Ŵ (t) = η−δ

σ t+W (t). Z
twierdzenia Girsanowa wynika, że Ŵ (t) jest procesem Wienera wzglȩdemQ oraz
filtracji (Ft). Wykaż, że zdyskontowany proces cen S∗(t) = S(0)e−

1
2 σ2t+σcW (t)

jest martyngaÃlem wzglȩdem Q oraz filtracji (Ft).

3. Niech θ bȩdzie procesem caÃlkowalnym wzglȩdem procesu Wienera W.
Wykaż, że

E
(
e−

1
2

R t
0 θ2

sds−R t
0 θsdWs

)
= 1,

a sta̧d uzasadnij, że równoważna miara Q wystȩpuja̧ca w Tw. Girsanowa jest
miara̧ probabilistyczna̧. (Wsk. Korzystaja̧c ze wzoru Ito wykaż, że e−

1
2

R t
0 θ2

sds−R t
0 θsdWs

jest martyngalem.)

4. Model zmian ceny instrumentu bazowego określony jest wzorem
St = 12e0,4Wt , gdzie Wt jest procesem Wienera wzglȩdem miary probabilisty-

cznej P. Proces zdyskontowanej ceny instrumentu bazowego Zt = e−0,12tSt jest
martyngaÃlem wzglȩdem miary równoważnej Q. Znaleźć proces Wienera Ŵ (t)
określony wzgledem tej miary Q.

5. Niech dana bȩdzie cena instrumentu bazowego określona wzorem
Ut = U0e

(µ+r∗− 1
2 σ2)t+σW (t), gdzie Wt jest procesem Wienera wzglȩdem mi-

ary probabilistycznej P. Korzystaja̧c z twierdzenia Girsanowa znaleźć taki pro-
ces Ŵ (t), że zdyskontowana cena Ut jest martyngaÃlem.

6. Korzystaja̧c ze wzoru na warunkowa̧ wartość oczekiwana̧, podanego na
wykÃladzie, wykazać że cena C(t) europejskiej opcji kupna speÃlnia

C(t) = e−δ(T−t)H(St),

gdzie

H(x) = EQ

[
max

(
xe(δ− 1

2 σ2)(T−t)+σ(W∗(T )−W∗(t) −K, 0
)]

.

Oblicz postać funkcji H.

1


