
IV ROK MATEMATYKI
Matematyka ubezpieczeniowa- lista 11.

(Ciekawostki dotycza̧ce warunkowych wartości oczekiwanych,
przykÃlady martyngaÃlów).

1. Niech X, Y beda̧ caÃlkowalnymi zm. losowymi ( na przestrzeni proba-
bilistycznej (Ω,F , P )), zaś G pod-σ-ciaÃl em, G ⊂ F . Wykaż nastȩpujace wÃlasności
warunkowych wartości oczekiwanych:

a) jeśli X = a, P.1, to E(X|G) = a, P.1.
b) E(aX + bY |G) = aE(X|G) + bE(Y |G), P.1
c) jeśli X jest G- mierzalna oraz E|XY | < ∞, to E(XY |G) = XE(Y |G), P.1.
d) jeśli G = {Φ,Ω} ( tzn. G jest σciaÃlem trywialnym), to E(X|G) = EX

2.Wykaż, że jeśli X jest nieujemna̧ zm. losowa̧, to
E(X|G) =

∫∞
0

P (X > t|G)dt, P.1.
Uwaga. Sta̧d wynikaja̧ nastȩpuja̧ce ciekawostki:
a) jeśli zm. losowa X jest niezależna od σ-ciaÃl a G ( istnieje takie σ−ciaÃl o,

które jest niezależne z każda̧ zm.losowa̧- zastanów sie jakie(?)), to otrzymamy
znany nam już wzór: E(X) =

∫∞
0

P (X > t)dt
b) jeśli X jest G-mierzalna ( a tak bȩdzie np. jeśli G = F), to otrzymamy

zależność: X =
∫∞
0

I{X>t}dt.

c) uogólniona nierówność Markowa: P{|X| ≥ α|G}leq 1
αk E(|X|k|G), α >

0, k ≥ 1.

3. Uzasadnij, że jeśli cia̧g (Xn,Fn) jest martyngaÃlem, to EXn =constans.

4. Niech (Xn) bȩdzie cia̧giem niezależnych zmiennych losowych o jednakowym
rozkÃladzie, E|Xn| < ∞, ze średnia̧ µ i wariancja̧ σ2. Niech Fn = σ{Xi, 1 ≤ i ≤
n}, n ≥ 1 oraz Sn =

∑n
i=1 Xi. Wykaż, że:

a) jeśli µ > 0, to (Sn,Fn) jest podmartyngaÃlem oraz jeśli µ < 0, to (Sn,Fn)
jest nadmartyngaÃlem,

b) (Yn,Fn) jest martyngaÃlem, gdzie Yn = Sn − nµ, n ≥ 1,
c) jeśli µ = 0, to cia̧g (Yn,Fn) jest martyngaÃlem, gdzie Yn = S2

n−nσ2, n ≥ 1,

5.Niech (Xn) bȩdzie cia̧giem niezależnych zmiennych losowych o jednakowym
rozkÃladzie, Fn = σ{Xi, 1 ≤ i ≤ n}, n ≥ 1 oraz Sn =

∑n
i=1 Xi. ZaÃlóżmy, że dla

pewnego s ∈ R, m(s) = E(esX1) < ∞. Wykaż, że cia̧g (Yn,Fn) jest mar-
tyngaÃlem, jeśli Yn = esSn(m(s))−n.
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