IV ROK MATEMATYKI
Matematyka ubezpieczeniowa - Lista 12

1. Zalézmy, ze odstepy miedzy zgloszeniami szkéd: Th, 75, ... sa nieujem-
nymi, niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie.

Niech S, = >0, T;.

a) Wykazad, ze jesli odstepy miedzy zgloszeniami maja rozktad wyktadniczy
z parametrem « > 0, to proces liczacy N(t) = max{n: S, <t},¢t>0;N(0) =0
jest procesem Poissona o intensywnosci a.

b) Wykazaé, ze jesli odstepy miedzy zgloszeniami maja rozktad wyktadniczy
z parametrem « > 0, to P{Zii(f) X, <a} =372, (aktl)ke*“tF*k(x),x >0,t >
0.

c¢) Niech S(t) = Zi]i(lt) X;,t > 0;5(0) = 0. Wykaz, ze proces (S(t),t > 0)
ma niezalezne przyrosty.

d) Niech 6(t) = Sy ()41 — t oznacza czas oczekiwania na kolejne (pierwsze)
zgloszenie po chwili t. Wykaz, ze przy zalozeniach jak wyzej w a) zmienne losowe
N(t) i 6(t) sa niezalezne oraz zm. los. 0(t) ma rozklad wyktadniczy z parame-
trem « ( rozklad tej zmiennej los. nie zalezy od czasu t).

2. Momenty zajscia kolejnych szkéd 71 < Th < ... < T), < ... tworzg proces
Poissona na przedziale (0, 00), o intensywnosci A, a wiee: Th, Ty — 11,13 — T, ...
sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie wykladniczym o
wartosci oczekiwanej 1/X. Kazda szkoda, niezaleznie od pozostatych, jest likwid-
owana po uptywie pewnego losowego okresu czasu. Zatem momenty likwidacji
sa zmiennymi losowymi postaci: Ty = T1+ D1, T =15+ Do, ..., T, =T+ Dy, ...
przy czym odstepy czasu miedzy zajsSciem a likwidacja szkdéd D; sa niezalezne
nawzajem oraz od T7,T5,... i maja taki sam rozktad. Zakladamy, ze jest to
tez rozklad wykladniczy o takiej samej wartosci oczekiwanej 1/A. Obliczyé
prawdopodobienistwo zdarzenia, ze dla pewnego n likwidacja szkody (n+ 1)-szej
poprzedzi likwidacje szkody n-tej, czyli P(Tpiq < Th).

3. Zalézmy, ze odstepy miedzy zgloszeniami szkdod: 717,75, ... s nieujem-
nymi, niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie wyktadniczym
z parametrem 2. Niech N(¢) = max{n : > T; < t}h,t > 0,N(0) = 0
oraz zatézmy, ze ciag Xi, Xo,... jest ciagiem niezaleznych (nieujemnych) zm.
losowych o jednakowym rozkladzie z dystrybuanta F' (ciagiem wyplat), niezaleznym
od procesu (N(t)). Zal6zmy ponadto, ze zmienne losowe X7, X5, ... spehiaja
dodatkowo: {Zle X; < z} = {maxi<;<x X; < z}, dla kazdego > 0 oraz
k > 1. Obliczy¢ rozklad sumaryczny wyplat odszkodowari (do chwili ¢ > 0), tzn.
P{ZEY X <}



4. Niech X7 oraz X5 oznaczaja dwa ryzyka (zmienne losowe) niezalezne o
tym samym rozkladzie danym dystrybuanta

0 gdy z <0
F(z)=1< 06403z gdyz<€]0,1)
1 gdy z > 1

Obliczy¢ prawdopodobienstwo zdarzenia, ze ich suma nie przkroczy liczby %,
czyli (F « F)(2).

5. Pokazaé, ze jesli N(t),t > 0 jest procesem Poissona o intensywnosci
a > 0, to process N(t) — at,t > 0 jest martyngalem wzgledem naturalnej
filtracji FN = o{N(s): 0 < s < t},t > 0.

6. Zalézmy, ze (X, (t))i>0 jest ciagiem LP— martyngatéw (p> 1)( tj. E|X,(¢)|P <
oo dla wszystkich ¢ > 0,n > 1) wzgledem (tej samej filtracji) (F}),~,. Niech
(X;) bedzie procesem stochastycznym takim, ze X,,(t) — X; w LP, dla kazdego
t > 0. Wykazaé, ze (X;) jest rowniez martyngatem wzgledem danej filtracji.

(Wsk.: nieréwnosé¢ Jensena).

7. Niech dane beda trzy zmienne losowe dotyczace szkody, do ktérej doszio
w ciagu danego roku: T- czas zajscia szkody w ciagu tego roku kalendarzowego,
o rozkladzie jednostajnym na odcinku (0, 1), D- czas, jaki uptywa od momentu
zajscia szkody do momentu jej likwidacji, o rozktadzie wyktadniczym o wartosci
oczekiwanej 37!, Y- wartoéé szkody. Przyjmijmy, ze jednostka pomiaru czasu
(tak dla zmiennej T'i D) jest 1 rok. Ponadto zmienne T oraz D sa nawzajem
niezalezne, a takze wartos¢ szkody nie zalezy od tego, kiedy do niej dojdzie,
natomiast wystepuje tendencja do szybkiej likwidacji matych szkéd i diugo tr-
wajacej likwidacji duzych szkéd, co wyraza nastepujace zatozenie: E(Y|D,T) =
E(Y|D) = exp(rD), gdzie 0 <r < f.Obliczy¢ E(Y|T+D > 1), czyli oczeki-
wana wartos¢ szkody, do ktérej doszlo w ciagu tego roku, ale ktéra przed koricem
roku nie zostala zlikwidowana.

8. Przy zalozeniu, ze odstepy czasu miedzy zgloszeniami szkdd sa niezaleznymi
zm. los. o rozkladzie x?, znalezé 95% przedziat ufnosci dla liczby szkéd w ciagu
roku (tzn. = 365).



