
IV ROK MATEMATYKI
Matematyka ubezpieczeniowa- Lista 13

1. W klasycznym modelu ryzyka Lunndberga, odstȩpy miȩdzy zgÃloszeniami
maja̧ rozkÃlad wykÃladniczy z parametrem 1, zaś wielkości odszkodowań maja̧
rozkÃlad χ2

2. Przyjmuja̧c, że intensywność wpÃlywu skÃladki jest staÃla w czasie i
wynosi 20, oblicz minimalna̧ rezerwȩ pocza̧tkowa̧, przy której prawdopodobieństwo
ruiny ( w nieskończonym horyzoncie czasu) nie przekracza 0.005.

2. Niech W (t), t ≥ 0 bȩdzie procesem Wienera z naturalna̧ filtracja̧ FW
t =

σ{W (s) : 0 ≤ s ≤ t}, t ≥ 0. Definiujemy proces Y (t) = W (t)+ a
2 t, dla t ≥ 0, a >

0.Wykaż, że Ψ(u) ≤ e−au, gdzie Ψ(u) = P{inft≥0[u+Y (t)] < 0}, tzn. Ψ(u) jest
prawdopod. ruiny dla procesu ”rezerwy”:u + Y (t), t ≥ 0.

Wsk. Dowód przebiega w podobny sposób do podanego na wykÃladzie tzn.:
a) Wykazać, że proces (Y (t), t ≥ 0) ma niezależne przyrosty.
b) Znaleźć postać funkcji g(r), dla której: E[e−rY (t)] = etg(r).
c) Ostatecznie, wystarczy stwierdzić, że R = sup{r ≥ 0 : g(r) ≤ 0} = a.

3. Niech (Xt, t ≥ 0) bȩdzie procesem o przyrostach niezależnych, X0 = 0.
”ZaÃlóżmy” (w rzeczywistości można to wykazać-tzw formuÃla Levy‘ego-Chinczyna),
że istnieje pewna funkcja ψt(u) o wartościach zespolonych taka, że E(eiuXt) =
eψt(u). Wykazać, że proces Mt(u) = eiuXt−ψt(u), t ≥ 0 jest martyngaÃlem (
o wartościach zespolonych) wzglȩdem naturalnej filtracji procesu (Xt, t ≥ 0).
Określić postać funkcji ψt(u), gdy X jest procesem Wienera lub procesem Pois-
sona.

4. Proces nadwyżki towarzystwa ubezpieczeniowego ma postać: Ut = u +
(c − du)t − St, gdzie skumulowane wypÃlay odszkodowań St maja̧ dla każdego
t > 0 rozkÃlad normalny (tµ, tσ2), w zamian za kapitaÃl u udziaÃlowcy otrzy-
muja̧ dywidendȩ wypÃlacana̧ w sposób cia̧gÃly z intensywnościa̧ du, c jest intensy-
wnościa̧ skÃladki pÃlaconej przez ubezpieczonych, z czego c − du pozostaje w to-
warzystwie. Przyjmijmy nastȩpuja̧ce wartości liczbowe wybranych parametrów
procesu: stopa dywidendy wynosi d = 5%, parametry procesu St wynosza̧
µ = 300, σ2 = 2000. Niech ψ(u, c) oznacza funkcjȩ (dwóch argumentów- kapitaÃlu
pocza̧tkowego i intensywności pÃlaconej skÃladki) prawdopodobieństwa ruiny w
nieskończonym horyzoncie czasu. Znaleźć (dobieraja̧c odpowiednio optymalna̧
wysokość kapitaÃlu pocza̧tkowego) najmniejsza̧ wartość c∗ spośród takich wartości
c, dla których zachodzi ψ(u, c) = exp(− 9

2 ).

5. Rozważmy proces nadwyżki ubezpieczyciela z czasem dyskretnym postaci:
Un = u + cn−Sn, n = 0, 1, 2, ... gdzie Sn = W1 + W2 + ... + Wn jest procesem o
przyrostach niezależnych o rozkÃladzie wykÃladniczym, danym na póÃlosi dodatniej
gȩstościa̧ fW (x) = 1

2exp(−x
2 ), zaś nadwyżka pocza̧tkowa u = 3, a skÃladka za

okres czasu wynosi c = 3. Obliczyć prawdopodobieństwo, że do ruiny dojdzie w
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cia̧gu dwóch pierwszych okresów, a wiȩc iż zajdzie zdarzenie
{U1 < 0 lub U2 < 0}.

6. Proces nadwyżki ubezpieczyciela jest zÃlożonym procesem Poissona z
rozkÃladem wartości pojedynczej szkody o gȩstości danej na póÃlosi dodatniej
wzorem f(y) = 4

10exp(−y) + 12
10exp(−2y). Wiadomo, że przy tych zaÃlożeniach

prawdopodobieństwo ruiny jako funkcja kapitaÃlu pocza̧tkowego u wyraża siȩ dla
u ≥ 0 wzorem ψ(u) = a1exp(−r1u) + a2exp(−r2u). Znaleźć parametr r2 jeśli
wiadomo, że ψ(u) = 3

175exp(− 1
5u) + 144

175exp(−r2u).
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