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Badania operacyjne Zagadnienia programowania liniowego

WSTEP

[1 Zagadnienia programowania liniowego — czesto spotykane w zyciu codziennym

e wybdr asortymentu produkcji — jakie wyroby i w jakich ilosciach powinno
produkowac przedsiebiorstwo w celu zmaksymalizowania zysku lub przychodu

ze sprzedazy

e optymalny dobdr sktadu mieszanin — jakie ilosci produktéw zywnosciowych
nalezy zakupié, aby przy racjonalnym zaspokojeniu potrzeb organizmu
obnizy¢ do minimum koszty wyzywienia

e wybor procesu technologicznego — okreslenie skali czy intensywnosci
dostepnych proceséw technologicznych, aby wytworzyc okreslone ilosci

produktow przy mozliwie najnizszych kosztach.
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Badania operacyjne Zagadnienia programowania liniowego

[0 Charakter zagadnien programowania liniowego

e funkcja poddawana optymalizacji ma postac liniowa

e ograniczenia nafozone na zmienne s3 liniowe

[1 Zagadnienie programowania liniowego ma nature kombinatoryczng

rozwigzanie optymalne, o ile istnieje, moze by¢ znalezione posréd skonczo-
nego zbioru rozwigzan okreslonych za pomoca ograniczen liniowych
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Badania operacyjne Zagadnienia programowania liniowego

SFORMUtOWANIE PROBLEMU

Cel Zagadnien Programowania Liniowego (ZPL)

znalezienie zbioru nieujemnych wartosci zmiennych, minimalizujacych liniowa funk-

cje celu i spetniajacych pewien zbior ograniczen liniowych

Postaé standardowa:

Znalez¢ minimum
T inna definicja:
z=c x
przy warunkach minz =c' x
reX
Ax =0 X={x€R": Ax =b,x > 0}
x>0

gdzie A — macierz m x n (m < n), ¢ — n-elementowy wektor kosztéw,

x — n-elementowy wektor niewiadomych, b — m-elementowy wektor ograniczen
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Badania operacyjne Zagadnienia programowania liniowego

Sprowadzanie do postaci standardowej

Kazde zagadnienie programowania liniowego mozna sprowadzi¢ do

postaci standardowe;j

Nieréwnosé

a11x1 + a1222 + ... + a1nTn < b1

mozna sprowadzi¢ do réwnosci poprzez wprowadzenie zmiennej uzupetniajacej (sztucznej)

Tn+1 = 0 nastepujaco:

a1121 + a1222 + ... + A1pnTn + Tnt1 = b1

UWAGA 1

Jesli nierdwnos¢ ma przeciwny znak wtedy zmienna x,+1 powinna zosta¢ odjeta !
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Badania operacyjne Zagadnienia programowania liniowego

Przyktad 1.1. Sprowadzi¢ do postaci standardowej ZPL

min(z = —3z; + Sz — 93]
— 21+ 22+ 3x3 > 15
— 1 +2T2+x3 <6

;>0 j=1,...,3

Wprowadzamy sztuczne zmienne x4 ze znakiem — | x5 ze znakiem +

Otrzymujemy postaé standardowsg :

min[z = —3z1 + 5x2 — 93]
— 1 +x9+3x3 — 24 =15
— 1+ X2 + X3 + x5 =6

Qﬁj}O, jzl,...,5

UWAGA 2

Jedli funkcja celu ma by¢é maksymalizowana, nalezy pomnozy¢ ja przez -1.

Zmienia to maksymalizacje na minimalizacje
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Badania operacyjne Zagadnienia programowania liniowego

Przyktad 1.2. Sprowadzi¢ do postaci standardowej ZPL

max|z = —3x1 + dr2 — 93]

—x1+2x2+3x3 — x4 = 15
—x1+ T2+ T3+ 25 =6
z; =20, 7=1,...,5

Zamieniamy maksymalizacje na minimalizacje

min[z = 3x1 — bz + 93]

— 1+ x2 +3x3 — x40 = 15
—x1+x2+x3+ x5 =06
ZIZj}O, jZl,...,5

UWAGA 3

Jesli program jest podany w postaci standardowej, ale zmienne, jedna lub wiecej, s3
swobodne (nie musza by¢ nieujemne), to problem mozna sprowadzi¢ do postaci
standardowej zastepujac swobodne zmienne x; zmiennymi

xr; =T; —x;, gdzie T; i ; s3 nieujemne
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Badania operacyjne Zagadnienia programowania liniowego

Przyktad 1.3. Sprowadzi¢ do postaci standardowe;

min(z = 3x1 — bx3 + 9x4]
— 1+ 22 —x3+3x4 — x5 = 15
— 1+ T2+ T3+ x4+ 26 =06
xz; 20, 7=1,2,3,5,6

zmienna swobodna - x4. Zastepujemy j3 réznica T4 = T4 — X

min(z = 3z1 — bxs + 974 — 9]
— 21 +22 — 23 +3%T4 — 3y — x5 = 15
—T1+ T2+ x3+Ts — x4 +2T6 =06
x1 >0, 2220, 23>0, T4 >0, ;>0 x5>20, x6=>0

Przyjmujac dla wygody oznaczenia x4 = T4 i x7 = x; otrzymujemy

min[z = 3z1 — bx3 + x4 — 97|
— 1+ 22 —x3+ 3104 — 37 — x5 = 15
—T1+2T2+2x3+ 24— 27 +26 =0
x; 20, 7=12,...,7
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Badania operacyjne Zagadnienia programowania liniowego

ROZWIAZYWANIE ZPL

[ Definicje

e Macierza bazowa uktadu Ax = b nazywamy nieosobliwg macierz kwadratowg B o

wymiarach m X m, utworzonga z liniowo niezaleznych kolumn a’ macierzy A

e Rozwigzaniem bazowym ukfadu Aax = b nazywamy jego rozwigzanie x o takiej postaci,

ze a’, odpowiadajace zmiennym z; # 0, tworza uktad liniowo niezalezny
e Rozwigzanie bazowe nazywamy dopuszczalnym, gdy & > 0

e Rozwigzanie bazowe nazywamy niezdegenerowanym, jesli liczba niezerowych
wspdtrzednych x; jest réwna rzedowi macierzy A. W przeciwnym wypadku nazywamy

je zdegenerowanym
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Badania operacyjne Zagadnienia programowania liniowego
[1 WHtasciwosci

1. Kazdej macierzy bazowej B odpowiada rozwigzanie bazowe okreslone nastepujaco:
zmienne z; odpowiadajace kolumnom a’ tworzagcym B (zmienne bazowe) okresla

rownanie
—1
rp — B b

pozostate zmienne (zmienne niebazowe) sg réwne zero
2. Jedli uktad Ax = b jest niesprzeczny, to ma rozwigzanie bazowe
3. Jezeli rank(A) = m to istnieja macierze bazowe

4. Jezeli rank(A) < m to wystepuje redundancja (nadmiarowo$¢). Nie istnieja wowczas

macierze bazowe, lecz nadal istnieja rozwigzania bazowe

5. Jesli ZPL jest ograniczone, inf ¢« > —o0, to wérdd rozwigzan bazowych istnieje

rozwigzanie optymalne
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Badania operacyjne Zagadnienia programowania liniowego

Przyktad 1.4. Dane jest ZPL

max|z = r1 + 2x2]
1+ x2 < 10
—2x1 + 12 < 4
120, x22>20

a) sprawdzi¢ czy wystepuje redundancja

Sprowadzamy zadanie do postaci standardowe;

min|z = —x1 — 2x2]
1+ x2 + 3 = 10
— 221 + 22 +x4 =14
x; 20, 7=1,2,3,4

1 1 1 0 10
A: b:
-2 1 0 1 4
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Badania operacyjne Zagadnienia programowania liniowego

Sprawdzamy warunek na redundancje rank(A) < m

gdzie m liczba nieréwnosci (réwnosci)

m = 2 i rank(A) = 2, wiec nie wystepuje redundancja

b) znalezé wszystkie rozwigzania bazowe i dopuszczalne rozwigzania bazowe. Czy s3 wséréd
nich zdegenerowane?

Macierz bazowa i jej macierz odwrotna

~

B, =

(\)

== Q9
WIN W[
W= Wl

Rozwigzanie bazowe

rp, =B7'b=1[28" x =[2800]"
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Badania operacyjne Zagadnienia programowania liniowego

Pozostate rozwigzania

al G,S _ 0 a1
B, — 11 B;' = ; ] zp, = [-212]7 xo = [—20120]7
-2 0 a 2
al a4 _
1 0
1 0 B;' = ] rp, = [10 24]" x3 = [10 00 24]7
B3 = 2 1
-2 1 L
a® a’ 0o 1
1 1 B! = [ ] rp, = [46]" x, = [0460]7
By = 1 —1
-2 0
(.1,2 a4
- - 1 0
1 0 —1 _ — _ T _ _ a1T
B. — B; [ g ] zp. = [10 — 6] x5 =[0100 — 6]
- 1 -
0,3 CL4
By — 1 0 rp, = [104]" re = [00104]"
0
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Badania operacyjne

Rozwigzanie bazowe x1, ®3, x4, s s3 dopuszczalne

Zadne z rozwigzan bazowych nie jest zdegenerowane

c) znalez¢ rozwigzanie optymalne
z(x1) = 18, z(x3) = 10, z(x4) = 8, z(xs) =0

Rozwigzanie optymalne: wektor x;
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Badania operacyjne Zagadnienia programowania liniowego

METODA GRAFICZNA

1 W sytuacji, gdy w zadaniu wystepuja dwie zmienne decyzyjne np. x1 i £2, mozna to

zadanie rozwigza¢ metoda geometryczng

[1 W metodzie geometrycznej nie doprowadza sie zadania do postaci standardowej, lecz
pracuje na nim w postaci nierdwnosci

[1 Wszystkie nieréwnosci nanosi sie na wykres w postaci prostych i pétptaszczyzn.
Wytyczaja one obszar rozwigzan dopuszczalnych

[1 Na obszar rozwigzan dopuszczalnych rzutuje sie prosta ktéra okresla funkcja celu.
Przesuwa sie ja rownolegle jak najdalej od srodka uktadu wspotrzednych

[1 Najdalej wysunieta prosta ktéra jeszcze przecina zbiér rozwigzan dopuszczalnych
wyznacza minimum

Instytut Sterowania i Systemoéw Informatycznych
Uniwersytet Zielonogérski 14



Badania operacyjne

Przyktad 3.1.

Zagadnienia programowania liniowego

Przedsiebiorstwo produkuje dwa wyroby w1 i wa. W procesie produkcji tych wyrobdw zuzywa sie
wiele srodkéw, sposréd ktérych dwa sa limitowane. Limity te wynosza: srodek | - 96000 j., srodek Il

- 80000 j. Nakfady limitowanych srodkéw na jednostke wyrobdéw w1 | wo zawiera ponizsza tabela.

$rodki Jednostkowe naktady
produkcji w1 w2
I 16 24
[l 16 10

Wiadomo takze, ze zdolnosci produkcyjne z wydziatéw stanowigcego waskie gardfo procesu

produkcyjnego nie pozwalaja produkowaé wiecej niz 3000 szt. wyrobdw wi oraz 4000 szt. wyrobdéw

w2. Ponadto dziatajgca w ramach przedsiebiorstwa komérka analizy rynku ustalita optymalne
proporcje produkcji ktére ksztattuja sie odpowiednio jak 3:2. Cena sprzedazy (w tys zt.) jednostki
wyrobu wi wynosi 30, a wyrobu wo - 40. Zaplanowac¢ wielkos¢ produkcji maksymalizujacej zysk.
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Badania operacyjne Zagadnienia programowania liniowego

Niech x1 — ilo$¢ produkcji wyrobu w1, o — ilos¢ produkcji wyrobu w2

e /Z limitéw sSrodkdéw produkcji otrzymujemy

16x1 4+ 24x2 < 96000
16x1 + 10x2 < 80000

e Analizujac zdolnosci produkcyjne dostajemy

0 < z1 < 3000
0 < z2 < 4000

e Wykorzystujac informacje z komérki analizy rynku

2
ro = 533'1

e Funkcja celu

max|z(x1,z2) = 30z + 40x2]
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Badania operacyjne

e Model matematyczny

max[z(xz1,z2) = 30z + 40x2]

16x1 + 24x2 < 96000
16x1 + 10x2 < 80000
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Badania operacyjne

Zbiorem rozwiazah dopuszczalnych jest odcinek OA, stad rozwiazania nalezy szukaé na tym odcinku
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Badania operacyjne Zagadnienia programowania liniowego

Biorac dowolna wspdlng wielokrotnos¢ parametréw funkcji celu tj. 30 i 40 wyznaczymy linie
jednakowego przychodu np dla 30x1 + 4022 = 60000 - odcinek BC

(1) 301 + 40z2 = 60000

(2) 301 + 4022 = 120000
(3) 301 4 4022 = 170000
(4) 30x1 4+ 40x2 = 200000

N @ e @
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Badania operacyjne Zagadnienia programowania liniowego

O Przesuwamy linie réwnolegle wzdtuz odcinka OA

[1 Kierunek przesuwania izolinii wynika z kryterium optymalizacji funkcji celu. W rozwazanym
przyktadzie funkcja celu jest maksymalizowana. Oznacza to, ze kolejno przyjmujemy coraz to
wieksze wartosci wyrazu wolnego przesuwanej prostej (izolinie (1)-(4) )

0 lzolinie (1) i (2) przecinaja odcinek OA i dopiero izolinia (3) trafia na jego koniec w punkcie A.
|zolinia (4) zostata przesunieta zbyt daleko i znalazta sie poza odcinkiem rozwigzan

dopuszczalnych

[0 Proste (1) do (4) tworza rodzine izolinii, w ktérych parametry przy zmiennych pozostajg bez
zmian, a zmieniaja sie jedynie wartosci wyrazéw wolnych (wartosci funkcji celu)
0 W tym przypadku rozwigzanie optymalne to punkt przeciecia odcinka OA i izolinii (3)
x] = 3000 7 =5 = 2000
dla tych wartosci funkcja celu przyjmuje wartos¢
z(x7,x5) = 170000

Wartos$¢ przychodu ze sprzedazy przy uwzglednieniu optymalnego asortymentu wyniesie 170000
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Badania operacyjne Zagadnienia programowania liniowego

Przyktad 3.2.

Spétdzielnia produkcyjna sporzadza mieszanke paszowa dla trzody chlewnej z dwéch produktéw P i
P>. Mieszanka ma dostarczaé trzodzie chlewnej pewnych sktadnikéw S, S2, S3 w iloSciach nie
mniejszych niz okreslone minima. Zawartos¢ sktadnikéw odzywczych w jednostce poszczegdlnych
produktéw podaje tabela

Sktadnik Produkt | Minimalna ilos¢
odzywczy P | P sktadnika
S1 3 9 27
So 8 4 32
S3 12 3 36
Cena w tys. zt. 6 9

Nalezy zakupi¢ takie ilosci produktéw P; i P>, aby dostarczy¢ trzodzie chlewnej sktadnikéw
odzywczych S1, S2, S3 w ilosciach nie mniejszych niz minima okreslone w tabeli i aby koszt zakupu

byt minimalny.
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Badania operacyjne Zagadnienia programowania liniowego

Niech x1 - ilo$¢ zakupionego produktu Pi, xo - ilos¢ zakupionego produktu P

e Warunek dla sktadnikéw odzywczych

3x1 + 92 = 27
8xr1 + 4xo = 32
1221 4+ 322 > 36

e Warunki brzegowe

r1 20, 22 20

e Funkcja celu

min[z(a:l, 5132) = 6x1 + 9332]

e Model matematyczny

min|z(z1,z2) = 61 + 92|

321 4 9xa > 27 (1)
8r1 + 4xo > 32 (2)
12x1 + 3z2 > 36 (3)
r1 20, z2 20
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Badania operacyjne Zagadnienia programowania liniowego

12
(1)

X,

T3 N
\(3) \(2) \
Punkt optymalny znaleziono dla 7 = 3 i 5 = 2. Temu punktowi odpowiada wartos¢ funkcji celu

z(x],z5)=6-34+9-2=236
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Badania operacyjne Zagadnienia programowania liniowego

PRZYPADKI SZCZEGOLNE

Przypadek |

Rozwazmy zestaw ograniczen

\ DN

(1) (2)

Brak dopuszczalnych rozwigzan, gdyz nie mozna wyznaczy¢ obszaru rozwigzan

dopuszczalnych
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Badania operacyjne Zagadnienia programowania liniowego

Przypadek I
4x1 + dxo = 20 (1)
br1 + 3xs = 15 (2)

(2) (1)

Nieograniczony zbiér dopuszczalnych rozwigzan. W tym przypadku nie mozna wyznaczy¢
wartosci x1 | x2 dla ktérych funkcja celu przybierze wartos¢ maksymalng. Maksimum bedzie
dazyto do nieskonczonosci
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Badania operacyjne Zagadnienia programowania liniowego

Przypadek [lI

Rozwazmy nastepujace ograniczenia

bx1 + 4xo < 20 (1)
dx1 + 3xo < 12 (2)
2x1 + Sx2 < 10 (3

2 (1) 3

Przypadek zbywajacych ograniczen. Z rysunku widaé ze ograniczenie (1) jest tutaj

nadmiarowe. Nie ono zadnego wptywu na ksztatt obszaru rozwigzan dopuszczalnych.
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Badania operacyjne Zagadnienia programowania liniowego

Przypadek IV

max|z = x1 + 3x2]

8x1 + dxo < 40

(1)

Nieskonczenie wiele rozwigzan. Rozwazmy izolinie 3x1 4+ 3x2 = 24, jest ona réwnolegta do

odcinka P; P2. Kazdy punkt znajdujacy sie na tym odcinku jest rozwigzaniem tego zadania
(np. x1 =3 i 22 =2,5 czy r1 = 2 x2 = 3,5). Dla wszystkich punktéw lezagcych na odcinku

P1 P2 warto$¢ funkcji celu jest réwna z* = 16.5

Instytut Sterowania i Systemoéw Informatycznych
Uniwersytet Zielonogérski 27



