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Badania operacyjne Metoda Sympleks

WSTEP

[1 Algorytm Sympleks — najpotezniejsza metoda rozwigzywania programéw
linlowych

0 Metoda generuje ciag dopuszczalnych rozwiazan x* w taki sposéb, aby kolejne

rozwigzania byty lepsze (w przypadku degeneracji niegorsze) od poprzednich

[0 Dane o rozwigzaniu bazowym x* (k-ta iteracja) s3 gromadzone w tablicy
sympleksowe] Y
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Badania operacyjne Metoda Sympleks

Tablica sympleksowa

gdzie

-1 k _ p—1 ko T .k k _ T,k
A, =B, A, b =B, b, c"=c—A;,ch, zp=cx

B — macierz bazowa

ch — wektor kosztéw bazowych (wektor ztozony ze wspétczynnikéw c; odpowia-

dajacym zmiennym bazowym)

c” — wektor kosztéw zredukowanych (powstaje w wyniku eliminacji z funkgji celu

aktualnych zmiennych bazowych
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Badania operacyjne Metoda Sympleks

Algorytm SYMPLEKS
Dane: Poczatkowe dopuszczalne rozwiazanie bazowe x° i tablica Y
Krok 1: Podstaw k := 0

Krok 2: Sprawdz kryterium stopu yﬁlﬂ,j = —c? <0dlajg=1,...,n. Jezeli tak, to

znaleziono optymalne rozwiazanie £ = b®, w przeciwnym razie idz do kroku 3

Krok 3: Wyznacz indeks s, 1 < s < n, kolumny macierzy A wprowadzonej do bazy

(s jest indeksem zmiennej niebazowej, ktéra stanie sie bazows)

k k

1 = Inax 1.4
ym—l— ,S 1<j<nym—|— ]

Krok 4: Sprawdz, czy jest spetnione kryterium nieograniczonosci

k )
yi,s<0 z:l,...,m

Jezeli tak, to ZPL jest nieograniczone, w przeciwnym razie kontynuuj obliczenia

Instytut Sterowania i Systemoéw Informatycznych
Uniwersytet Zielonogérski



Badania operacyjne Metoda Sympleks

Algorytm SYMPLEKS - cd

Krok 5: Wyznacz indeks r, 1 < r < m, kolumny macierzy By usuwanej z bazy

k k
yr,n—l—l . yz’,n—|—1 k
—— = min — Yis >0
Yr,s Isism Yi s

Krok 6: ZmieA zmienne bazowe zastepujac wspotrzedng r wektora x;, wspdtrzedng x;.
Wyznacz nowa tablice sympleksowa Y1 stosujac przeksztatcenia

k k
k+1 Yi,sYr j

v :yﬁj—T i=1,....m+1, i#r, j=1,...,n+1

NS TR P R

Yr,s

33

Krok 7: Podstaw k := k + 1 i przejdz do kroku 2.
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Badania operacyjne Metoda Sympleks

Algorytm sympleks — wtasciwosci

[1 Jezeli w trakcie obliczen metoda sympleksowa nie wystapi zdegenerowane
rozwigzanie bazowe, a rozwigzanie zadania istnieje (nie wystepuje
nieograniczonos¢), to w skonczonej liczbie iteracji uzyska sie optymalne
rozwigzanie bazowe

[0 Rozpoczecie obliczen metodg sympleksows jest uwarunkowane znajomoscia
poczatkowego dopuszczalnego rozwigzania bazowego

[0 Jesli uktad réwnan Ax = b ma postaé kanoniczng to wtedy bardzo tatwo mozna
okresli¢ poczatkowe dopuszczalne rozwigzanie bazowe
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Badania operacyjne Metoda Sympleks

Posta¢ kanoniczna

Uktad réwnan Ax = b ma postaé kanoniczng, jezeli w macierzy A mozna znalez¢

macierz bazowa skfadajaca sie z wektoréw jednostkowych

Przyktad 2.1. Rozwazmy uktad

21 + T2 + x3 =7
—x1 + 222 + x4 =05

Macierz A ma postaé

2 1 1 0
-1 2 0 1

A =

Kolumny a® i a* tworza jednostkowa macierz bazowa, ktérek odpowiada rozwiazanie

7
5

rg =B 'b=b=
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Badania operacyjne Metoda Sympleks

DWUFAZOWA METODA SYMPLEKSOWA

e Jezeli poczatkowe dopuszczalne rozwigzanie bazowe nie jest tatwo dostepne, to mozna
je wygenerowad rozwigzujac nastepujace zadanie pomocnicze

minfw = 17 x,]
Ax +Ix, =0
x>0, £o =0

T, — m-wymiarowy wektorem zmiennych sztucznych
1 — m-wymiarowy wektor jednostkowy

I — macierz jednostkowa o wymiarach m x n
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Badania operacyjne Metoda Sympleks

e Poczatkowe dopuszczalne rozwigzanie bazowe zadania pomocniczego

x° 0
z,
e Tablica sympleksowa
A 1 b
Yy =
1A o 1'b

e Rozwigzanie zadania pomocniczego nosi nazwe fazy |
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Badania operacyjne Metoda Sympleks

e Po zakonczeniu fazy | moga wystapi¢ przypadki:

1. w > 0 (pusty zbiér rozwigzan dopuszczalnych zadania poczatkowego)

2. w = 0 i wsérdd zmiennych bazowych nie wystepuja zmienne sztuczne,

wyznaczono poczatkowe rozwigzanie bazowe i tablice sympleksowa

3. w =0, ale wsréd zmiennych bazowych wystepuja zmienne sztuczne
(a) zmienna bazowa =g, jest zmienng sztuczng, oraz y;;, =0, j=1,...,n

w zadaniu poczatkowym wystepuje redundancja, wiersz o numerze ¢ jest usuwany
z tablicy

(b) zmienna bazowa xp, jest zmienng sztuczng, oraz y; ; # 0, dla pewnego j < n.
Zastepujemy zmienng xp, zmienng x; i wyznaczamy now3 tablice sympleksows.
Uzyskane rozwigzanie bedzie zdegenerowane

e W przypadku 2 oraz po usunieciu sztucznych zmiennych bazowych w przypadku 3

realizuje sie faze Il — rozwigzywanie zadania uzyskanego w fazie |
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Badania operacyjne

ZADANIA

Metoda Sympleks

Przyktad 2.2. Zaktad produkuje dwa wyroby, ktére s3 wykonywane na dwdch obrabiarkach i na

frezarce. Czas pracy tych maszyn jest ograniczony i wynosi odpowiednio dla obrabiarki
01 — —33000h, dla obrabiarki O — —13000A i dla frezarki F' — —80000h. Zuzycie czasu pracy

maszyn (w h) na produkcje kazdego z 2 wyrobdw przedstawia ponizsza tablica

Maszyny

Zuzycie czasu pracy na jednostke wyrobu

O1
O2
F

3
1
5

1
1
38

Zysk ze sprzedazy wyrobu | wynosi 1000zt, ze sprzedazy wyrobu Il - 3000zt. Z analizy sprzedazy z
lat ubiegtych wynika, ze wyrobu |l nie bedzie mozna sprzedac wiecej niz 7000 szt. Zaplanowac

strukture asortymentowa produkcji tak, aby przy przyjetych ograniczeniach zysk ze sprzedazy byt jak

najwiekszy. Czy optymalna struktura asortymentowa ulegnie zmianie, jesli dzieki importowi surowca

zysk ze sprzedazy wyrobu | wzrosnie do 4000z1?
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Badania operacyjne Metoda Sympleks

e Funkcja celu

niech x1 - liczba wyrobu |, 2 - liczba wyrobu |l, wtedy

max[z = 1000x1 + 3000x2]

e Ograniczenia

czas pracy obrabiarki O : 3x1 + x2 < 33000
czas pracy obrabiarki O2 . x1 + a2 < 13000
czas pracy frezarki F' : bxy1 4+ 8x2 < 80000
ograniczenie liczby sprzedanych wyrobdéw typu Il : x5 < 7000
e Postac problemu e Postac standardowa
max [z = 1000x1 + 3000x2] min[z = —1000z; — 3000x2]
3r1 + 9 < 33000 3x1+ T2+x3 —=33000
x1  + ro < 13000 T1+ T2 +x4 =13000
br1 +  8xa < 80000 S5x1+8x2 +x5 =80000
T2 < 7000 T2 +xz6= 7000
x1,x2 =20 x; =20, 2=1...6

Instytut Sterowania i Systemoéw Informatycznych
Uniwersytet Zielonogérski



Badania operacyjne

Jest to postaé kanoniczna, wiec macierz bazowa: B =1

skojarzony z nig wektor bazowy: % = [x3 x4 =5 x6]" = [33000 13000 80000 7000]”

om=4,n==06

& warunek stopu nie jest spetniony

¢ znajdujemy indeks s:

3 1 1 0 0 0 [ 33000

1 1 0 1 0 0] 13000

5 8 0 0 1 0| 80000

0 M o o o 1] 7000
1000 3000 0 0 0 0 0
max{ys; j=1...6}, s=2

& problem jest ograniczony

Metoda Sympleks

13000 80000 7000 }
!

¢ znajdujemy indeks r: min{z;—:; j=1...4}, min{ 33(1)00,

o nowy wektor bazowy: £ = [r3 24 T5 22|
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Badania operacyjne

Przeliczamy tablice sympleksowa

3
1
Y'=| [§
0

& warunek stopu nie jest spetniony
o s=1, r=3
& problem jest ograniczony

o % = [r3 x4 T1 T2|"
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Metoda Sympleks
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Badania operacyjne

Przeliczamy tablice sympleksowa

11600
1200
4800
7000

e spefniony warunek stopu: y5;, < Odlaj=1...5
e optymalny wektor bazowy: ©% = [x3 x4 71 2]"
e rozwigzanie: x1 = 4800, x2 = 7000

e koszt: z*(x1,x2) = 1000 - 4800 + 3000 - 7000 = 25800000
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Y’=|1 0 0 1 L -~ 38
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Metoda Sympleks
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Badania operacyjne

Po zmianie ceny wyrobu | do 4000 zt

o s=1,r=1
o :13(])3 = T3 T4 Ts xG]T = [33000 13000 80000 7OOO]T

o g = [r1 T4 x5 T6]"
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[3] 1 1 0 0 0] 33000

1 1 0 1 0 0| 13000

Y'Y = 5 8 0 0 1 0| 80000
0 1 0 0 0 1 7000

| 4000 3000 O O O O 0
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Badania operacyjne

1 3 5 0 0 O 11000

o B - 1 0 0 2000
Y'=|o0 2 -3 9o 1 0 25000
0 0 0 0 0 1 7000

0 200 20 0 0 0 | —44000000

5 = (X1 x2 x5 CUG]T

10 ! 0 0 0 10000

1 3
o 1 -1 20 0 3000
Y’=|0 0 ~ -2 1 0 6000
0 0 0 0 0 1 7000
| 0 0 —500 —2500 0 0 | —49000000

Metoda Sympleks

z2*(x1,x2) = 4000 - 10000 4 3000 - 3000 = 40000000 + 9000000 = 49000000
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Badania operacyjne Metoda Sympleks

Przyktad 2.3.
Rozwigza¢ metoda sympleksowa zadanie

min|z = 2x1 + x2]
1 +x2 =3
x1+2x1 >4

L1, T2 } 0
Posta¢ standardowa

min|z = 2x1 + x2]
£Ul—|—£l?2—5133:3
r1+2x1 — x4 =4

2,20 i=1,...,4
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Badania operacyjne Metoda Sympleks

[J Nie jest to postaé kanoniczna, wiec nalezy zastosowa¢ metode dwufazowa
0 Wprowadzamy wektor zmiennych sztucznych x, = [x5 z6]"
[1 Rozwigzujemy zadanie pomocnicze
minfw = 1" x,]
Ax+ 1T -x, =0

x>0, 2, =20

1 1 —1 0 10 Wektor zmiennych bazowych
yi=|1 Bl o 1[0 1[4 29%=(mae”=[34"
2 3 -1 110 0|7 _
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Badania operacyjne Metoda Sympleks

Wektor zmiennych bazowych

2 = w5 22" = [12]"

1
e |- [
Qe
|
ek
ek
|
ek
|

-
|

—_
(@)

o~ [N~ N
(@)

W [N~ N[
(\)

Wektor zmiennych bazowych
Yi=| 0 1 1 -1 -1 1|1 | 2% =[z122]" =217

o o0 o0 Oo0}|-1 -—-17160

Koniec fazy | — w = 0 i wérdéd zmiennych bazowych nie wystepujg zmienne
sztuczne. Poczatkowe rozwiazanie bazowe z° = [210 0]

L1
1 0 =2 1 T2 2
A()a;' — b = =
0 1 1 -1 T3 1
- ZU4 —
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Badania operacyjne

Instytut Sterowania i Systemoéw Informatycznych
Uniwersytet Zielonogérski

Metoda Sympleks

20



Badania operacyjne Metoda Sympleks

0

|"; wektor ¢® = ¢ — A{ - c%

Wektor kosztéw bazowych ¢ = [2 1

T

1 0 -2 1
" =[2100] — [21]" =003 —1]

0 1 1 -1

=c -xz°=[2100"-[21001 =5

Przebieg Fazy Il

1 0 -2 [@|2]

Ys=| 0 1 1 -1]1 rh =[x 22)" =[21]"

o 0 -3 1|5

1 0 =2 112

Y, 1 1 -1 0]3 Ty = [v422]" =[23]"

-1 0 -1 01]3

Rozwigzanie optymalne: & = [0 3 0 2]”, wartoé¢ funkcji kosztu z*(z) = 3
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Badania operacyjne

Przyktad 2.4.

Przedsiebiorstwo produkuje 2 wyroby w; i w2. Dwa z wielu srodkéw produkcji sa limitowane.
Limity te wynosza: Srodek | - 36000, srodek Il - 50000. Naktady limitowanych srodkéw na

jednostke produkcji zawiera ponizsza tablica.

Srodki produkcji | Jednostkowe naktady

w1 w2
I 6 6
[ 10 5

Zdolnos¢ produkcyjna jednego z agregatédw nie pozwala wyprodukowaé wiecej niz 4000 szt.
wyrobu ws. Nie ma natomiast zadnych dodatkowych ograniczen w stosunku do wyrobu w;.

Ustali¢ optymalne rozmiary produkcji przy zatozeniu, ze zysk realizowany na obu wyrobach

jest jednakowy

Instytut Sterowania i Systemoéw Informatycznych
Uniwersytet Zielonogérski

Metoda Sympleks




Badania operacyjne Metoda Sympleks

e Funkcja celu

niech x1 - wielko$¢ produkcji wyrobu w1, x2 - wielko$¢ produkcji wyrobu wo

max[z = x1 + x2]

e Ograniczenia

limit sSrodkéw produkcji | : 6x1 + 622 < 36000
limit sSrodkéw produkcji 1l : 10x1 4+ 5xo < 5000
warunek brzegowy dla zmiennej x;1 : x1 >0

warunek brzegowy dla zmiennej x2 : 4000 > x5 >0

e Postac standardowa

6x1 + ©6x2 +x3 = 36000
101 + 5x2 +x4 = 50000
+ xro +xr5s = 4000
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Badania operacyjne

Tablice sympleksowe majg postaé:

Metoda Sympleks

az% = [x3 x4 £C5]T

iBlB = [x3 x1 335]T

a:zB = [x2 x1 a:5]T

6 6 1 0 0 [ 36000
0 M0l 5 o 1 o0 | 50000
| 0o 1 0 0 1| 4000
1 1 0 0 0 0
i 6
o B 1 -& o] 6000
1 1
vi_| 1 2 0 4 0 5000
0 1 0 0 1| 4000
1 1
0o 1 o -& o —5000
i 1 2
o 1 1 -2 o] 2000
1 2
v |10 -5 & 0 4000
1 2
o 0 -1 2 1] 2000
0 0 —3 0 0 [ —6000

Rozwigzanie: x1 = 4000, x2 = 2000, =z* = 6000
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Badania operacyjne

Metoda Sympleks

W pierwszym kroku metody sympleksowej mozna byto wybraé réwniez kolumne druga

6 6 1 0 0| 36000 |
10 5 0 1 0| 50000
YO = xh = 13 x4 5]
o [ o o 1| 4000
1 1 0 0 0 0
B o 1 o -6 | 12000 |
10 0 0 1 —5] 30000
Y= T = [r3 14 x2]"
0O 1 0 0 1] 4000
1 0 0 0 -1/ —4000
(1 0 1 0o -1 2000
o o -1 1 5] 10000
Y2 — 6 a32 = [:Ul T4 QZQ]T
B
0 1 0 0 1| 4000
| 0 0 —% 0 0/ —6000
Rozwigzanie: x1 = 2000, x2 = 4000, =z* = 6000
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Badania operacyjne Metoda Sympleks

[1 W obu przypadkach otrzymano te samg wartos$¢ funkgji celu z* = 6000 dla

roznych wartosci 7 1 x5:

1. | rozwigzanie: 7 = 4000 i z5 = 2000

2. Il rozwigzanie: 7 = 2000 i 25 = 4000

[1 Jest to przypadek specjalny kiedy mamy do czynienia z nieskonczong liczba

rozwigzan

Instytut Sterowania i Systemoéw Informatycznych
Uniwersytet Zielonogérski

26



Badania operacyjne Metoda Sympleks

ANALIZA POOPTYMALIZACYJNA

[l Zadaniem analizy pooptymalizacyjnej jest odpowiedz na pytania typu:
1. czy wzrost jednego z zasobdw produkcyjnych moze zwiekszy¢ zysk?
2. jezeli mozliwy jest wzrost zysku to w jakim zakresie nalezy zwiekszy¢ zasoby?
3. po uzupetnieniu zasobdéw jakie bedzie nowe rozwigzanie optymalne?
4. czy niedobér jednego z zasobédw moze obnizyé zysk?
5. jesli tak to w jakim stopniu i jakie bedzie nowe rozwigzanie optymalne?

[1 W celu odpowiedzi na te pytania nalezy przeprowadzi¢ analize ostatniej tabeli
sympleksowe;j

[1 Odejmujac ostatni wiersz tej tabeli od wektora kosztéw c otrzymujemy wiersz s.
Wartosci tego wiersza okreslajg wartosci zasobdw produkcyjnych.

Jest to dodatkowy zysk, jaki jest mozliwy do uzyskania przy zwiekszaniu danych

zasobdéw o jedng jednostke
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Badania operacyjne Metoda Sympleks

Rozpatrzmy przyktad 2.2. Ostatnia tablica ma postad

L1 L2 3 T4 L5 L6

0 o 1 o =% 2 11600

0 o o0 1 =3 2 1200

1 0 0 1 - - 1200

0 1 0 O 0 1 7000

cx 0 0 0 0 —200 -1400 [ —25800000
c 1000 3000 0 O 0 0
s=c—cy 1000 3000 0 O 200 1400

W celu wyznaczenia zakresu zmiennosci zasobéw:

1. dzielimy liczby w ostatniej kolumnie przez odpowiadajace im liczby w kolumnie zmiennej
pomochniczej rozwazanego zasobu

2. wyznaczamy najmniejszy dodatni iloraz i najwiekszy ujemny

3. dodajac otrzymane liczby do wielkosci rozwazanego zasobu otrzymujemy najwiekszy
dopuszczalny wzrost i najmniejszy dopuszczalny spadek zasobu
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Badania operacyjne

Metoda Sympleks

xrs3 T4 s Te

1 0 -2 £ 11600 1000 = 11600 590 = oo L899 = —19333.3 11800 = 3052.6

01 —3% 3 1200 1200 — oo 1200 — 3200 1200 — _6000 1200 = 2000

oo 3 -—82 4800 80 = o0 4800 = o0 299 = 24000 2809 = —3000

00 0 1 7000 000 = o 090 = oo 000 = o 7000 = 7000

0O O 200 1400 —25,8 min wektor s

warto$é wyjsciowa 33000 13000 80000 7000
goérny zakres 00 00 86000 10000
dolny zakres 21400 11800 56000 5000

Dodatkowy zysk: z 1h pracy O;1 wynosi 0 zt, z 1h pracy Oz wynosi 0 zt, zysk z 1h pracy F
wynosi 200 zt i zysk za 1 egzemplarz wyrobu Il wynosi 1400 zt

Zakresy waznosci tych zyskéw dla zasobow wynosza odpowiednio:
21400 - oo (dla O1), 11800 - oo (dla O2), 56000 - 86000 (dla F£") i 5000 - 10000

(dla wyr. II)
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Badania operacyjne Metoda Sympleks

WYZNACZANIE NOWEGO ROZWIAZANIA OPTYMALNEGO

Przyktad 2.5.
Zatézmy ze mozliwa jest zmiana czasu pracy obrabiarki /' o 4+5000h i +-10000h.

e przypadek | — 80000 4 5000 = 85000 < 86000
e przypadek Il — 80000 + 10000 = 90000 > 86000 — nalezy przeliczy¢ cate zadanie

Dla pierwszego przypadku otrzymujemy:

Baza Ts wartosé nowa wartosé
zg | —32 11600 || 11600 + 5000 - (—2) = 11600 — 3000 = 8600
zs | —1 1200 || 1200 + 5000 - (—%) = 1200 — 1000 = 200
21 L 4800 || 4800 + 5000 - (£) = 4800 + 1000 = 5800
2 0 7000 [ 7000 + 5000 - 0 = 7000
s 200 | —25,8min —25,8mln — 5000 - 200 = —25,8mIn — Imln = —26, 8mlin

Nowe wartosci £1 = 5800, x2 = 7000, z* = —26,8mln
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Badania operacyjne

Metoda Sympleks

Zatézmy, ze z powodu starosci nalezy zmniejszy¢é wykorzystanie frezarki o 10000h. Nowe rozwigzanie

optymalne otrzymujemy nastepujaco:

Baza Ts wartosé nowa wartosé
T3 —3 11600 || 11600 — 10000 - (—2) = 11600 + 6000 = 17600
T4 —1 1200 || 1200 — 10000 - (—1) = 1200 + 2000 = 3200
T1 - 4800 || 4800 — 10000 - (+) = 4800 — 2000 = 2800
T2 0 7000 || 7000 — 10000 - 0 = 7000
s 200 | —25,8mlin —25,8mln 4+ 10000 - 200 = —25,8mlIn 4 2mln = —23, 8mlin

Nowe wartosci 1 = 2800, x2 = 7000, z* = —23,8mln
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Badania operacyjne Metoda Sympleks

WPLYW ZMIAN CEN NA ZYSK

e Warto wiedzie¢ przy jakich wahaniach cen danej zmiennej decyzyjnej, rozwigzanie
optymalne pozostaje bez zmian

e Dla zmiennej x; ktéra jest w bazie obowigzuje reguta:

1. Dopuszczalny wzrost wspétczynnika c¢; to najmniejszy dodatni iloraz wyrazu cg;
przez a;;

2. Dopuszczalny spadek wspotczynnika c¢; to najwiekszy ujemny iloraz wyrazu cg;

przez a;;

Przyktad 2.6. Rozwazmy koncowa tablice sympleksowa w przyktadu 2.2.

=
e}
|

0 0 1 0 -3 = 11600
1 3
0 0 0 1 —1 3 1200
Y’=|1 0 0 o0 1 -8 1200
0 1 0 0 0 1 7000
| 0 0 0 0 —200 —1400 | —25800000 _
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Badania operacyjne Metoda Sympleks

[1 Po przeliczeniu otrzymujemy:

1 | 2=0 — - - | 22 =-1000 | =82 =875
T2 — 2=0|-|- — =200 = —1400

Zakres wspoétczynnika c1: od 1000 — 1000 = 0 do 1000 + 875 = 1875
Zakres wspotczynnika ca: od 3000 — 1400 = 1600 do 3000 + oo = o0

Rozwigzanie problemu: x; = 4800, x2 = 7000

o O O O

Wartosé funkcji kosztu:
e wartosci nominalne kosztu: c; = 1000, ca = 3000
e po zmianie na: ¢1 = 1500, c2 = 3000, z* = 1500 - 4800 + 3000 - 7000 = 28.2mln
e po zmianie na c¢; = 1000, c2 = 1650, z* = 1000 - 4800 + 1650 - 7000 = 16.35mln
UWAGA!

Rozwigzanie optymalne nie ulegnie zmianie tylko wtedy gdy ulegnie zmianie tylko
jeden ! koszt
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