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Badania operacyjne Programowanie sieciowe. Metoda CPM

WPROWADZENIE

[0 Metody programowania sieciowego wprowadzono pod koniec lat
piecdziesigtych
[0 Ze wzgledu na strukture logiczng metody sieciowe dzieli sie na:

1. sieci o strukturze zdeterminowanej DAN (ang. Deterministic Analysis
Network)

2. sieci o strukturze stochastycznej GAN (ang. Generalized Analysis
Network)

O Przy tak zdefiniowanym podziale bedziemy rozwaza¢ modele sieciowe
przedsiewziet
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Definicje

Przedsiewzigcie - zorganizowane dziatanie ludzkie zmierzajgce do osiggniecia
okresSlonego celu, zawarte w skohczonym przedziale czasu, z wyr6znionym
poczatkiem i kohcem oraz zrealizowane przez skonczona liczbe os6b, Srodkow
technicznych, energii, materiatéw, Srodkéw finansowych i informacji

Podstawowych elementéw przedsiewziecia: zdarzenia i czynnoSci

Zdarzenie —w modelu sieciowym oznacza osiagniecie stanu zaawansowania prac
przy realizacji przedsiewziecia
Zdarzenia przedstawia sie graficznie za pomoca kétek lub innnych figur

geometrycznych

Czynno $¢ — dowolnie wyodrebniona czeS¢ przedsiewziecia charakteryzujaca sie
trwaniem, terminem rozpoczecia, zakonczenia oraz iloscig zaangazowanych do jej
wykonania srodkow

Obrazem graficznym czynnoéci sa strzatki. Kierunek strzatki wskazuje kierunek
przebiegu czynnosci w czasie
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Zalezno&ci pomiedzy zdarzeniami i czynnoSciami okreSlaja strukture logiczna
modelu sieciowego

e Struktura sieciowa moze byc:

¢ zdeterminowana, jesli w trakcie realizacji przedsiewziecia wszystkie czynnosci
przedstawione w sieci sa zrealizowane

¢ stochastyczna, jesli w trakcie realizacji przedsiewziecia bierze udziat tylko czesc
czynnoSci przedstawiona w sieci, z okreSlonym, wiekszym od zera
prawdopodobienstwem

e Modele sieciowe o zdeterminowanej strukturze logicznej:

<

CPM (ang. Critical Path Method)

o CPM-COST

PERT (ang. Program Evaluation and Review Technique)
o PERT-COST

<
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Optymalizacja przedsiewziecia polega na:

wyodrebnieniu i zestawieniu wchodzgcych w jego skfad czynnoSci

ocenie parametréw poszczegolnych czynnosci i zdarzen

konstrukciji sieci zaleznosci technologicznych

wyznaczeniu podstawowych charakterystyk sieci dotyczgcych
poszczegoblnych czynnosci, zdarzen i catego projektu

wyznaczeniu sciezki krytycznej
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Reguty obowigzujgce przy konstrukcji sieci:

e nalezy tak rozplanowac czynno&ci przedsiewziecia, aby graf nie zawierat
petel, Sciezek cyklicznych, itp.

zaleca sig, aby nie wystepowaty skrzyzowania tukow (przejrzystoSc)

powinien istnie¢ doktadnie jeden wierzchotek poczatkowy i jeden kohcowy

wierzcholki i tuki powinny by¢ odpowiednio uporzadkowane

kazda czynnoS¢ moze by¢ zrealizowana tylko raz z prawdopodobiehstwem
réownym jeden podczas wykonywania przedsiewziecia
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METODA SCIEZKI KRYTYCZNEJ — CPM

0 Mozna przedstawic przedsiewziecia w postaci spdjnego, acyklicznego digrafu
G = (S,E), E C S x S takiego, ze istnieje jeden wierzchotek S;" = 0 (tzn. liczba
tukow wychodzacych = 0) i jeden wierzchotek S;” = 0 (tzn. liczba tukow
wchodzacych = 0). W grafie takim wierzchotki oznaczaja zdarzenia, za$ tuki —
czynnosci

0 Graf taki modeluje liste czynnosci uwzgledniajac ograniczenia technologiczne i
nastepstwo czasowe

0 Zdarzenia powinny by¢ tak uporzadkowane, aby przyporzadkowane im numery
okreslaly nastepstwo zdarzeh w czasie

O Nalezy ponumerowac wierzchoiki sieci zgodnie z warunkiem
jezeli (i,7) € E,toi < j
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Algorytm przenumerowania wierzchotkéw grafu

Krok 1. Dla danej sieci wyznacz odpowiadajaca jej macierz binarng

Krok 2. Do warstwy wq zalicz te zdarzenia, ktére odpowiadajg zerowym
kolumnom macierzy B

Krok 3. Z macierzy B wykreSl zerowe kolumny oraz wiersze o tych samych
numerach co wykreSlone kolumny

Krok 4. Do warstwy kolejnej zalicz wierzchotki odpowiadajace zerowym
kolumnom zredukowanej macierzy B

Krok 5. Powt6rz czynnosci 3i 4
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Programowanie sieciowe. Metoda CPM

Przyktad 6.1. Dana jest macierz B. Narysowac graf oraz przenumerowac wierzchotki

1 2 3 4 5 6
- - 1 2 3 4 5
0 0 01 0 O - -
0 0 0 1 O

1 01 0 1 O
1 01 0 1

B = 1 0 0 0 0 O
B=|1 0 0 0 ©

0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 O

0 0 01 0 O
0 0 0 1 O
0 1.1 0 0 O - -

1. WykreSlamy 6 kolumne i 6 wiersz (warstwa wg)
WykreSlamy 2 kolumne i 2 wiersz (warstwa w1)
WykreSlamy 3 i 5 kolumne, 3 i 5 wiersz (warstwa ws)

WykresSlamy 1 kolumne i 1 wiersz (warstwa ws)

a M w DN

Pozostaje 4 kolumna (warstwa wg4)
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Wynikowy graf z nowa numeracja wierzchotkéw

o O R O =
o O o o W
==
o O o o O

Programowanie sieciowe. Metoda CPM

2 (2)
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ZAtOZENIA METODY CPM

e tukom sieci przyporzadkowane sa liczby rzeczywiste okreSlajace czas
realizacji poszczegolnych czynnosci (i, j) - i,

e wezly sieci (zdarzenia) opisane sg przez:
o T;(w) — najwczeSniejszy mozliwy termin wystapienia zdarzenia i
o T;(p) — najpozniejszy mozliwy termin wystapienia zdarzenia i

e zdarzenie sieci sg uporzadkowane zgodnie z ich nastepstwem w czasie i
ponumerowane liczbami 1,2,...,n
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Okre $lenie terminéw

e Terminy najwczesniejsze
o dla zdarzenia poczatkowego 77 (w) = 0

o dla pozostatych:
Ti(w) = max{Ti(w) # tij}; i€ P(j), je{2,...,n}
gdzie P(j) - zbiér poprzednikéw zdarzenia j, P(j) = {i: (i,j) € E}
e Terminy najpozniejsze
o T,(p) = T,,(w) — dla wierzchotka konhcowego

¢ dla pozostatych
Ti(p) = min{T;(p) — tiy}; jen(i), ic{n—1,...,1}

gdzie n(i) - zbiér nastepnikdéw zdarzenia i
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Badania operacyjne

Interpretacja sieciowa terminow

Programowanie sieciowe. Metoda CPM

- [Lj(w)

Tj(p)

gdzie

(
(

T;
T
o Tj
T;

(
(

e t;; — Cczas realizacji czynnosci (i, j)

Instytut Sterowania i Systemow Informatycznych
Uniwersytet Zielonogorski

Badania operacyjne

;(w) — najwczesSniejszy mozliwy termin wystapienia zdarzenia i
p) — najpozniejszy mozliwy termin wystapienia zdarzenia 7
w) — najwczesniejszy mozliwy termin wystapienia zdarzenia j

p) — najpézniejszy mozliwy termin wystapienia zdarzenia j
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Programowanie sieciowe. Metoda CPM

Przyktad 6.2. Okresli¢ terminv naiwcze$nieisze i naindznieisze w nastepuiacei sieci czynnosci

No ook wbdhe

Ti(w) =0

To(w) =540

T3(w) =940

T4(w) =12+0

T5(w) = max{5 + 2,9+ 0} =

Te(w) =9 +2 =11

T7(w) =max{9+7,114+2,12+ 3} =16
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8. T7(p) = 16

9. Ts(p) = 16 — 2 = 14

10. T5(p) = 16 — 7 =9

11. Ty(p) = 16 — 3 = 13

12. T3(p) = min{14 — 2,9 -0} =9
13.To(p) =9 —2=7

14. Ty (p) = min{7 — 5,9 — 9,13 — 12} = 0
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Luz zdarzenia

0 Luz zdarzenia s
L; = Ti(p) — Ti(w)

O Luz krytyczny
L;i=0

0 Zdarzenie krytyczne — zdarzenie, dla ktérego luz jest rowny zero

O Sciezka (droga) krytyczna (i0,11), (21,12) ... (ip—1,1p) taczy zdarzenie poczatkowe
io = 1 ze zdarzeniem kohcowym i, = n, dla ktorej czas

P
T:§ Z7
k=1

jest najdtuzszy
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UWAGI
e czas 7 = T, (w) = T (p) — najkrotszy cykl realizacji przedsiewzigcia
e czynnosci krytyczne — czynnosci lezace na Sciezce krytycznej
e ciag zdarzen krytycznych nie wyznacza w sposob jednoznaczny ciezki krytycznej

Przyktad 6.3.
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WYZNACZANIE SCIEZKI KRYTYCZNEJ

O Definiujemy zapas catkowity czasu czynnosci (i, j)
zij(c) = Tj(p) — Ti(w) — ti;

0 Zapas catkowity jest rezerwa czasu, ktéra dana czynnosc dysponuje wspolnie z
innymi czynnoSciami lezgcymi na tym ciggu niekrytycznym

Twierdzenie

Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby czynnoSc¢ (i, j) byta czynno-
Sciag krytyczna jest réwnosc

Zij (C) =0
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rzyktad 6.4. Rozwazmy ponizsza sie¢ czynnosci. Wyznaczyc¢ Sciezke krytyczna
Przyktad 6.4. R wW ke kryt
Obliczamy zapasy
1. 212 = Tg(p) - Tl(w) - tij =0
2213:7_0_4:3 62’46:17—12—520
3.214=12-0-2=10 loz3e=1T—-4-10=3
4.2’24:12—8—4:0 82’67:22—17—5:0
5.225:19—8—4:7 9.2‘57:22—12—3:7
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UWAGI!

1.

Jezeli czasy czynnoSci krytycznych nie ulegna wydtuzeniu, to cate przedsiewziecie
zostanie zrealizowane w najkrétszym mozliwym terminie T, (w) = T\ (p)

. Zapas swobodny czynnosci (i, j): zi;(s) = Tj(w) — T;(w) — t;; okreSla, o ile

jednostek czasu moze spéznic sie rozpoczecie czynnosci (i, j), bez naruszenia
terminu najwczes$niejszego zdarzenia j (bez naruszenia 7T;(w))

. Zapas niezalezny czynnosci (i,7): zij(n) = T (w) — Ti(p) — t;; wyraza dopuszczalne

opdznienie czynnosci (i, j) w przypadku, gdy zdarzenie i zaistniatoby w terminie
najpdzniejszym, a zdarzenie j powinno rozpoczac sie w terminie najwczesniejszym

Pomiedzy typami zapaséw zachodzi zaleznos¢
niezalezny swobodny catkowity
zij(n) < zi5(s) < zig(o)

Dla czynnosci krytycznych wszystkie rodzaje zapaséw sg réwne zero
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O

HARMONOGRAM REALIZACJI PRZEDSIEWZIECIA

Na podstawie modelu sieciowego przedsiewziecia i obliczonych wartosciach mozna
zobrazowac przedsiewziecie w postaci diagramu

Niech
e P;;(w) - najwczes$niejszy mozliwy termin rozpoczecia czynnosci (i, j)
e P;;(p) - najpbdzniejszy dopuszczalny termin rozpoczecia czynnosci (i, j)
e K;j(w) - najwczesniejszy termin zakohczenia czynnosci (i, 7)
e K,;;(p) - najpdzniejszy dopuszczalny termin zakohczenia czynnosci (i, )
gdzie:

P;j(w) = Ti(w)
Pij(p) = Tj(p) — tij
K; (’LU) = Tl(w) + tij
Kij(p) = Tj(p)
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Tablica harmonogramu realizacji przedsiewziecia

Programowanie sieciowe. Metoda CPM
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(4,7) tij | Pij(w) | Pij(p) | Kij(w) | Kij(p) | Zij(c) | Zij(s) | Zij(n)
(1,2)" || 8 0 8 0 0 0
(1,3) 4 0 7 3 0 0
(1,4) 2 0 10 12 10 10 10
2,4)* || 4 8 8 12 12 0 0 0
(2,5) 4 8 15 12 19 7 0 0
(3,6) 10 4 7 14 17 3 3 0
(4,6)" 12 12 17 17 0 0 0
(5,7) 12 19 15 22 7 7 0
(6,7)* 17 17 22 22 0 0 0
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Diagram realizacji przedsiewziecia
: _ ros Uk
(1,2) BN zakres ukonczenia
[ zakres rozpoczecia
(1,3) ] 1 czynnosci krytyczne
(1,4) mmmm czynnosci krytyczne
24 I
(2,5) :—
(3,6) | |
(4,6)* I
(5,7) [ T——
6,7)* I

| I

T T N B »

T T

8 10

12 14

16 18 20 22 24
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Przykitad 6.5. Majac dane zawarte w tabeli narysowac wykres sieciowy oraz diagram
realizacji przedsiewziecia, obliczy¢ najkrétszy czas realizacji oraz wyznaczyc¢ Sciezke

krytyczna

Instytut Sterowania i Systemow Informatycznych

Programowanie sieciowe. Metoda CPM

Czas trwania czynnosci | Oznaczenie | Poprzedniki
tij Czynnosci
5 a -
7 b -
4 c -
2 d a
8 e c
3 f b,d,e
2 g f
5 h f
6 i f
4 J 9
3 k h
1 7
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Sie€ czynno Sci
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Minimalny czas wykonania czynnosci: 23h
Sciezka krytyczna:c —e — f — h — k
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Harmonogram wykonania czynno  Sci

czynnoS¢ | ti; | Pij(w) | Pi(p) | Kij(w) | Kij(p) | 2i(c)
a 5 0 5 5 10 5
7 0 7 12 5
c* 4 0 4 4 0
d 2 5 10 7 12 5
* 8 4 4 12 12 0
fr 3 12 12 15 15 0
g 2 15 17 17 19 2
h* 5 15 15 20 20 0
1 6 15 16 21 22 1
7 4 17 19 21 23 2
k* 3 20 20 23 23 0
l 1 21 22 22 23 1
Instytut Sterowania i Systeméw Informatycznych
Uniwersytet Zielonogorski 24
Badania operacyjne Programowanie sieciowe. Metoda CPM
a :H —— Legenda ——
BN zakres ukoniczenia
) — — [ zakres rozpoczecia
. - Emmm Czynnosci krytyczne
d [ ——
e* I
* |
g ——
h* I
i =
J = =
o+ |
l - a0
€2I€4= €6= }8‘}150}1=2}14=1}lfli}1!8}2!0}2;}22};6}2!8}3}0 "
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