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Badania operacyjne

Zadanie programowania nieliniowego

f(x) — funkcja celu

WSTEP

(ZPN)

min f(x

)
gi(z) <0, i=1,...,m,
Lhi(z) =0

_/\

, 1=1,...,mp

gi(x) 1 h;(z) — funkcje ograniczen

Twierdzenie Weierstrassa (o istnieniu)

Programowanie nieliniowe

Jezeli funkcja f jest ciggta, a zbior rozwigzan dopuszczalnych ograniczony |
domkniety, to istnieje przynajmniej jedno minimum globalne funkcji f na X
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Badania operacyjne Programowanie nieliniowe

Warunki konieczne Kuhna-Tuckera (WKT)

Jezeli £ € X jest minimum lokalnym ZPN i jest punktem
regularnym, to istnieja liczby \,i =1, ... ,m, oraz liczby
i,2=1,...,my, takie, ze

Vf(i“HZ?igMng( )+Zl”’h1/lz (A) =0

Liczby )\; oraz ji; nosza nazwe mnoznikéw Lagrange’a
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Badania operacyjne Programowanie nieliniowe

Warunki regularno Sci

Warunek Karlina. Jezeli funkcje ¢;,: = 1,...,m, oraz
h,,i =1,...,my Sa liniowe, to kazdy punkt x € X jest regularny

Warunek Slatera. Jezeli funkcje g;,7 =1, ..., m, Sa wypukie,
funkcje h;,t =1, ..., m; Sa liniowe oraz istnieje punkt z° taki, ze
gi(x?) <0,i=1,...,m, i hy(2")=0,i=1,...,my, to kazdy x € X
jest regularny

Warunek liniowej niezaleznosci. Jezeli w punkcie x gradienty
Vgi(x),i € Aoraz Vh;(x),i=1,...,my, tworzg uktad wektorow
linlowo niezaleznych, to punkt x jest regularny
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Badania operacyjne Programowanie nieliniowe

Warunki wystarczajgce Kuhna-Tuckera

Jezeli funkcja f jest wypukia, funkcje g;,7 =1, ..., m, sa wypukie, a
funkcje h;,71 = 1,...,m; sa liniowe, to kazdy punkt spetniajgcy WKT
jest minimum globalnym

Funkcja Lagrange’a (Lagranzian)

Funkcja Lagrange’a zwigzang z ZPN nazywamy funkcje
L :R™ x R™ x R™ x R! okreSlong nastepujaco:

L(x, A i +Zm )+ 3 jihi(a) 2
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Badania operacyjne Programowanie nieliniowe

Za pomocag funkcji Lagrange’a warunki Kuhna-Tuckera mozna
zapisat nastepujaco: istnieja wektory A € R™s, i € R™ takie, ze

(VLL(E A ) = 0
ATV, L(2, A, i) = 0 (3)
\X > 0
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Badania operacyjne Programowanie nieliniowe

PROGRAMOWANIE KWADRATOWE

Sformutowanie problemu

e Funkcja celu

1
z = ixTCx —d’z — min

x — wektor n-wymiarowy, d — wektor n-wymiarowy, C — macierz dodatnio
okreSlona o rozmiarach n x n

e Ograniczenia
Axr <b

A — macierz ograniczen o wymiarach m x n
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Badania operacyjne Programowanie nieliniowe
Wiasciwo Sci

e funkcja celu jest funkcjg kwadratowag — roznica formy
kwadratowe| | formy liniowe]

e macierz C — dodatnio okreslona

e ze wzgledu na postac funkcji celu jest to problem
programowania wypukiego

Przyklady zastosowa n
e Wyznaczanie zysku ze sprzedazy
e Wyznaczanie awaryjnego poziomu zapasow

e Wybor akcji do portfela
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Badania operacyjne

Rozwigzywanie zagadnie n programowania kwadratowego
e Zbudowanie funkcji Lagrange’a
e Utworzenie warunkow Kuhna-Tuckera

e Rozwigzanie zadania zastepczego - metoda Wolfe’a

Postepowanie

Zauwazmy, ze funkcje h; = 0,i =1,...,my

stad funkcja Lagrange’a
L(z,\) = f(z) + Z \igi(z)
=1

N 1 N
Lz, \) = §ZL‘TC$ —d’z + \(Az —Db)
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Badania operacyjne Programowanie nieliniowe

warunki Kuhna-Tuckera

(V,L(3,\) =0 (Cr—dT +AA =0 (Cr+ M =d7
CATVAL(E,A) =0 {AT(Az—b) =0 Az =b
A >0 A>0 A>0

postaCc macierzowa

C AT| |z d
A 0| ) b
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Badania operacyjne Programowanie nieliniowe

Metoda Wolfe’a

e Najwiekszag korzyScig metody jest mozliwoSc zastosowania
metody sympleks do rozwigzania zagadniania programowania
kwadratowego

e Pierwszym krokiem procedury jest okreSlenie bazowego
rozwigzania uktadu Ax = b analogicznie jak w metodzie
sympleksowe]

e Do pierwszego réwnania w (6) dodaje sie nieujemne zmienne
sztuczne tak, aby moc okreslic poczatkowe rozwigzanie bazowe

e Nastepnie minimalizuje sie sume tych zmiennych sztucznych,
az rownac sie ona bedzie zeru — szukane rozwigzanie bazowe
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Badania operacyjne

Posta ¢ zadania pomocniczego

znalez¢ minimum

ZE = E Uy

j

przy ograniczeniach
Qw =1
w >0

gdzie

C AT AT E
— , fI[db]T,WZ[XAl )\211]
A O 0 0

A

A=A — A2, A1 20,A2 20
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Badania operacyjne Programowanie nieliniowe

Przykiad. Konstrukcja portfela akcji — model Markowitza

Minimalizacja ryzyka przy zatozonym z gory poziomie oczekiwanego zysku

Kursy akcji cechuja sie pewng inercjg — na podstawie przesztoSci mozna
przewidywac przysziosc

Oczekiwana stopa zysku — Srednia stopa zysku wyznaczona ha podstawie
pewnej liczby okreséw z przesztosci

Miara ryzyka — odchylenie standardowe lub wariancja stopy zysku

Oczekiwany zysk — funkcja postaci

gdzie n — liczba rozpatrywanych spotek, R, — oczekiwany zysk z portfela, x; — udziat
wartosciowy akcji i-tej spotki w portfelu, R; — oczekiwany zysk z akcji i-tej spotki
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Badania operacyjne Programowanie nieliniowe

e Ryzyko — funkcja postaci
Vp = Z ZZC 7)SiS;pi
1 =1 7=1

gdzie V,, — wariancja stopy zysku z portfela, S; —odchylenie standardowe stop zysku
akcji ¢-tej spotki, p;; wspotczynnik korelacji stop zysku akcji ¢-tej i j-tej spotki

e Portfel optymalny — portfel charakteryzujacy sie najmniejszym ryzykiem przy
zatozonym poziomie oczekiwanego zysku R

e Suma udziatéw wszyskich spotek w portfelu musi by¢ réwna 1
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Badania operacyjne

e W rezultacie otrzymujemy:
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Badania operacyjne Programowanie nieliniowe

OGRANICZENIA ROWNO SCIOWE

Przyktad. Metalowa belka ma przekroj w ksztaitcie trapezu. Pole przekroju belki
wynika z wymagah wytrzymatosciowych konstrukcji i ma wysokosc¢ S. Gornag i
boczne powierzchnie belki pokrywa sie kosztownym materiatem antykorozyjnym.
Nalezy okreslic parametry przekroju tak, aby koszt zabezpieczenia
antykorozyjnego byt minimalny
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Badania operacyjne Programowanie nieliniowe

e Przekrdj optymalny — suma dwoch bokow i gérnej podstawy ma wartoSc
minimalng

e Funkcja celu

w(a,b,h) = b+ \/4h2 + (a — b)?
e Ograniczenie
%h(a +b)—S5=0
e Zamiana zmiennych: x =a+b,y=a—b
e Otrzymujemy:

1
min | f(z,y,h) = 5 (z — y) + V4h* + 3

1
g(x,y, h) :S—§h:c:O
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Badania operacyjne Programowanie nieliniowe

e Poszukujemy minimum globalnego w obszarze =z > 0, h > 0

e W obszarze poszukiwan spetniny jest warunek regularnosci, gdyz
Vg(x,y,h) #0
e Warunki Kuhna-Tuckera

11 1 y 4h 1
——hp=0, —=+ =0, — sap =0
2 2" 2 A2 1 g2 Jae e 2

e PO rozwiazaniu otrzymujemy

1 4 2V 3
h — T y2 — 9,927 r = —f
p 3 p
e Z postaci funkcji celu wynika, ze wartoSc optymalna y powinna by¢ dodatnia,
wiec

y:
nv'3
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Badania operacyjne Programowanie nieliniowe

e Mnoznik Lagrange’a i wynika z ograniczenia rownosciowego

e Ostatecznie otrzymujemy

a — ] b — , h —
/27 /27 V3
e Mozna zauwazyc, ze
1 \/§ 7
_ = _ = —_— o = —
a 2 a 4’ 3

e Parametry przekroju nie zalezg od S
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Badania operacyjne Programowanie nieliniowe

OGRANICZENIA NIEROWNO SCIOWE
Przyktad. RozwigzaC zadanie programowania nieliniowego
min [f(z) = —(21 — 2)% — (x2 — 4)?]

g(x) =21 +22 —8<0
r1 20, w320

~—~~
© o0
~— ~— —

e ZDbior dopuszczalny jest domkniety | ograniczony, a funkcja f ciggta zatem
na mocy tw. Weierstrassa zadanie ma rozwigzanie

e Spelniony jest warunek regularnosci Slatera (ograniczenia majg postac
linlowa), wiec rozwiazanie spetnia warunki konieczne Kuhna-Tuckera

Instytut Sterowania i Systemow Informatycznych
Uniwersytet Zielonogorski 19



Badania operacyjne Programowanie nieliniowe

e wprowadzamy funkcje go(z) = —x1 i g3(z) = —x9
e tworzymy funkcje Lagrange’a

L(z, A) = f(z) + Ag1(z) + A2g2(x) + Azgs(z)
e warunki Kuhna-Tuckera

—2x1 +4+ X+ =0
—2x9 +8+ A1+ A3 =0
A (1 +22—8)=0
Aa(—x1) =0
A3(—z2) =0

\
e zadanie ma trzy rozwigzania A = (0,8), B = (8,0), C = (3,5)
e dla A = (8,0) funkcja przyjmuje wartoSC najmniejszg — rozwigzanie zadania
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