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Badania operacyjne Warunki optymalnosci dla zadar bez ogr.

Zadanie optymalizacji bez ograniczen

Szukamy takiego z*, dla ktérego

f(a*) = min[f(2)] = max[—f(z)]
gdzie f : R®™ — R — dowolny funkcjonat osiagajacy skonczony
kres dolny

» mimo braku ograniczen duze znaczenie praktyczne:
» istniejace ograniczenia czesto mozna zaniedbaé lub
uwzgledni¢ w analizie pooptymalizacyjnej,
» osiggane rozwigzania moga by¢ nadal satysfakcjonujace
w problemach z ograniczeniami,
» metody i narzedzia analityczne stanowig punkt wyjscia do
bardziej skomplikowanych probleméw z ograniczeniami.
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Badania operacyjne Warunki optymalnosci dla zadar bez ogr.

Przykfad:

Pocisk kalibru 7,62 mm o masie 15 g wystrzelono z AK-47 z predkoscia
vg = 715 m/s w powietrze pod katem o wzgledem poziomu. Sita oporu
powietrza wynosi F,, = kv?, gdzie wspdtczynnik oporu k dla kuli
karabinowej wynosi okoto k = 9 - 1076 kg/m. Znalez¢ wartosci oy, dla
ktérych pocisk osiagnie (a) maksymalna wysokos¢, (b) maksymalny
zasieg?

Réwnania ruchu:

d2 . . .
mﬁf = —F,,cosa, (w poziomie w kierunku strzatu)
d2y
mog = —mg — Fopsina, (w pionie do géry w kierunku strzatu)

warunki poczatkowe:
z(0) =0, y(0)=0, v;(0)=wpcos(ag), vy(0)=vgsin(ap)
gdzie: g = 9,81 m/s?, tga = v, /v,
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Badania operacyjne Warunki optymalnosci dla zadar bez ogr.

Zaktadajac, ze wspdétczynnik k = 0 (pomijajac opory ruchu) réwnania po
scatkowaniu daja trywialne rozwigzania:

x(t)

y(t) = vot sin g — gt*/2,

= vpt cos oy,

(a) wysoko$¢ y(t; ap) jest opisana parabola, z maksimum w chwili

tl — Y sina(), Stad
g v2 sin® o™
Ymax = 027 =sin(ap) =1 = ap =90°
g
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Badania operacyjne Warunki optymalnosci dla zadar bez ogr.

(b) czas do opadniecia do ustalonego putapu y; wynosi

vo sin ag + \/vg sin® ag — 29y \/vg sin® g — 29y

ter = tl +
d g g
Zasieg
x(t; aoly(t) = yr) = x(ts; ao) = vot y cos ag
0§ sin 2aq N /(02 sin2a)2 — 8uggy s cos ag
2 29
Gdy yr =0, to
02
z(ty) = x(2t1) = ?0 sin(2a9) = ap = 45°
Zatem

yr <0 ag < 45°
yr =0, ag=45°
Yyr > 0 o« >45°
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Badania operacyjne Warunki optymalnosci dla zadari bez ogr.
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Przyktadowo, dla yy = 1000 m, to ag ~ 45.7°,
adla yy = 8848 m o =~ 50.9°!

Zadanie do samodzielnego rozwazenia

Jak zmieni sie rozwiagzanie gdy zatozymy wspétczynnik oporu powietrza
k=9-107% kg/m? Czy taka mata warto$¢ wspétczynnika oporu ruchu
uzasadnia zaniedbanie tego sktadnika?
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Badania operacyjne Warunki optymalnosci dla zadar bez ogr.

Minima lokalne vs globalne

4
10720 - - - - - ; ; ;

- global maxwmum\)

local maximum

lobal minimum

local minimum

> Funkcja f(z) przyjmuje w danym punkcie * minimum (maksimum) lokalne,
jesli w pewnym otwartym otoczeniu tego punktu funkcja nigdzie nie przyjmuje
wartoséci mniejszych (wiekszych).

> Jesli dodatkowo w pewnym otwartym otoczeniu tego punktu funkcja nie

przyjmuje wartosci réwnych f(x*), to nazywamy takie ektremum lokalne
wiasdciwym.

> Najwigksza i najmniejsza wartos$¢ funkgcji f w catej swojej dziedzinie nazywane
s3 odpowiednio maksimum i minimum globalnym.
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Badania operacyjne Warunki optymalnosci dla zadar bez ogr.

Wartosci i wektory wtasne

Niech macierz kwadratowa A reprezentuje przeksztatcenie liniowe
przestrzeni wektorowej na siebie sama. Jezeli dla pewnego wektora v i
pewnego skalara A spetniony jest warunek

Av = \v

to v nazywamy wektorem wtasnym tego przeksztafcenia, a A
odpowiadajaca mu wartoscig wtasna.

1. Warto$ci wtasne sg pierwiastkami wielomianu charakterystycznego
macierzy A:
pa(A) = det (A — AI) = 0, gdzie I jest macierza jednostkows,

2. Jezeli A jest symetryczna to wszystkie jej wartosci wiasne s3
liczbami rzeczywistymi.

3. Jezeli znamy warto$¢ wtasna \;, to odpowiadajacy jej wektor
wiasny v° jest rozwiazaniem ukfadu réwnan:
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Badania operacyjne Warunki optymalnosci dla zadar bez ogr.

Interpretacja: Jezeli A definiuje przeksztatcenie liniowe przestrzeni (np.
translacje, obrét, skalowanie, rzut perspektywiczny, etc.) to wektory
wtasne pokazuja kierunki ktére sa niezmiennicze wzgledem
przeksztatcenia, a odpowiadajace im wartosci wtasne pokazuja jak
przestrzen jest skalowana (rozciggana/sciskana) w tym kierunku.

Przykfad: Rozwazmy przeksztatce-
nie y = Ax gdzie:

1 2

A= 3 a
Réwnanie charakterystyczne 25
det([(l) 3}4[3 ﬂ):o N .
= (1-X))-(2—-))—2-0) =0 Wartosci s
wtasne: )
AM=1, A=2

Wektory wiasne: e

vt =[1.0,0.0]T, 0
v? =[0.8944,0.4472]7 %
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Badania operacyjne

Okreslonos¢ macierzy
Nastepujace stwierdzenia s réwnowazne:

1. Symetryczna macierz kwadratowa A jest dodatnio (ujemnie)
okreslona, co zapisujemy A = 0 (A < 0).

2. Dla kazdego niezerowego wektora & € R™, zachodzi
T Az >0 (<0).

3. Wszytkie wartosci wtasne s3 dodatnie (ujemne), tzn.
Vi, Ai >0 (<0).

> Analogicznie definiuje sie nieujemna (niedodatnig) okreslonos¢
macierzy, np. A = 0(A < 0) & Vi, A\, <0 (> 0).

> Numerycznie czesto tatwiej sprawdzac np. elementy piwotalne
macierzy lub wyznaczniki minoréw gtéwnych.
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Badania operacyjne Warunki optymalnosci dla zadar bez ogr.

Gradient

Gradientem funkgji f(x) nazywamy wektor:

grad(f(2)) = V() = | 2 ) SN

Interpretacja: Gradient (antygradient) funkcji w punkcie
pokazuje kierunek najwiekszego przyrostu (spadku) funkgji
widziany z tego punktu. Dtugos¢ tego wektora jest iloSciowa
miarg nachylenia funkcji w tym kierunku.
» Gradient prowadzi do uogdlnenie pochodnej dla funkgji
wielu zmiennych,
» Stosowany do opisu przestrzennego rozktadu zmian
skalarnej wielkos$ci fizycznej: temperatury, stezenia,
ci$nienia. potenciatu elektrvcznego etc.
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Badania operacyjne Warunki optymalnosci dla zadar bez ogr.

Przyktad:

Rozwazmy funkcje f(x1,z2) = x2sin(may) 4+ 21 cos(mxa) w obszarze
(iEl,ZEQ) S [—1, 1]2

Gradient:
e = | 5] = [ contrm) -+ costr
x)= Bg(w)  [sin(mxy) — 7y sin(7rag)
T2

Np. w punkcie (0, 0):
V£(0,0) = [1,0]T - kierunek osi x1

IVF(0,0)|=1=tga=1=a=45°

s
oo
::'z‘ ..
l' 7
l,%:"

Rzeczywiscie, dla 2 = 0 mamy
f(xlv 0) =1

czyli w przekroju wzdtuz osi x1 funkcja
jest liniowa ze wspdfczynnikiem kierunko-
wym réwnym 1!
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Badania operacyjne Warunki optymalnosci dla zadar bez ogr.

Stacjonarno$¢
Punktem stacjonarnym funkcji f : R” — R nalezacej do klasy C*,
nazywamy punkt z°, dla ktérego spetniony jest warunek:

Vf(z*)=0

Interpretacja: Zerowy maksymalny przyrost (réwnowazny dla odpowiednio
gtadkich funkcji zerowemu minimalnemu spadkowi) w punkcie oznacza,
ze funkcja jest stata (‘wyptaszcza sie’) w pewnym infinitezymalnym
otoczeniu tego punktu.

Twierdzenie 1: Warunek konieczny istnienia ekstremum

Jezeli punkt * € R™ jest minimum (maksimum) lokalnym funkgji
f € C! to jest punktem stacjonarnym tej funkcji, tzn. V. f(2*) =0
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Badania operacyjne Warunki optymalnosci dla zadar bez ogr.

Twierdzenie odwrotne do Tw. 1 nie jest prawdziwe!

Przykfad:

Rozwazmy funkcje f(z) = La® — 22°. Znalez¢ punkty stacjonarne.

Badamy gradient: Vf(z) = f'(z) =2*(z —1)(x +1) =0

X515 - x%13

0.15

0.1

0.05

> dobre narzedzie selekcji kandydatéw, ale nie rozréznia ekstremédw,
> niezbedna jest analiza wypuktosci funkgcji.
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Badania operacyjne Warunki optymalnosci dla zadar bez ogr.

Hesjan

Hesjanem funkcji f(z) € C? nazywamy macierz:

f@)  f(x) 9% f(x)
61-% Ox1x2 te OT1Ty
P f(x) I f(x) 9% f(x)
H@)=Vif@)=| oo o o
6’2f'(9ff) 5‘21;(96) 62];(39)
0T T1 0T, To e ox2

> Interpretacja: Hesjan jest uogdlnieniem drugiej pochodnej dla
funkcji wielu zmiennych. Dla u, v € R™ forma biliniowa u" H (z)v
jest druga pochodna kierunkowa funkgji f.

> Hesjan jest macierza symetryczng, mozna jg zastosowaé do
sprawdzenia wypuktosci (wklestosci) funkgji.
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Badania operacyjne Warunki optymalnosci dla zadar bez ogr.

Twierdzenie 2: Warunek wystarczajacy istnienia ekstremum

Punkt 2* € R™ jest minimum (maksimum) lokalnym funkcji f € C?
wtedy i tylko wtedy, gdy jest jej punktem stacjonarnym oraz hesjan w
tym punkcie jest dodatnio (ujemnie) okreslony, tzn.

Vf(z*) =0, oraz V2f(z*) =0 (<0)

> Jezeli dodatkowo funkcja f jest wypukta (wklesta) w catej
dziedzinie, to powyzszy warunek wystarcza, aby x* byt minimum
(maksimum) globalnym

» Twierdzenie pozwala identyfikowa¢ rézne typy punktéw
stacjonarnych na podstawie wartosci wtasnych hesjanu.
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Badania operacyjne Warunki optymalnosci dla zadar bez ogr.

Typy punktéw stacjonarnych:

a) minima, Vi); > 0 (wszystkie w. wiasne s3 dodatnie),
b) maksima, Vi)\; < 0 (wszystkie w. wiasne s3 ujemne),

c) punkty siodtowe, ViX; # 0 A 3i, jA;A; < 0 (wszystkie w. wtasne sg
niezerowe oraz przyjmuja warto$¢i zaréwno dodatnie jak i ujemne),

d) punkty osobliwe (zdegenerowane), Ji); = 0 (istniejg zerowe
wartosci wtasne).

> w przypadkach (a)-(c) dla odréznienia od sytuacji (d) czesto méwi
sie 0 ‘zwyczajnych’ lub ‘standardowych’ punktach stacjonarnych,

> przypadek (d) nie jest rozstrzygajacy i niezbedna jest dalsza
identyfikacja innymi metodami, punkt moze by¢ nadal ekstremum
lub p. siodtowym (nazywanymi wtedy zdegenerowanymi) lub
catkowicie innym punktem krytycznym (np. punktem przegiecia).
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Badania operacyjne Warunki optymalnosci dla zadar bez ogr.

(@) f(z,y) = 2% + 2y* w punkcie (z,y) = (0,0)

9f(x)
_ _ |2z _[2-0] _
Viz,y) = {agiz)} = [4?;} = Vf(0,0) = [4'0] =0
V2 f(z,y) = B ?J = A1 =2, A2 = 4 = minimum!

(c) f(x,y) = zy w punkcie (z,y) = (0,0)

Vi(z,y) = [Z%:] = [ﬂ — V£(0,0) = m —0

V2 f(x,y) = [(1) (1)] = A\ =1, A2 = —1 = p. siodlowy!
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Badania operacyjne Warunki optymalnosci dla zadar bez ogr.

(d1) f(z,y) = 2y + zy?

Vit = [0 ] = [0 = @ = 0.0

2 . 2y 2x + 2y 2 .

= A1 = A2 = 0 = p. osobliwy!

Zauwazmy, ze w kierunkach z =0, y = 0, y = z oraz y = —=z, funk-
cja jest stata, nie mamy zatem do czynienia z ektremum wtasciwym!

(d2) f(z,y) = —a* —y?

view =[] = 1] = @ =00
Ve =[5 5 = vire0=[) )

= A1 =0, A2 = —2 = p. osobliwy!

Mozna zastosowaé podstawienie r = 22 (dlaczego to zadziata?) lub ,
eksplorujac wyzsze pochodne sktadnikéw az pojawi sie pierwsza o . R
wartosci niezerowej, tutaj f;IW(O, 0) = —24 (czy wystarczy zba-

daé tylko pochodne czyste?). Stad mamy do czynienia z maksimum
zdegenerowanym!!!
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Badania operacyjne Warunki optymalnosci dla zadar bez ogr.

Przyktad:

Zidentyfikowa¢ minima i maksima funkgcji

F,q,7) = (2p® + 3¢ + 4r?) exp(l — p* — ¢% — 12)

Zerujemy gradient:
2p(2 — (2p® + 3¢ + 47"2))6(1_1’2_‘12_’"2) =0
2q(3 — (2p% + 3¢% + 4r?)et P =) — ¢
2r(4— (2p° +3¢> + 4r2)e(1_p2_q2_r2) =0

Stad, wyznaczamy punkty stacjonarne S = (p,
St =(0,0,0), S%/3 =(%1,0,0), S*¥5=(0,+ ) S6/7 = (0,0, +1)

Instytut Sterowania i Systeméw Informatycznych
Uniwersytet Zielonogorski



Badania operacyjne

Pochodne 2-go rzedu:

32f 2 2 2 2 2 2 2 (1*172*(1277"2)
opz 14T 2007 =67 = 8r7+ (4(2p7 + 3¢ + 4r7))p7Je
0% f o
e =17200p (40207 + 3¢% + r?))gple 70
(92
ap(;:« —[—24rp + (4(2p* + 3> + 4r))rple(tP* 0 =r%)
82 o
qu =[6— 30¢% — 4p — 8r% + (4(2p® + 3¢ + 4r?))g*let 7P~ =)
0? |
aqﬁfr —[~28rq + (4(2p* + 3¢> + 4r?))rqle P =" ="
2
% 2[8 — 4012 — 4172 _ 6q2 + (4(2172 + 3q2 n 4712))7.2}6(1_1)2_(12_742)
"
4e 0O 0
H(SY)= 1|0 6e 0| = minimum
0 0 8e
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Badania operacyjne Warunki optymalnosci dla zadari bez ogr.

-8 0 O
H(S*3)=|0 2 0| = p.siodtowe
0O 0 4
-2 0 0
H(S4/5): 0 —12 0| = p. siodtowe
0 0 2
—4 0 0
H(S%/T) 0 -2 0 | = maksima
0 0 -16

rzut p =0
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