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Badania operacyjne Zadania optymalizacji bez ograniczenh

WSTEP

Zadanie minimalizacji bez ogranicze n

f(#) = min f ()

rER"

f : R™ — R — funkcja ograniczona z dotu

Algorytm rozwigzywania

Rekurencyjny proces obliczeniowy, ktéry na podstawie zna-
jomosci biezacego punktu x* generuje nowy punkt z*1,
w rezultacie czego startujgc z punktu ! zostaje utworzony
ciag punktow {x*}>
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Badania operacyjne Zadania optymalizacji bez ograniczenh

Warunki konieczne i dostateczne dla zada n bez ogranicze n

Tw. 1. Niech f : R* — R! bedzie funkcja klasy C'*. Warunkiem koniecznym na to,
aby punkt z* € R” byt minimum lokalnym funkcji f jest

Vflx®) =0 (1)

Jezeli dodatkowo funkcja f jest wypukia, to warunek (1) jest warunkiem
koniecznym | wystarczajgcym na to, aby =* byt minimum globalnym
Tw. 2. Niech f : R® — R! bedzie funkcja klasy C?. Jezeli punkt z* € R" jest
minimum lokalnym to
Vfz") =0 (2)
oraz hesjan
V2 f(a") (3)

jest macierzag dodatnio okreslona.
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Badania operacyjne Zadania optymalizacji bez ograniczenh

Podziat metod

1. metody losowe (przypadkowe)

2. metody deterministyczne

e tworzenie kierunkoéw poszukiwan

¢ modyfikowana baza — bezgradientowe

¢ modyfikowany kierunek — gradientowe

e kolejny punkt wzdtuz danego kierunku poszukiwan

¢ metody dyskretne (poszukiwan prostych)

O metodg/ Z minimalizacg'a (kierunkow poprawy)
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Badania operacyjne Zadania optymalizacji bez ograniczenh

METODA Zt OTEGO PODZIALU

[ Metoda stosowana dla funkcji unimodalnych

[1 W kazdej iteracji generuje sie dwa punkty x; i x5 lezgce
wewnatrz rozpatrywanego przedziatu |a, b]

[1 Na podstawie wartoSci funkcji f(xq) i f(x2) okreSla sige, czy
minimum lezy w przedziale |z, b|, czy tez |a, x5

[1 W kazdej nastepnej iteracji wyznaczany podprzedziat
obejmujacy poszukiwane minimum zmniejsza sie o staty
czynnik o = 0,618

[0 Minimum mozna okreslic z zgdang doktadnoscig
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Badania operacyjne Zadania optymalizacji bez ograniczenh

Algorytm:
Krok 0. OkreSl przedziat |a, b] tak, aby obejmowat minimum funkcji f(x*)

Krok 1. Wyznaczz; =a+ (1 —a)(b—a), zo =a+ a(b—a)
gdzie o = 0.618 oraz oblicz f(x1) 1 f(x2).

Krok 2. Jesli f(x1) < f(x2) to idz do kroku 3, w przeciwnym przypadku do
kroku 4.

Krok 3. Podstaw b := x5 1 x5 := x1,0bliczxy =a+ (1 — a)(b— a)
oraz f(x1) 1 przejdz do kroku 5.

Krok 4. Podstaw a := x1 i x1 := x5, 0Oblicz x5 = a + a(b — a)
oraz f(x9) 1 przejdz do kroku 5.

Krok 5. Jezelib — a < ¢ (¢ -zadana doktadnosc) to zakoncz obliczenia,
przyjmujac x* = x1 jeSh f(z1) < f(x2) lub x* = x5 jesSl f(x1) > f(x2);

w przeciwnym przypadku przejdz do kroku 2.
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Badania operacyjne Zadania optymalizacji bez ograniczenh

METODA APROKSYMACJI KWADRATOWEJ

[1 Zaktada sie, ze w otoczeniu minimum, funkcje mozna
zaproksymowac wielomianem drugiego stopnia

[J wartosc funkcji jest wyliczana w trzech kolejnych punktach i

za ich pomoca okreslany zostaje wielomian interpolacyjny
drugiego stopnia

[1 wyznaczenie przedziatu zawierajgcego minimum, a
nastepnie zastosowanie interpolacji kwadratowe]

Zatdzmy, ze znamy wartoSci funkciji celu f,, f, 1 f. w kolejnych
trzech punktach z,, z, 1 x. (v, < 1y < 2()
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Wielomian interpolacyjny Lagrange’a

(x — x4)(x — x0)
th (Ty — o) (Tp — Te) W

(x — xp) (@ — @)
(xa — xb)(aja — 376)
(z — 2o)(x — as)
(xc — xa)(xc — xb)

flz) = fa

+fe

Warunkiem koniecznym istnienia ekstremum jest

df (z) _
dCIZ _O’a::a:m (5)
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Otrzymujemy

gdzie
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Badania operacyjne Zadania optymalizacji bez ograniczenh

Wiasciwo Sci

[1 Znaleziony punkt moze okazac sie maksimum w kierunku

[ Niewlasciwa zamiana punktéw wyjsciowych moze doprowadzic
do rozbieznoSci metody

[1 Algorytm jest jednostajnie minimalizujacy — znajduje minimum
w kierunku z zadang doktadnoSciag

[1 Jezeli dang funkcje mozna z powodzeniem przyblizyC
wielomianem drugiego stopnia, metoda jest szybko zbiezna
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Badania operacyjne Zadania optymalizacji bez ograniczenh

METODA NAJWIEKSZEGO SPADKU

[1 Algorytm iteracyjny
Xpr1 = X + ndg (9)
gdzie d; — kierunek poprawy w k-tej iteracji, n — krok

[1 Kierunek poprawy wyznacza sie na podstawie znajomosci gradientu funkcji
celu

dp = =V f(xk) (10)

[1 Gradient jest kierunkiem najwiekszego wzrostu — przy gradiencie stosuje sie
znak minus

[1 Do rozpoczecia procedury potrzebny jest dowolnie wybrany punkt startowy

[1 Warunek stopu
Xk+1 — Xg| <€ (11)
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Badania operacyjne

Zadania optymalizacji bez ograniczenh

METODA NEWTONA

Fx) = fo + (x = x0) V£ (x0) + 5 (x — %0 H(x = %0) + ..

Metody dobierajgce wartoSc kroku uczenia automatycznie

Rozwiniecie w szereg funkcji kosztu f wzgledem xg

1

gdzie H — hesjan (macierz drugich pochodnych)

Vfx)=Vf(xo)+H(x—xq)+...

Po zrozniczkowaniu otrzymujemy

Pomijajac cztony wyzszego rzedu i przyrownujgc do zera

Vf(X()) + H(X — X()) =0

lub

. , Xéf—hl
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Badania operacyjne Zadania optymalizacji bez ograniczenh

Metoda Newtona — wiaSciwosSci
e metoda kosztowna obliczeniowo
¢ potrzeba odwracania hesjanu

¢ potrzeba obliczania drugich pochodnych

e metoda niestabilnie numerycznie w przypadku rozpoczecia obliczeh daleko
od punktu optymalnego

e algorytm niepraktyczny w przypadku wielowymiarowym

e metoda stosowana jako punkt odniesienia

e praktycznie stosuje sie techniki przyblizajagce macierz hesjanu — metody

uagl newto%ows e
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Badania operacyjne Zadania optymalizacji bez ograniczenh

METODY QUASI-NEWTONOWSKIE

[1 Metody przyblizajagce macierz hesjanu
[1 Aktualizacja rozwigzania
X1 = Xk — BiV f(xz) (16)
gdzie B H™!
[ Metoda BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno)

AXkAG%] Bk;_l [I B AGkAX%]

B, = |I-
: [ AGT Axy, AGT Axy,
gdzie AXk = X — X1 I AGk = Vf(Xk;) — Vf(Xk;_l)
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Badania operacyjne Zadania optymalizacji bez ograniczenh

[ Metoda DFP (Davidon-Fletcher-Powell)

AXk_leg Bk_lAGkAGgBk_l
B, —B,_ _ 18
& k=1 AxTAG, AGTB,_1AG, (18)

gdzie AXp = Xp — Xp—1 I AGy = Vf(Xk) — Vf(Xk_l)

Metody quasi-newtonowskie — wiaSciwosci
[1 Brak operacji odwracania macierzy hesjanu
[J Blisko rozwigzania zbieznosc jest dobra

[J Poczatkowo zbieznoSc¢ jest staba (na poczatku przyblizenie odwrotnosci
hesjanu jest stabe, polepszane z iteracji an iteracje)
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Badania operacyjne Zadania optymalizacji bez ograniczenh

METODA LEVENBERGA-MARQUARDTA

[ Przyblizenie metody Newtona
[1 Macierz hesjanu przybliza sie za pomoca macierzy jakobianu
Hy, = J.J, (19)
gdzie J — jakobian
[1 reguta aktualizacji punktu
Xpe1 = Xp — (JL Jp 4+ D) "IV F(x1) (20)

gdzie p — wspotczynnik
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Badania operacyjne Zadania optymalizacji bez ograniczenh

Wiasciwosci
[0 Szybka zbieznoS¢ do rozwigzania
[0 Dla i duzego metoda staje sie metoda najwiekszego spadku
[1 Dla x matego metoda staje sie metodga Newtona

[J W czasie uczenia p jest zmniejszany kazdorazowo po wykonaniu kroku
zmniejszajgcego wartoSc funkcji celu

[1 Dzieki zmniejszaniu p algorytm staje sie metoda Newtona blisko rozwigzania

O u jest zwiekszany tylko w przypadkach kiedy za duzg jego wartoSc powoduje

wzrost wartosci funkcji celu
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Badania operacyjne

GRADIENT, HESJAN, JAKOBIAN

Gradient
of(x) 0f(x)
V = ..
f<X) 8%1 8%2
Hesjan
[ 0% f(x)  9*f(x)
8x% 0x1To
9% f (%) 82f(2><)
H — Oxox1 oxs

0°f(x)  9*f(x)
| Ox o1 0T, To
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of (x)
- Oz,

0 f(x)

0x1Tn

0 f(x)

Oxsxy,

0° f(x)
ox

3N

(21)

(22)
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Badania operacyjne

Jakobian
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0fi(x)  9f1(x)
8:131 8332

Ofa2(x)  Of2(x)
8%1 8%2

O fn(x) O fn(x)
8:131 8:132

Zadania optymalizacji bez ograniczenh

8f1 (X)

0L,

0 fa(x)

0T m

O fn(x)

OZ o,

(23)
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