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1

Wstep do Matlaba

Motto:
Matlab przyjacielem kazdego studenta.

1.1

Material omawiany na laboratorium

Material laboratorium Metod Numerycznych obejmuje nastepujace zagadnienia:

1.
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Wstep, plan zaje¢ na laboratorium podstawowe informacje o Matlabie
Obliczenia, operacje elementarne na macierzach

Grafika 2D i 3D w Matlabie

Programowanie w Matlabie, m-pliki, m-funkcje.

COLLOQUIUM 1

Rozwiazywanie réwnan nieliniowych

Zagadnienia algebry liniowej

COLLOQUIUM 2

Zagadnienia interpolacji

Zagadnienia aproksymacji

. COLLOQUIUM 3

. Calkowanie numeryczne

COLLOQUIUM 4 — podsumowanie, wpisy do indeksow

Koncowa ocena z zaliczenia laboratorium to érednia ocen z poszczegélnych colloquium. W przypadku braku
oceny z colloquium student jest zobowiazany do zaliczenia sprawdzianu na nastepnych zajeciach.

1.2

Literatura

Literatura dotyczaca metod numerycznych jest bogata. Oto kilka pozycji:

1.
2.
3.
4.

Metody numeryczne, Fortuna Zenon, Macukow Bohdan, Wasowski Janusz, WNT, Warszawa, 1995
Algorytmy numeryczne, Kazimierz Wanat, Gliwice, Helion, 1994
Metody numeryczne, Ake Bjarck, Germund Dahlquist, Warszawa, PWN, 1987

Metody numeryczne, Jerzy Klamka i in., Gliwice : Politechnika Slaska, 1998

O programie Matlab takze napisano kilka ksiazek. Kilka pozycji oferuje wydawnictwo Mikom (lacznie sze$é
pozycji) i Helion:

1.

AT B B

6.

MATLAB i Simulink. Poradnik uzytkownika. Wydanie II, Bogumita Mrozek, Zbigniew Mrozek, 2004
Programowanie w MATLAB, Jerzy Brzézka, Lech Dorobcezynski, Warszawa 1998, wydanie 1

Matlab. Cwiczenia z ..., Przyklady i zadania, Anna Kaminska, Beata Panczyk, Warszawa 2002, wydanie I
Wykresy i obiekty graficzne w MATLAB, Wiestawa Regel, Warszawa 2003, wydanie I

Metody numeryczne w programie Matlab, Marcin Stachurski, Warszawa 2003, wydanie I

Obliczenia symboliczne i numeryczne w Matlab, Wieslawa Regel, Warszawa 2003, wydanie I

Jednak wszystkie informacje o Matlab’ie mozna odszukaé¢ w samym programie. Posiada on bardzo dobra doku-
mentacje z ktorej trzeba korzystac!



1.3 Kilka uwag o programie Matlab

Ponizsze uwagi maja charakter informacyjny nie wyczerpuja doktadnie catoéci zagadnien.
Dlatego warto siggna¢ do dokumentacji wbudowanej do programu Matlab oraz
eksperymentowania?.

Program Matlab to jeden z lepszych pakietéw zorientowanych przede wszystkim na obliczenia numeryczne.
Zaleta Matlaba jest mozliwo$¢ interaktywnej pracy z konsoli, gdzie mozna wydawaé pojedyncze polecenia.
Istnieje tez mozliwosé tworzenie skryptéw oraz dodawanie nowych funkcji. Zaleta Matlab’a jest takze duzy pakiet
gotowych do wykorzystania funkcji np.: do tworzenia sieci neuronowych, czy pakiet Simulink. Tego rodzaju
pakiety nazywa sie tez toolbox’ami. Waznym aspektem jest takze wydajno$¢ numeryczna. Wczesniejsze wersje
Matlab’a nie oferowaly pod tym wzgledem duzych mozliwosci. Jednak od wersji 6.5 Matlab dzieki bibliotekom
Atlas® moze zaoferowaé wysoka wydajnosé.

1.4 Pomoc programu Matlab

Program Matlab posiada bardzo bogata dokumentacje z licznymi przykladami. Z pomocy mozemy korzystac
na dwa sposoby: za pomoca konsoli i polecenia help, badz z interfejsu graficznego programu. Dokumentacja
zostala zgromadzone w opcji Help/Full Product Family Help i jest to gléwny zbiér gdzie znajduja sie informacje o
toolbox’ach i funkcjach w nich zgromadzonych. Po wybraniu tej opcji pokaze sie okno podobne do okna z rysunku
1 Korzystanie z tej formy pomocy jest charakterystyczne dla aplikacji okienkowych. Cala struktura pakietu
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Rysunek 1: Gléwne okno pomocy programu Matlab

Matlab jak wida¢ na rysunku 1 zostala przedstawiona w formie drzewa. Upraszcza to dostep do informacji
0 poszczegdlnych toolbox’ach. Podczas wyszukiwania informacji przydaja sie zakladki Index — zostaly tam
zgromadzone wszystkie stowa kluczowe. Wpisujac slowa system zaweza liste slow rozpoczynajacych sie od
podanej przez nas frazy. Okno pomocu posiada tez zaktadke Favorites mozemy w niej umieszczaé odniesienia
do najbardziej interesujacych nas zagadnien. Wystarczy w drzewie Contents wybra¢ nas potrzebne zagadnienia
i poprzez menu kontekstowe (prawy przycisk myszy) wybraé¢ opcje Add to Favorites.

System pomocy Matlab’a pozwala takze na przeszukiwanie dokumentacji elektroniczej. Stuzy do tego za-
ktadka Search w oknie pomocy. Mozemy przeszukiwaé¢ dokumentacje na kilka sposob:

e opcja Full Text — przeszukuje tresé¢ dostepnych dokumentéw pomocy
e opcja Document Titles — umozliwia przeszukiwanie wérod tytuléw zgromadzonych dokumentdw
e opcja Function Name — szuka podanej frazy w bazie nazw funkcji dostepnych w Matlabie

e opcja Online Knownledge Base — przeszukiwanie zasobéw sieciowych

2Choé przy funkcjach obstugi systeméw plikéw np.: delete oraz rmdir zalecana jest daleko idaca powsciggliwosé.

3Pakiet Atlas — darmowy zestaw procedur numerycznych dostepnych pod adresem: http://math-atlas.sourceforge.net/. Nie jest
to jedyna darmowa biblioteka z jakiej korzysta Matlab innym jest zbiér metod numerycznych napisanych w Fortranie o nazwie
LAPACK czy BLAS.



Oproécz wygodnego graficznego systemu pomocy Matlab oferuje takze specjalne polecenie help. Wszelkie
informacje jakie uzyskamy sa wys$wietlane bezposrednio w konsoli programu. Uzyskanie informacji nt. jakiegos
polecenia jest nastepujace np.:

>> help det

Po wydaniu tego polecenie otrzymamy na ekranie konsoli informacje na temat podanej funkcji. Gdy pomoc dla
danego polecenia nie bedzie dostepna to Matlab wyswietli stosowny komunikat jak w ponizszym przyktadzie:

>> help fid2

No help comments found in fid2.m.
Jednak gdy dana funkcja rzeczywiscie nie istnieje to otrzymamy inny komunikat:

>> help fff

fff.m not found.

Polecenie help jest w rzeczywistosci funkcja ktora nalezy utozsamiaé np.: z pojeciem funkcji w jezyku Pascal.
Przyjmuje ona argumenty i zawraca warto$é np.: msg=help(’sin’); oznacza, ze funkcja help znajdzie informacje
na temat sin a tekst pomocy zapisze do zmiennej msg.

Wersja 7.0 posiada dodatkowe polecenie o nazwie doc zwigzane z systemem pomocy. Sposéb uzycia tego
polecenia jest podobny do help np.: doc vpa spowoduje wyswietlenie informacji za posrednictwem okna Help,
czyli z gtéwnego systemu pomocy.

Wiele cennych informacji znajduje sie takze na stronie producenta programu Matlab*. Natomiast podstawo-
wym forum wymiany informacji o tym programie jest strona MatLabCentral®. Znajduje sie tam wiele odsylaczy
do innych miejsc w sieci oraz wiele przykladéw stosowania réznych toolbox’ow.

1.5 Sciezki przeszukiwan

Istotna czynnoscia jaka warto wykonaé przed rozpoczeciem pracy jest utworzenie nowego katalogu. W katalogu
tym powinny znajdowaé sie pliki z jakimi bedziemy pracowaé. Aby zwiekszy¢é wygode pracy warto dotaczyc
wspomniany katalog do $ciezki przeszukiwan. Ta czynno$¢ wykonujemy w oknie Set Path (Rysunek 2). Aby
to zrobi¢ nalezy wybraé opcje Set Path z menu File a nastepnie dodaé potrzebna sSciezke za pomoca przy-
cisku Add Folder... poczym zapisaé¢ zmiany przyciskiem Save. Pozwoli to korzystaé z utworzonych przez nas
m-plikéw identycznie jak z pozostatych funkcji programu Matlab. Sciezke mozna takze dodaé¢ poprzez polecenie

e T
All changes take effect immediately.
MATLAB search path:
Add Folder. I (3 Damatiabitoolbodmatiabigeneral ﬂ

(1 Dimatlabtoolbmdmatiablops
Add with Subfolders..
(L3 Dimatiabitoolboximatiablang
[0 Dimatlabitoolbodimatiablelmat
Move o on
(3 Danatlabitoolboxdmatiabletiun
Move Up ([ Dimatlabitoolbodmatiabispectun
(3 Damatlabitoolbodmatiabimatiun
Wovz Do
(23 Dimatlabitoolbodmatiabidatafun
ove to Bottorm (L3 Damatlabitoolbodmatiablaudio

(23 Dimatlabitoolbodmatiabipolyfun
(3 Damatlabitoolbodmatiabifuntun
Remoye
"7 Dmatlabitoolboximatiablsparfun ﬂ

Save | Close | Revert | Default | Help |

Rysunek 2: Sciezki przeszukiwan, czyli okno Set Path

addpath. Wystarczy np.: wydaé nastepujace polecenie: addpath c:\mojepliki aby uzupeinié Sciezke przeszu-
kiwan o nowe katalog. W Matlabie wiele rzeczy mozna na rézne sposoby. Nowa Sciezke mozna dopisaé takze w

4http://www.mathworks.com/
Shttp://www.mathworks.com/matlabcentral /



nastepujacy sposéb: path(path, ’c:\\mojepliki’). Czasami przydaje si¢ informacja o tym w jakim katalogu
zostal zainstalowany Matlab. Tg informacje uzyskamy za pomoca polecenia: matlabroot.

1.6 Uruchamianie i wylgczanie Matlab’a

Proces uruchamiania Matlab’a sprowadza sie do klikniecie na odpowiednia ikone na pulpicie badZ wybrania
z menu Start jesli Matlab zostal zainstalowany w srodowisku Windows stosownej opcji. Matlab mozna takze
uruchomié¢ za pomocg pliku bat. Znajduje sie on w katalogu c:\matlab\bin, jesli naturalnie program zostat
zainstalowany w katalogu c:\matlab.

Podczas pierwszego uruchomienia Matlaba po instalacji dokonywana jest indeksacja toolbox’éw. Operacje
te warto powtorzy¢ jesli instalowany byty nowe toolbox’y. Wykonujemy ja np.: wydajac polecenie rehash z
odpowiednim parametrem:

>> rehash toolboxcache

Oczywiscie operacje uaktualnienia wykonaé¢ z poziomu menu. Nalezy z menu File wybra¢ opcje Preferences....
Ukaze sie okno podobne do okna z rysunku 3 a nastepnie w sekcji General przyciskiem Update Toolbox Path
Cache rozpoczyna operacje uaktualnienia.

Iz

General Preferences

I:an&cu\ms

Source Control :2 e
v

- Command Windave Showtaofips

tF”"‘&C“‘”'S [ Toalhox path caching
Keyboard & Indenting

V' Enable taolboy path cache
I~ Cammant History

I™ Enable toolhox path cache diagnostics
- EditoriDebugger

- Help Update Toalbox Path Cache

—Current Directory

-Figure window printing
Speciy how colored lines and text are sentto the printer.
& Use printer efaults

[~ Workspace
I Array Editor
[~ GUIDE € Abways send as hlack and white
*H-Figure Gopy Template  aways send as color

- Sirnulink

Fonts
Simulation

ok | cancel | sy | Hep

Rysunek 3: Okno preferencji

Zakonczenie pracy z Matlabem mozna wykona¢ na dwa sposoby. Wybierajac z menu File opcje Ezit, badz
klikajac na oknie przycisk zamkniecia okna lub kombinacja klawiszy ALT-F/. Oprécz tych podstawowych mozli-
wosci zakonczenie pracy mozna wymusi¢ poleceniem quit. Przyjmuje ono dwa argumenty: quit cancel odwotuje
proces zamknigcia natomiast quit force definitywnie zamknie program. Otéz polecenie quit domyslnie szuka
m-pliku o nazwie finish.m. Jesli ten plik zostanie odszukany to wykonywana jest jego tres¢. W owym pliku mozna
nakaza¢ odwolanie operacji zamkniecia podang opcja cancel. Doskonalym przykladem moze byé ponizszy kod
ktory umieszczony w pliku finish.m w momencie zamykania programu zada pytanie czy z istotnie chce zamknaé
program Matlab:

button = questdlg(’Zakoﬁczyé dziatanie programu?’, ’Pytanie’,’Tak’,’Nie’,’Nie’);
switch button
case ’Tak’,
disp(’Zamykanie programu’) ;
save
case ’Nie’,
quit cancel;
end

W powyzszym skrypcie wystepuje jedno bardzo istotne polecenie: save. Za jego pomoca mozna zapisaé¢ cala
przestrzen robocza do pliku. Polecenie to przyjmuje caly szereg parametréw np.: save roboczy.mat zapisze

workspace do pliku roboczy o rozszerzeniu mat. Za wczytanie zapisanych danych jest odpowiedzialne polecenie
load.



Podczas pracy z Matlabem nader czesto przydaje sie¢ historia wszystkich polecen jakie sa wydawane z po-
ziomu konsoli. Sam Matlab w oknie History przechowuje historie wydanych polecen. Mozna tez nakazaé pro-
gramowy umieszczanie wszystkich danych wyswietlanych na konsoli (nie tylko historie wydanych polecen ale
takze ich wynikéw) poleceniem diary. Polecenie to przyjmuje za argument nazwe pliku. Wydanie polecenie
diary moja_sesja.txt z powoduje, ze w pliku moja_sesja.tzt beda zapisywane wszystkie informacje jakie
ukazuja na ekranie konsoli. Wylaczenie zapisu nastepuje po wydaniu polecenia: diary off.

1.7 Zmienne oraz funkcje specjalne

Jedli wynik dziatania jakiejkolwiek operacji nie zostanie umieszczony w zmiennej to Matlab samodzielnie tworzy
zmienna o nazwie ans. W tej zmiennej umieszczany jest wynik dzialania.

Matlab posiada tez predefiniowane warto$ci do oznaczania wartosci specjalnych np.: nieskonczonosci. Za
pomocy litery j oznaczany jest czynnik liczby zespolony. Za pomoca skrétu NalN (ang. not a number) oznaczono
sytuacje, ze dana warto$¢ nie jest wartoécia w sensie liczbowym. Podobnie przez Inf oznaczono nieskoniczonosé.

Wartosci NaN, Inf moze stosowaé tak jak inne liczby czy ciagi znakéw i poréwnywaé choéby przy pomo-
cy instrukcji if. Matlab oferuje takze specjalne funkcje sprawdzajace czy podana zmienna czy wyrazenie jest
okreslonego typu. Oto kilka przyktadow:

e isinf — sprawdza czy wartos¢ jest nieskonczona

e isfinite — przeciwienstwo poprzedniej funkcji bo sprawdzamy czy warto$¢ jest skonczona
e isnan — czy wartosé jest typu NaN

e isreal — czy wartosé jest typu rzeczywistego

e isfloat — czy warto$¢ jest typu zmiennoprzecinkowego

e isinteger — czy warto$¢ jest calkowita

Matlab jako pakiet numeryczny definiuje kilkanascie typow. Oprocz podzialu na macierze, wektory, skalary.
W ramach tych ostatnich wyréznia sie kilkanascie roznych typéw. Tabela 1 prezentuje podstawowe typu dostepne
w Matlabie. Doktadniejsze informacje o typach mozna przeczyta¢ po wydaniu nastepujacego polecenia: help
datatypes

W przypadku réznych typéw catkowitych czy zmiennoprzecinkowych wazne sg wartosci minimalne i maksy-
malne. W kontekscie metod numerycznych do bardzo istotna informacja. Poznajemy je za pomoca nastepujacych
funkcji:

e intmin
e realmin
e intmax
e realmax

Uzupelniajaca te informacje jest funkcja eps. Jej wartoscia jest dokladnos¢ z jaka przeprowadzane sg obliczenia
a doktadniej réznica pomiedzy podang liczba na nastepna wigksza od niej liczba zmiennoprzecinkowa. Ponizej
kilka przyktadow zastosowania funkcji eps:

double precision
eps(1/2) = 27(-53)
eps(1) = 27(-52)

eps(2) = 27(-51)

single precision
eps(single(1/2)) = 27(-24)
eps(single(1)) = 27(-23)
eps(single(2)) = 27(-22)



Typ Krotki opis
logical Logical array of true and false values
char Characters array
numeric Integer or floating-point array
integer Signed or unsigned integer array
int8 8-bit signed integer array
uint8 8-bit unsigned integer array
int16 16-bit signed integer array
uint16 16-bit unsigned integer array
int32 32-bit signed integer array
uint32 32-bit unsigned integer array
int64 64-bit signed integer array
uint64 64-bit unsigned integer array
float Single- or double-precision floating-point array
single Single-precision floating-point array
double Double-precision floating-point array
cell Cell array
struct Structure array
function_handle Function handle
‘class_name’ Custom MATLAB object class or Java class

Tabela 1: Podstawowe typy danych w Matlab’ie

1.8 Format wyjscia oraz funkcje wyjscia

Standardowo wyniki obliczenia w Matlabie sa wyswietlane do pieciu miejsc po przecinku. Odpowiada to po-
leceniu format short. Jest to tzw. format staloprzecinkowy. Zwiekszenie dokladnosci do pietnastu miejsc po
przecinku wymaga podania opcji long dla polecenia format. Polecenie to pozwala na wyswietlanie liczba w
postaci szesnastkowe]j (format hex) oraz w postaci ulamkéw format rat jednak tylko dla matych liczb.

Wigksza doktadno$¢ obliczen mozna wymusi¢ poprzez polecenie vpa np.: vpa(pi, 1000) oblicza wartosé
liczby 7 do tysiecznego miejsca po przecinku.

Choé¢ po wpisaniu samej nazwy zmiennej Matlab wys$wietli warto$¢ jaka jest w niej przechowywana, w
skryptach taki sposéb wyswietlania wartosci nie jest poprawny. Do wyswietlania wtasnych komunikatéw mozna
zastosowa¢ dwa polecenia disp oraz sprintf.

Polecenie disp przyjmuje za argument wyrazenie lub zmienna przeznaczona do wyswietlenia np.: disp(a).
Dopuszczalnym argumentem jest ciag znakéw objety apostrofami: np.: disp(’ jakis tekst ’). Gdy istnieje
potrzeba wyséwietlenia kilku zmiennych to nalezy stosowaé operator konkatencji ciagdéw znakow reprezentowany
przez dwa nawiasy kwadratowe. Jednak nalezy w przypadku kazdej wykona¢ konwersje z wartosci liczbowej na
tekst za pomoca funkcji num2str (badz int2str):

x=1; y=2; z=3;
disp([num2str(x) ’,’ num2str(y) ’,’ num2str(z)])

Wiecej mozliwosci formatowania reprezentacji liczb daje funkcja przeniesiona z jezyka C o nazwie sprintf.

Jednak przygotowuje ona tylko i wylacznie ciag znakéw zgodnie z parametrami. Do ostatecznego wys$wietlenia
trzeba stosowaé polecenie disp. Przyklad formatowania z wykorzystaniem polecenia sprintf jest nastepujacy:

x=1; y=2; z=3;
disp(sprintf(’%d %d %d’,x,y,z))
1.9 Tworzenie m-plikéw

Matlab jest $rodowiskiem interaktywnym tzn. z poziomu konsoli wydajemy polecenia. Jednak wiele z tych
polecen to nazwy skryptow, czyli plikow zawierajacych polecenia do wykonania przez Matlaba. Takie pliki
nazywa sie m-plikami. Istnieja dwa rodzaje tych plikow tzw. skrypty gdzie instrukcje wykonywane sa kolejno



linia po linii poczawszy od poczatku pliku. Drugi rodzaj to m-funkcje. W pliku tworzona jest specjalna funkcja
ktora przyjmuje argumenty. W ten sposéb zostaly opracowane niemal wszystkie dodatkowe pakiety dostepne w
systemie.

Tworzenie m-funkcji jest tematem jednego z nastepnych laboratoriow i zostanie tam doktadniej omoéwione.
Jednakze tworzenie skryptow jest bardzo tatwe. Z menu File nalezy wybraé opcje New a z menu jakie si¢ ukaze
opcje M-File. Ukaze sie¢ okno podobne do okna z rysunku 4. Po wpisaniu tre$ci m-pliki mozna go natychmiast

Il
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Rysunek 4: Okno edytora m-plikéw

wykonaé naciskajac klawisz F5. Plik taki po zapisaniu na dysku pod okreélona nazwa mozna wykonaé¢ wpi-
sujac w oknie konsoli nazwe pliku (katalog zawierajacy ten plik musi naturalnie byé wpisany do liste $ciezek
przeszukiwan).

1.10 Octave — darmowy odpowiednik

Program Octave® to darmowy odpowiednik programu Matlab. Choé¢ nie jest on tak bardzo rozbudowany jak
Matlab to ma pewne zalety. Po pierwsze jest programem znacznie mniejszym przez co nie wymaga duzej ilosci
pamieci RAM czy szybkiego procesora. Pracuje bardzo sprawnie na starszych komputerach. Posiada pelny kod
zrodlowy co pozwala na pelna modyfikacje tego pakietu i dopasowanie jego do wlasnych potrzeb.

Octave nie oferuje po instalacji tak duzego zbioru funkcji jak Matlab ale z punktu widzenia metod numerycz-
nych obydwa pakiety oferuja podobne mozliwosci. Przy czym w rzeczywistosci spotecznos$é uzytkownikéw tego
programu opracowala wiele dodatkowych toolbox’éw. Niestety dodatkowe funkcje wymagaja wiecej wysitku w
ich instalacje.

Pakiet Octave najlepiej funkcjonuje w systemie Unix w tym oczywiscie takze pod Linux’em. W nim tez
najlatwiej instalowaé¢ dodatkowe pakiety. Wydajno$é¢ pakietu wbrew pozorom nie jest nizsza niz Matlab a to z
tego wzgledu, ze wykorzystywane sa te same zbiory metod numerycznych zgromadzone w pakietach LAPACK,
BLAS oraz Atlas. Co wiecej moga one dziata¢ nawet sprawniej poniewaz Octave jest pozbawiony wielu dodatkéw
co niewatpliwie wplywa bardzo dobrze na jego szeroko pojeta wydajnosc.

Sposéb pracy z Octave jest identyczny jak z Matlab’em. Dostepny jest tryb interaktywny, mozna tez tworzy¢
m-pliki. Na stronie domowej tego projektu dostepna jest obszerna dokumentacja.

1.11 Zadania

1. Odszukaé informacje o funkcji det za pomoca graficznego interfejsu (poszukaé za pomoca zakladek Index
oraz Search). Co wyznacza funkcja det?

2. Poszukaé informacji o funkcji fsolve za pomoca okna Help.
3. Sprébowaé wykonaé przyklady zwiagzane z funkcja fsolve.

4. Wyszukaé informacje o funkcji plot za pomoca Search we wszystkich czterech kategoriach.

6Program mozna odszukaé pod adresem http://www.octave.org. Jest on tez dostepny w wielu dystrybucjach Linux’a np.: RedHat,
Debian.
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10.

11.
12.
13.

14.

15.
16.
17.
18.
19.

20.

Jakie informacje otrzymujemy po wydaniu polecenia help.
Przeczytaé informacje uzyskane z polecenia: help help.
Uzyska¢ informacje o poleceniach: lookfor, what, which, more, who. Poda¢ przyklady ich zastosowan.

Polecenie help (jak i kilka innych) wystepuje w dwdch formach. Jakie sa to formy i jakie maja przezna-
czenie.

Sprawdzié¢ jak dziataja klawisze kursora w konsoli programu Matlab.

Odszukaé¢ informacje na temat polecen systemu plikéw: dir, cd, Is, pwd, copyfile, delete, fileattrib,
movefile, mkdir, rmmdir, exist.

Jakie jest przeznaczenie polecen: clear, clc, home
Sprawdzié¢ dziatanie funkcji demo.
Wykonaé nastepujace polecenia w Matlabie:

[x,y] = meshgrid(-3:1:3);
z = peaks(x,y);
surf (x,y,2)

Zapozna¢ si¢ z funkcjami okna wykresow jakie sie pojawilo.

Utworzy¢ plik finish.m z trescig podana w poprzednich punktach i sprawdzi¢ czy istotnie blokuje on proces
wylaczanie programu?

Sprawdzié¢ jak dzialaja polecenia save, load oraz diary.?

Polecenie save posiada mozliwo$¢ zapisu wybranych zmiennych podaé¢ przyklad jego zastosowania.
Sprawdzi¢ na czym polegaja réznice pomiedzy poleceniami path oraz addpath.

Po co stosujemy polecenie rehash? Jakie inne argumenty mozna je zastosowac?

Napisaé krétki skrypt (m-plik) ktéry pokaze wartosci minimalne i maksymalne dla wszystkich podstawo-
wych typéw liczbowych.

Funkcje num2str oraz int2str wykonuja ta samg operacje dokonuja konwersji liczby na ciag znakéw. Roznia
sie jednak istotnym detalem. Jakim?

Operacje na macierzach oraz obliczenia symboliczne

Zadania

. Obliczy¢ numerycznie nastepujace wyrazenia:

(a) 4arctgl, 72, V10

(b) rozwiazaé¢ réwnania: 22 +1=0,2> —2+3=0, 22 =62+ 13 =0

X 3
(c) wykonaé dziatania: (3 + 7i)(—2 + i) + (=5 — 2i)(—1 — 7i), BT, (% - z@)

. Dla nastepujacej macierzy A:

11 12 13 14
21 22 23 24
31 32 33 34
41 42 43 44

wykonaé z poziomu konsoli nastepujace polecenia:



(a
(b
(c
(d

zdefiniowaé zmienng A (np.: A=[11 12 13 14 ; 21 i etc. ])

wykonaé¢ operacje: A, A(:,3), A(2,:), A(1,2), A(1:3,3:4), A(:), A(:,:)
wykonaé operacje: [A A], [A; A], [ A(;, 1) A(:5,2) |, [ A, 1) 5 A(T,
wykonaé operacje: A(:,1)=[1, A(2, :)=[], A(1,1)=[], x(1,:)=[1 4 9]

przeczytaé do czego wykorzystuje si¢ polecenia: zeros, ones, eye, diag, rand

)]

)
)
)
)
(e)
(f)
3. Narysowaé trojkat Sierpinskiego wykorzystujac fakt, ze reszta z dzielenia modulo dwa poszczegdlnych ele-
mentéw tréjkata Pascala daje przyblizony obraz tréjkata Sierpifiskiego (wykorzystaé polecenie format +
aby poprawié czytelnosé).

f) wykonaé operacje: ones(3,3), eye(3), diag(A,-1), diag(A), diag(A,1), [eye(2) ; rand(2,2)]

4. Za pomocy funkcji diag, ones oraz operatora dodawania i zakresu podaé¢ polecenia potrzebne do zbudo-
wania nastepujacej macierzy:

OO O OO NW
SO OO N NW
SO OO N~ WO
OO NOWo o
O = WO OO
NN WoOoO O oo
Ww o oo oo

5. Wykonaé¢ nastepujace operacje na macierzach A i B:
(a) |Al, |A||B|, |AB|, AT, AB, A+ B, 2A +4BT, AA, det A, det AB, det Adet B, 2+ B
6. Rozwiazaé nastepujace uklady réwnan (korzystamy tylko z funkcji det):

3x+4y—2=6
(a) 6r —by+2z=38
9z —4y + 2z =10

5z 4+ 2y = —1
(b) 3x+32=9

20— 2z =—4

20 +3y =6
(c) { 32+ 2y =9

2.2 Obliczenia symboliczne w Matlabie

Choé¢ Matlab jest zorientowany przede wszystkim na obliczenia numeryczne to zostal wyposazony w odpo-
wiedni toolbox do przeprowadzania obliczen symbolicznych. Toolbox ten nazywa sie Symbolic Math, co warto
podkresli¢ pakiet ten umozliwia korzystanie z Maple zwigkszajac radykalnie mozliwosci Matlab’a w dziedzinie
przetwarzania symbolicznego.

Korzystanie z tego pakietu wymaga stosowania specjalnego stowa kluczowego o nazwie sym. Komplikuje to
nieco zapis jednak w praktyce okazuje sie tatwe do opanowania np.: gdy podamy wyrazenie 1/2 to naturalnie
Matlab nam odpowie, ze jest to warto$é: 0.5000. Gdy jednak podamy polecenie sym(1/2) to otrzymamy zapis
tego utamka. Pozwala to nam tatwe prowadzenie operacji na utamkach zwyklych np.: sym(1/2) + sym(1/4)
otrzymamy wartos¢ 3/4.

Nastepny przyklad jest nieco bardziej skomplikowany. Dysponujemy nastepujacym wyrazeniem p opisujacy
zloty podziat:

po 1E V5

2
Za pomoca polecenia sym definiujemy powyzsze wyrazenie:

rho = sym(’ (1 + sqrt(5))/2?)

10



Na obiektach symbolicznych mozemy wykonywaé operacje tak jak na innych obiektach w Matlabie:
f = rho™2 - rho - 1 ;

Jesli po wydaniu powyzszego polecenia wpiszemy ,f” i nacidniemy enter to zobaczymy wynik operacji jaka na-
kazaliSémy wykonaé¢ (pewna wada jest niestety brak matematycznej notacji, do poprawienia czytelnosci pomocne
jest polecenie pretty):

(1/2+1/2%57(1/2))"2-3/2-1/2%5"(1/2)

Pakiet Symbolic Math pozwoli nam na uproszczenie tego wyrazenia. Stanie sie to wydaniu polecenia: simplify (£).

Podczas stosowania wyrazen nalezy tez zadba¢ o odpowiednie zdefiniowanie zmiennych. Jest to szczegdlnie
istotne w momencie liczenia pochodnych czy calkowania. Wszystkie zamienne w danych wyrazeniu musza by¢
zmiennymi symbolicznymi inaczej wyrazenie nie bedzie mozliwe do zdefiniowania. W ponizszym przyktadzie
definiujemy ogdélna posta¢ rownania kwadratowego. Jak widaé poszczegdlnie zmienne a,b,c,x tego wyrazenia
zostaly zdefiniowana z uzyciem polecenia sym:

a = sym(’a’)
b = sym(’b?)
c = sym(’c?)
x = sym(’x’)

f = sym(Pa*xx"2 + b*x + ¢’)
Taka definicja obliczy¢ pochodng (funkcja diff) i uzyskaé¢ wynik zgodny z oczekiwaniami:

>> diff (f)
ans =

2*a*x+b

Dosé czesto w przypadku duzej liczby zmiennych stosuje sie skrét w postaci polecenia syms np.: syms a b ¢ d.

2.3 Polecenie subs

Zadaniem tego polecenie sa podstawienia danych dla zmiennych symbolicznych. Dysponujac wyrazeniem cos(a)+
sin(b) chcemy podstawi¢ w miejsce zmiennych a i b wartoéci odpowiednio: « oraz 2. Polecenia sa nastepujace:

subs (cos(a)+sin(b) ,{a,b},{sym(’alpha’),2})
otrzymamy
cos(alpha)+sin(2)

Polecenie to warto stosowaé podczas tworzenia wykreséw gdzie funkcja znajduje sie w postaci symbolicznej.
Zalézmy ze g reprezentuje dowolna funkcje (ze zmienna symboliczng ) natomiast xd zawiera elementy dziedziny.
Uzyskanie wartosci funkcji sprowadza sie¢ do nastepujacego polecenia: yd = subs(g,x,xd) ;

2.4 Szereg Taylora

Précz catkowania symbolicznego czy liczenia pochodnych jedna z ciekawszych funkcji w kontekscie metod nu-
merycznych jest generowania szeregu Taylora dla zadanych funkcji. Matlab 7.0 posiada specjalne narzedzie
taylortool. W oknie jakie sie nam ukaze mozna w wizualny sposéb bada¢ rozwinigcia réznych funkcji i porow-
nywaé¢ wykresy funkcji rzeczywistej oraz szeregu.

Na poziomie konsoli dostepne jest polecenie taylor ktéorym mozna wygenerowaé potrzebny szereg. Korzy-
stamy naturalnie z mozliwosci pakietu Symbolic Math.

Ogdlna postaé¢ polecenia do generowania szeregu jest nastepujaca:

r = taylor(f,n,v,a)

11



Wynik czyli szereg w postaci obiektu symbolicznie jest zapisywany do zmiennej r. W argumentach funkcja ta
przyjmuje nastepujace wyrazenie:

e f— oznacza funkcje jaka chcemy przyblizaé

e n — ilo$¢ elementéw a dokladnie najwyzsza potega jak zostanie zastosowana w rozwinieciu
e v — oznacza niezalezng zmienng

o a — wartoéé¢ wokot ktérej wyliczany bedzie szereg”

Nie trzeba podawaé wszystkich argumentow najwazniejszym jest naturalnie funkcja. Ponizszy przyklad pokazuje
jak wyznaczy¢ szereg dla funkcji sin:

syms x;
f=sym(’sin(x)’);
t=taylor(f);
pretty(t)

Aby uzyskaé¢ dluzsze rozwiniecie np.: do dziesiatej potegi podajemy nastepujace polecenie:
t=taylor(f, 10)

Poniewaz polecenie taylor zwraca funkcja to po przypisaniu wyniku do zmiennej symbolicznej mozna narysowaé

wykres szeregu. W tym celu najlepiej skorzystac z polecenia ezplot np.: wydajac polecenia: ezplot (f) ; hold on ; ezp]
zobaczymy na wykresie jakoS¢ przyblizenia szeregu Taylora odpowiada rzeczywistej funkcji zdefiniowanej w

zmiennej f.

2.5 Liczenie pochodnych i granic

Do wyznaczania pochodnych stuzy polecenie diff. Podobnie jak inne funkcje pakietu Symbolic Math wymaga
ono zdefiniowania obiektéw symbolicznych. Wyznaczenie pochodnej funkcji sin mozna zrealizowaé w nastepujacy
sposob:

>> syms X;

>> f=sym(’sin(x)’);
>> diff (£)

ans =

cos (%)

Wyznaczenie n-tej pochodnej jest réwnie trywialne wystarczy podaé¢ numer pochodnej jaka jest nam potrzebna
np.: diff (f, 3) i otrzymamy trzeciag pochodna funkcji sin.

Jedli mamy zdefiniowang zmienna symboliczna to nie istnieje potrzeba definiowania dodatkowego obiektu
dla funkcji. Jej tre$¢ mozemy podawaé bezposrednio do polecenia diff np.:

>> diff (x73)
ans =
3*x72

Podobnie jest zrealizowane liczenie granic przy pomocy polecenie limit. Ogoélna posta¢ wywolania przedsta-
wia sie¢ nastepujaco:

limit(F,x,a,’right’)

Argumenty sg nastepujace:

"W dalszej czesci tego dokumentu punkt ten bedzie oznaczany jako xg
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e I — postaé funkcji
e X — zmienna
e a — punkt graniczny (za pomoca inf oznaczamy nieskonczonosé)
e 'right’ badZ ’left’ — kierunek z ktérego zblizamy sie do punktu granicznego
Jedli chcemy policzyé nastepujaca granice: lim, ...z to polecenie limit przyjmuje nastepujaca postaé:

>> limit(x~3, x, inf)
ans =

Inf

7

W przypadku granic lewo badz prawo stronnych nalezy poda¢ w ostatnim argumencie wartos$c 'left’ badz 'right’.
Dla przyktadu granice lim,_,o- % obliczymy po wydaniu nastepujacego polecenia:

limit(1/x, x, 0, ’left’)

Istotna uwaga gdy podamy tylko jeden argument czyli funkcje dla ktoérej liczmy granice wtedy domyslnym
punktem granicznym jest zero.

2.6 Symbolicznie rozwigzywanie réwnan

Pakiet do obliczen symbolicznych oferuje rozwiazywanie réwnan algebraicznych oraz ich ukladéw oraz zwy-
czajnych réwnan rézniczkowych oraz ich uktadow. Pierwszy typ rownan rozwiazujemy funkcja solve natomiast
drugi dsolve.

Rozwiazanie réwnania wymaga zdefiniowana za pomoca sym lub syms wszystkich zmiennych oraz para-
metréw jakie wchodza w sklad réwnania. Zalézmy, ze chcemy rozwiazaé symbolicznie réwnanie kwadratowe:
ax® + bx + ¢ = 0. W pierwszej kolejnoéci definiujemy zmienne i parametry nastepnie tworzymy zmienng zawie-
rajaca postaé¢ naszego réwnania i za pomocg solve uzyskujemy pierwiastki.

>> syms a b c x ;
>> S = axx"2 + b*x + c;
>> solve(S)

ans =

1/2/a*(-b+(b~2-4%axc) " (1/2))
1/2/a*(-b- (b~ 2-4*a*c) " (1/2))

Polecenie solve umozliwia takze rozwiazywanie wedtug dowolnej zmiennej np.: rozwiazanie réwnania kwadrato-
wego wzgledem b to polecenie: solve(S,b). Domyslnie polecenie solve rozwiazuje réwnania w postaci: f(z) = 0,
jesli chcemy rozwiazywaé réwnania w postaci f(z) = ¢(z) to nalezy posta¢ réwnania uja¢ w apostrofy np.:
solve(’cos(x)=1").

Polecenie solve pozwala takze na rozwiazywanie ukltadéw réwnan. Jesli poszczegdlne réwania sa w postaci:

fl(if) = 0
fg(.fC) = 0
fu(x) =0

13



To polecenie solve przyjmuje nastepujaca postaé: solve(rowl , row2, row3), inaczej moéwiac poszczegdlne
réwnania rozdzielamy przecinkiem. Podobnie jak pojedynczym réwnaniu jesdli postaé¢ uktadu jest nastepujaca:

fi(z) = qi(x)
f2(z) = g2()

fn(x) = (B((ﬂ)

To poszczegdlne réwnania rozdzielone przecinkami dodatkowo obejmujemy cudzystowami.

2.7 Zadania

1. Wyznaczy¢ za pomoca Matlaba (nie liczy¢ na kartce!) wartosci nastepujacych granic:

sin(z)

. . 1 . 1 . sin(x+h)—sin(x
(a) limg o ==, lim, o~ , lim,_o+ , limp o %
. 2 .
(b) lim,_,q % ;;2f1+1, limg oo V2 + 52 +5+2

2
: 3z4+2 7 log(2x+7
(€) limy—oo Foi55 57 iMoo xz—(&-3x+1)

1

e 3 /sin(2x)
2 .

)7 lim, o p

(d) lim,_g arccos(

2. Obliczy¢ pochodne ponizszych funkcji:
(a) f(z) =22 +22 -5, f(z) =ax® + 323 —¢
(b) f(x) =sin(z), f(z) = log, =, f(z) = €*
(©) fl2) = &, f@) = 15, f@) = =
3. Rozwiaza¢ nastepujace rownania badz uktady:
(a) ar —b=0,22-22+5=0,22—2+1=0, az® +bz? +cx +d
(b) cos(2z) + sin(x) = 1, pcos(z) = r, sin(2z) = r, sin(2z) =1

() { ar + by =c { 22?2 =0

de+ey=7f r—4=q

2

4. W jakim przypadku funkcja Matlab’a taylor istotnie generuje szereg Taylor’a, a w jakim MacLaurina?
5. Wyznaczy¢ szeregi Taylora (5 i 10 elementéw szeregu) nastepujacych funkcji:

(a) f(x) =sin(z), f(z) = cos(z), f(z) =Inz, f(z) = e, f(x) = A
6. Wyznaczy¢ szeregi Taylora, przyjmujac ze g = 1 i n = 3, dla nastepujacych funkcji:

(a) f(x) =€, f(z) =", f(z) =Inzx

7. Za pomoca polecenia taylortool zbadaé¢ jak rzad rozwiniecia szeregu wplywa na jako$é odwzorowania
nastepujacych funkcji:

(a) f(x) = wcos(x)

(b) f(x)=e€*, dla jakiej wartosci n otrzymujemy na przedziale —27 < z < 2, ,rozsadne” przyblizenie

8. Przygotowaé wykres bez uzycia narzedzia taylortool funkcje f(z) = e**™(*) oraz odpowiadajacy jej
szereg Taylora dla parametréw:

(a) n=5,20 =2
(b) n=10,29 =2
(¢c) n=15,29 =2
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3 Wykresy 2D oraz 3D
3.1 Wstep

Matlab oferuje bardzo szerokie mozliwosci wizualizacji danych. Oprécz tworzenie klasycznych wykreséw w ukla-
dach kartezjanskich, biegunowym dostepne takze sa wykresy stupkowe, konturowe. Dostepne sa rowniez wykresy
trojwymiarowe. W do$¢ prosty sposéb mozna tworzy¢ animacje wykresow.

3.2 Wykresy 2D

Za tworzenie wykreséw w dwoch wymiarach odpowiedzialne jest polecenie plot. Polecenie to przyjmuje szereg
parametréw. Opis tych parametréow uzyskamy po wykonaniu skorzystaniu z pomocy: help plot.

Najmniej skomplikowana droga do uzyskania przebiegu dowolnej funkcji jest nastepujaca. Przygotowujemy
warto$¢ dziedziny funkcji np.: x=-2:0.01:2;. Generujemy wartosci funkcji np.: y=x.*x.*x;. Ostatnim elemen-
tem jest uzyskanie wykresu: plot(x,y).

Do tworzenia wykreséw w uktadzie biegunowym wykorzystuje si¢ polecenie polar. Sposéb korzystania z
tego polecenia jest taki sam jak dla polecenie plot. Nader czesto korzystaé trzeba wykreséw o logarytmiczne;j
skali. Wykorzystuje sie polecenie loglog np.:

x = logspace(-1,2);
loglog(x,exp(x),’-s’)
grid on

3.3 Wykresy 3D

Otrzymywanie wykreséw tréjwymiarowych jest dos¢ podobne jak w przypadku polecen dla grafiki dwywymia-
rowej. Przygotowujemy wartosci x oraz y jednak wykorzystujemy funkcje meshgrid:

[x,y] = meshgrid(-2:.2:2, -2:.2:2);

Nastepnie wyznaczamy wartosé dla osi z: z = x .* exp(-x.72 - y."2);. Ostatnim elementem jest naryso-
wanie wykresu: mesh(z). Uzyte polecenie mesh tworzy wykres siatkowy jesli chcemy uzyskaé wykres bardziej
kolory nalezy zastosowaé polecenie surf. Standardowym poleceniem do rysowania w przestrzeni tréjwymiarowej
jest polecenie plot3.

3.4 Zarzadzanie wykresami

Cho¢ funkcja plot samoczynnie tworzy okno z wykresem nader czesto istnieje potrzeba utworzenia pustego
okna. Do tego celu przeznaczona jest funkcja figure. Aby narysowaé elementarne wykresy funkcji x? oraz
—x? wystarczy przygotowaé dane: x=-3:0.1:3; y=x.*x;. A nastepnie za pomoca figure utworzyé nowe okno
i wydaé polecenie plot. Dla nastepnego wykresu ponownie wydajemy polecenie figure tworzac tym samym
nastepne okno. Poszczegdlne polecenia prezentuja sie nastepujaco:

plot(x,y)
figure
plot(x,-y)

Rysowanie nowego wykresu na istniejacym jest mozliwe po wydaniu polecenia hold. Nastepnie polecenie plot nie
powoduje tworzenia nowego okna. Narysowanie obydwu parabol z poprzedniego przyktadu na jednym wykresie
jest nastepujace:

x=-3:0.1:3;
Y=X.*X;
figure
plot(x,y)
hold
plot(x,-y)
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Polecenie plot oprécz podania danych, pozwala opisa¢ w jaki sposéb ma by¢ rysowania linia samego wykresu.
Opis wszystkich oznaczen uzyskamy po wydaniu polecenie help plot. Do narysowania wykresu np.: za pomocg
czerwonych kropek polecenie jest nastepujace: plot(x,y,’.r’). Znak ,.” oznacza naturalnie kropke, natomiast
litera ,r” to nazwa koloru czerwonego. Zastosowane w jednym z poprzednich przykladéw opis ,-s” oznacza
wykres narysowany ciagla linia ale w punktach weztowych zostana narysowane niewielkie kwadraty.

Po narysowaniu samego wykresu wykres mozna dalej przetwarzaé np.: polecenie grid on spowoduje wia-
czenie siatki. Poleceniem title okresla sie tytul wykresu. Co wazne mozna stosowaé¢ notacje z Tex’a np.:

title (£ (x)=x"2") ;. Inny przyktad z greckimi literami:
title(’\ite"{\omega\tau} = cos(\omega\tau) + isin(\omega\tau)’)

Sam wykres takze moze by¢ opatrywany komentarzami za pomoca polecenia text. Dwa pierwsze argumenty
to wspoélrzedne a nastepnie podawany jest tekst komunikatu. Po nim moze wystapi¢ dalszy opis np.: wielkosci
fontu.

plot(0:pi/20:2%pi,sin(0:pi/20:2%pi))
text(pi,0,’ \leftarrow sin(\pi)’,’FontSize’,18)

Poszczegdlne osie takze mozna opisaé¢ za pomoca polecen xlabel, ylabel oraz dla wykreséw tréjwymiarowych
zlabel. Krotki przyktad:

xlabel(’t = 0 to 2\pi’,’FontSize’,16)
ylabel(’sin(t)’,’FontSize’,16)
title(’\it{Wartosci funkcji sin od zera do Pi}’,’FontSize’,16)

Wydruk wykreséw czy tez kopiowanie poprzez schowek mozna wykonaé z poziomu menu. Matlab oferuje takze
polecenie print z przeznaczeniem do wydruku badz zapisu postaci wykresu do pliku. Zapis do pliku w formacie
PostScipt 2 przy zachowaniu koloréw jest nastepujacy:

figure
% tworzenie wykresu
print -dpsc2 sin.ps

Wiéréd wielu dostepnych funkeji przydatne jest polecenie subplot. Polecenie dzieli okno wykresu ma macierz
o podanych wymiarach. Poszczegélne pod-wykresy sg numerowane poczawszy od jednoéci. Pierwszy wykres
znajduje sie w lewym gérnym rogu. Ponizej znajduje sie przyktad z poleceniem subplot:

subplot(2,2,1)
plot(x,y1)
subplot(2,2,2)
plot(x,y2)
subplot(2,2,3)
plot(x,y3)
subplot(2,2,4)
plot(x,y4)

3.5 Animacja

Matlab umozliwia bardzo tatwe tworzenie animacji wykreséw. Kazde polecenie plot jak wiadomo generuje
nowe okno, zawartos¢ tego okna mozna przy pomocy polecenie getframe zapisa¢ np.: w tablicy. Utworzona
tablice odtworzamy wykorzystujac polecenie movie. Ponizszy krétki skrypt ukazuje zasade dziatania tych dwoch
polecen:

for k = 1:16
plot (fft(eye(k+16)))
axis equal
M(k) = getframe;

end

movie (M, 30)
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3.6

10.

Zadania

. Narysowa¢ standardowe wykresy dla nastepujacych funkcji:

e y=2a22—-4 -5<2<5h

Na jednym wykresie umiesci¢ wykres funkcji sin oraz cos. Pierwszy z wykreséw niech bedzie narysowany
linia czerwona, drugi niebieska. Ponadto umiesci¢ na wykresie wszystkie przydatne informacje jak legenda,
tytul wykresu, zakresy liczbowe na osi wykreséw i etc.

W jednym oknie narysowaé wykresy funkcji (sam wykres funkeji przedstawié¢ za pomoca réznych koloréw,
wykorzystaé¢ polecenie hold on) w przedziale = € (0, 10):

o f(x)=2%-2z
o f(z) =bsin(x)
W jednym oknie narysowac¢ nastepujace funkcje:
e O(1), 0(lgn), O(n), O(nlgn), O(n2), O(n?), O(2"), O(n!)

Narysowaé wykresy funkcji (wykorzystaé polecenie subplot) w ukladzie biegunowym przy pomocy ciaglej
linii, kropek oraz kresek:
e y(t) =sin(t), —27 <z < 27w
e y(t) =sin(2t), 27 <z < 27w
e y(t) =sin(2t) cos(2t), —27 < = < 27
Narysowaé¢ wykresy dla nastepujacych funkcji:
e y(t)=1—2e"sin(t), 0 <t <8
e y(t) =e*sin(%), 0 <t <80, a=0.055
o y(t) =5e 0 cos(0.9t — £) +0.8¢7%, 0 <t < 30
Narysowaé¢ wykresy nastepujacych funkcji:
o 2(z,y) =22 +y+2,dla-2<2<2, -2<y<2
dla =5 <z <5, =5 <y<5

_ 1 1.5
* A%Y) = GrEGID T G
Narysowaé krzywe parametryczne za pomoca polecenia plot3:
o (12,t,13)
e (sin(¢), cos(t),t)

Na rysowaé ,,Slimaka Pascala” (np.: o parametrach a = 2, b = 0.5) o wzorze:

r=acos(p)+b

Opracowaé skrypt do badania krzywych Lissajous opisanych w nastepujacy sposob:

x = Ay cos(wyt + 9)
y = Ay cos(wyt + )

Gdzie przez A,, A, oznaczono amplitudy drgan wzdluz osi x i y, natomiast w,,w, to kotowe czegstodci
drgan a zmienna t oznacza czas. Greckie litery & oraz ¢ to réznica faz miedzy drganiem pionowym a
poziomym.
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11. Utworzy¢ krétka animacje krzywych Lissajous dla wybranych parametréw (opcjonalnie — utworzyé film
w formacie avi korzystajac min. z polecenia avifile).

12. Utworzy¢ skrypt o nastepujacej tresci:
k = b;
n = 27k-1;

theta = pi*(-n:2:n)/n;
phi = (pi/2)*(-n:2:n)’/n;

X = cos(phi)*cos(theta);
Y = cos(phi)*sin(theta);
Z = sin(phi)*ones(size(theta));

colormap([0 0 0;1 1 1])
C = hadamard(27k);
surf(X,Y,Z,C)

axis square

Dokonaé eksportu otrzymanego wykresu do programu Microsoft Word w postaci bitmapy oraz formatu
wektorowego. Jak rowniez zapisa¢, na dysk wykres w postaci pliku wektorowego i bitmapy.

13. Matlab oferuje polecenie ezplot. Czym si¢ ono rézni od standardowego polecenia plot?

14. W jaki spos6b generowane sg wartosci (i dlaczego w ten sposéb) przez polecenie meshgrid?

4 Wstep do programowania, tworzenie skryptow

4.1 Wstep

W Matlab oferuje jezyk skryptowy zawierajacy typowe instrukcje jak if, while, for. Programy w Matlab’ie
przyjmujg dwie postacie: skryptéw ktore mozna nazywaé lista instrukcji do wykonania oraz m-funkcji repre-
zentujace soba instrukcje zapisane w postaci funkcji przyjmujacej argumenty oraz zwracajacej wartosci. W
odroéznieniu od innych jezykéw programowania funkcje w Matlab’ie moga zwracaé¢ wiecej niz jedng wartosci.

4.2 Instrukcja warunkowa
Ogdlny zapis syntaktyczny instrukeji warunkowej przedstawia sie nastepujaco:

if expression
statements

elseif expression
statements

else
statements

end

W instrukcji w opisie warunku stosujemy nastepujace operatory relacji: ==, <, >, <=, >=, ~=. Operatory
logiczne sg nastepujace: && (and), |1, (or), ~ (not).
4.3 Instrukcja wielokrotnego wyboru

Zapis instrukcji wielokrotnego wyboru, czyli instrukcji odpowiadajacej konstrukcji case z jezyka Pascal albo
switch z jezyka C przedstawia si¢ nastepujaco:

switch switch_expr
casa case_expr,
statement, ..., statement
casa {case_exprl, case_expr2, case_expr3,...}
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statement, ..., statement

otherwise,
statement, ..., statement
end

4.4 Petla for
Ogdlny zapis syntaktyczny jest nastepujacy:

for variable = expr,
statement
statement

end

Bardzo czesto petla for korzysta z wyrazenia zakresu. Czego przykladem sa nastepujace linie kodu, gdzie
wyswietlamy liczby od jednosci do dziesieciu:

for i=1:10,
disp(i)
end
4.5 Petla while
Zapis syntaktyczny petli while jest nastepujacy:

while expression
statements
end

4.6 Funkcje w Matlabie
Funkcje sa definiowana w oddzielnych plikach np.: ponizszy kod jest zawarty w jednym pliku:

function [mean,stdev] = stat(x)

n = length(x);

mean = avg(x,n);

stdev = sqrt(sum((x-avg(x,n))."2)/n);

Inny przyklad jest nastepujacy:

function ret_val=fhad2()
ret_val=(1/sqrt(2)) ./ [1 1 ; 1 -1];

Trywialny przyktad funkcji ktére nie przyjmuje argumentéw i nie zwraca zadnych wartosci:
function [l=moja_fnc()

disp(’moja super funkcja’)

4.7 Zadania

1. Napisa¢ skrypt Matlaba, ktory zmiennej a przypisze warto$¢ 11. Wywolaé ten skrypt i sprawdzi¢ popraw-
no$¢ wyniku

2. Napisa¢ skrypt ktory kazdemu elementowi a; ; macierzy A przypisze wartoéé¢ 2. Wskazéwka: uzy¢ funkceji
stze.

i+J
2i

3. Napisa¢ funkcje o nazwie zwieksz przyjmujaca jeden argument x i zwracajaca argument powiekszony o
jeden (tj. zwracajaca x + 1).

19



10.

11.

12.

13.

. Uzupemié¢ funkcje z zadania 3 o pomoc nastepujacej tresci:

ZWIEKSZ Zwieksza swoj argument o jeden.

Funkcja ZWIEKSZ(x) wykonuje dzialanie ZWIEKSZ(x)->x+1.
Przyklad:

ZWIEKSZ(2) = 3

. Napisaé funkcje delta wyznaczajaca wyréznik A tréjmianu kwadratowego postaci y = ax? + bz + ¢ wg.

wzoru A = b? — 4ac. Funkcje uzupetié o opis ,,Pomocy” wg. przyktadu z zadania 4.

. Napisac¢ funkcje do wyznaczania zer trojmianu kwadratowego przy wykorzystaniu funkcji delta z zadania

5. Wykorzysta¢ wzér: x1 2 = %

. Napisaé skrypt, ktérego zadaniem bedzie zapytanie uzytkownika o wspoétczynniki a, b, ¢ tréjmianu kwa-

dratowego postaci y = ax? + bz + ¢ a nastepnie wyswietlenie wszystkich rzeczywistych zer tego tréjmianu
(jesli istnieja) lub informacji o ich braku. W programie wykorzysta¢ funkcje delta z zadania 5. Skrypt ten
ma dziala¢ az do wprowadzenia wspolczynnika a réwnego 0. Wskazowka: uzy¢ funkcji input

. Napisa¢ funkcje ktéry kazdemu elementowi a; ; macierzy A przypisze wartosc % Jako argument funkcji

ma zostaé podana tylko macierz A.

. Napisa¢ funkcje wolny_kwadrat o argumencie = (i elementach z;) bedacym wektorem N liczb wyznacza-

jaca wartoéé f(z;) = 22 dlai = 1,2,3,..., N. Zadanie wykonaé¢ przy pomocy petli metoda ,element po
elemencie”. Wskazéwka: Liczbe elementéw wektora mozna wyznaczy¢ przy pomocy funkcji length.

Napisaé funkcje szybki_kwadrat o argumencie x (i elementach ;) bedacym wektorem N liczb wyznacza-
jaca warto$¢ f(z;) = 27 dlai=1,2,3,..., N. Zadanie wykona¢ bez pomocy petli metoda tablicowa.

Poréwnacé czas dzialania funkcji wolny_kwadrat i szybki_kwadrat dla duzych wartosci V. Do poréwnania
uzy¢ instrukcji tic i toc. Poréwnaé¢ wynik z uzyskanym przy pomocy polecenia profile

Poréwnaé nastepujace implementacje algorytmu wyznaczajacego warto$é¢ N-tej liczby Fibonacciego.
Algorytm 1:

function f=fiboni(n)
%hdrukuje kolejne liczby
f=zeros(n, 1);
£(C1)=1; £( 2 )=1;
for k=1:n
f(k)=f(k-1)+f(k-2)
end

Algorytm 2:

function f=fibon2(n)
%hdrukuje te same liczby ale znacznie wolniej

if n <=1
f=1
else
f=f(n-1)+f(n-2)
end

Do poréwnania uzy¢ instrukcji tic i toc. Poréwnaé ich dziatanie z instrukcja profile.

Na podstawie tablicowania funkcji sin sprawdzi¢ czas wykonana sie dwdch ponizszych skryptow:
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Skrypt ml.m:

tic; start = 0; stop = 2%pi; accuracy = le4;
= (stop - start) / accuracy;
for i=l:accuracy

x(i)=(Ci-1)*h;
y(i) =sin( x( i) );
end
s=toc;

disp([’Czas trwania:’ num2str( s )]1);

Skrypt m2.m:

tic; start = 0; stop = 2 * pi; accuracy=le4;

x = start : ( stop - start ) / accuracy : stop;
y = sin( x );

s = toc;

disp([’Czas trwania:’ num2str( s )]1);

Sprawdzié¢ jak zmienia sie czas wykonania dla réznych dokladnosci 1e2, 1e3, led, 1eb, 1e6. Wyniki przed-
stawi¢ na wykresie.

5 Btledy zwigzane z obliczeniami numerycznymi konwersje liczb

5.1 Zadania

1. Zapisaé® w systemie dwdjkowym, 6semkowym (oktalnym) i szesnastkowym (heksadecymalnym) liczby
systemu dziesigtnego:
) 24
) 232
(¢) 1025
(d) 4° -1
) 125,625
) 0,325

2. Zmieni¢ zapis z dziesietnego na ésemkowy i szesnastkowym:
(a) 16
(b) 157
(c) 2044

3. Dokonaé nastepujacych konwers;ji:

(101101110110)5 — (?)s

(110101010110)2 — (?)16

(2716)s — ()16

(F2A)16 — (7)s

(a)
(b)
()
(d)

4. Zapisaé¢ dziesietnie:

8W celu rozwigzania pierwszych oémiu zadan, nalezy napisaé witasne funkcje Matlaba implementujace algorytmy konwersji,
pomocne moga by¢ standardowe funkcje konwertujace Matlaba: dec2bin, decZ2base, dec2hex, bin2dec, hex2dec, base2dec.
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10.

11.

12.

(a) (100111)4

(b) (111001001101)2
(c) (7T7)s

(d) (263)s

(e) (TF)1e

(f) (F8FE)16

(g) (146, E2)16

(h) (77,44)s

(i) (111101,101)2

Przygotowaé nastepujace tabelki dla dziatan:

(a) dodawania dla systeméw o podstawie réwnej 5 i 6

(b) mnozenia dla systeméw o podstawie réwnej 6 1 7

Wykona¢ nastepujace operacje:

(a) (24)q + (1254)
(b) (24)7 + (1254);
(c) (121)g - (335)g
(d) (121)7 ’ (335)7

Wykonaé¢ konwersje na liczby zmiennoprzecinkowe w formacie IEEE-754 dla przypadku liczby typu float
o szerokodci trzydziestu-dwu bitow:

(a) 256, -245,25,

(b) -183,625,

(c) 0,4023, 10,2325.
Przy zalozeniu, ze zapisujemy liczbe w pamigci operacyjnej binarnie w zapisie stalopozycyjnym ze znakiem,

podaé zakres liczb, ktére mozemy przedstawi¢ na 10 bitach. Jaki bedzie zakres dla zapisu zmiennopozy-
cyjnego przy zalozeniu, ze mantysa ma 5 bitéw?

Przedstawic¢ liczbe —245, 25 w zapisie stalopozycyjnym, a nastepnie zmiennnopozycyjnym przy zalozeniu,
ze baza systemu jest liczba 2. Ile wynosi minimalna liczba bitéw potrzebna do przechowania tej liczby w
pamieci?

Jaka liczbe dziesietna reprezentuja liczby maszynowe (t=4, w=2, b=2, gdzie b - baza, t- liczba cyfr
mantysy, w - liczba cyfr cechy bez znaku):

(a) (1)1101(0)10
(b) (0)1001(0)00
(c) (0)1111(0)11
(d) (0)1000(1)11
(e) (1)1001(1)01

W wyniku wystapienia zjawiska zaokraglenia liczba 0,2 zostata zapisana w pamieci maszynowej jako
0,1875. Wyznaczy¢ popelniony btad bezwzgledny i wzgledny. Czy mozna oszacowaé na podstawie poli-
czonych bledéw dokladno$é reprezentacji zmiennoprzecinkowej uzytej maszyny cyfrowej (ilosé bitéw man-
tysy)?

Spontaniczna generacja cyfr nieznaczacych.
Nalezy wykonaé ciag polecen Matlaba:
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13.
14.

15.

16.

17.

>> format long e
>> 2.6 +
>> ans
>> ans
>> 2.6

+ + +
cooo
o NN

Wyjasni¢ przyczyne pojawienia sie blednej cyfry na najmniej znaczacym miejscu.
Obliczy¢ warto$é¢ wyrazen: 0.1 + 0.1 + 0.1 — 0.3 i 0.3 — 0.3. Wyjasni¢ réznice w wynikach.

Arytmetyka zmiennoprzecinkowa.
Nalezy poréwnaé efekty wykonania dwéch ciggdéw polecen Matlaba:

>> format long e
>> u=29/13
>> y=29-13%*u

oraz

>> x=29/1300
>> y=29-1300*x

7 czego wynika réznica w wyniku dla pierwszego i drugiego przykladu? Nastepnie wprowadzié i zinterpre-
towaé¢ wyniki wykonania nastepujacych polecenn Matlaba (jaka jest przyczyna bledu?):

>> maks=realmax

>> maks=2*maks

>> minim=realmin

>> minim=minim/1e16

Czemu mozna wykonaé¢ bez wystapienia bledu niedomiaru i jak zinterpretowaé¢ wynik wykonania operacji:

>> realmin/lel4
>> realmin/lel5

Precyzja maszynowa

Wartos¢é popelnionego btedu zaokraglenia jest limitowana dostepna dla danej maszyny wartoscia precyzji
e, definowanej jako taka liczba e, dla ktérej V514§ = 1. W programie Matlab warto$¢ ta jest dostepna
w zmiennej predefiniowanej:

>> eps

Warto$¢ te mozna réwniez znalezé interakcyjnie w sposob przyblizony, korzystajac z definicji - startujemy
od pewnej wartosci poszukiwanej zmiennej, np. epsilon = 1, a nastepnie dzielimy ja na pét tak diugo,
az po dodaniu do jednos$ci wynik nie zmieni sie (tzn. 1 + epsilon = 1). Nalezy napisaé¢ skrypt Matlaba
wyznaczajacy precyzje maszynowa wykonywanych obliczen.

Btlad obciecia, blad wzgledny i bezwzgledny
Przy mierzeniu pewnej wielkosci uzyskano wynik p = 32.65. Wiedzac, iz maksymalny blad wzgledny tego
pomiaru wynosi 0.5% znalezé przedzial, w ktérym zawarta jest wielko$é p.

Btlad obciecia, blad wzgledny i bezwzgledny
Rozwiniecie funkcji sin(z) w szereg Taylora ma postaé:

Dla malych wartosci zmiennej z (z < 1) mozna aproksymowaé warto$é¢ funkeji sin(z) ~ x (szereg rozwi-
niecia ograniczamy do kilku pierwszych wyrazéw). Nalezy napisa¢ skrypt Matlaba rysujacy wykres bledu
wzglednego i bezwzglednego popelnianego podczas takiej aproksymacji w zakresie x € [—0.3..0..3] przy
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zalozeniu, ze bierzemy pod uwage odpowiednio pierwsze 1, 2 i 3 czlony rozwiniecia funkcji w szereg.
Wskazéwka — blad bezwzgledny definiujemy jako A = |& — o, gdzie & - warto$é obliczona, « - warto$é
rzeczywista; blad wzgledny definiujemy jako § = 2. Dla obciecia rozwiniecia funkcji sin(x) do pierwszego

o
wyrazu:

A:x—sin(x)zﬁ—l—x—%—l—... §=2sin@ =z g

sin(x) sin(z)

6 Przyblizone metody rozwigzywania rownan nieliniowych

6.1 Wstep
2

Czesto istnieje potrzeba rozwiagzania réwnania postaci f(xz) = 0. Dla niektérych funkeji (np. f(z) = 2* —
4z + 1) znane sa sposoby analitycznego wyznaczenia pierwiastkéw tego réwnania. przypadku wiekszosci funkeji
rozwiazanie analityczne jest trudne, czasochtonne lub nawet niemozliwe. W wielu przypadkach zadowalajace
okazuje si¢ uzycie szybszych metod przyblizonych. Pierwiastek rownania odnaleziony przy ich pomocy obarczony
jest jednak pewnym (z reguly mozliwym do oszacowania) bledem.

Istnieje wiele metod przyblizonego rozwigzywania réwnan nieliniowych. Do najpopularniejszych naleza me-
tody iteracyjne:

e bisekcji,
e siecznych (oparte o regule falsi),
e stycznych (Newtona),

e punktu stalego

6.2 Metoda bisekcji

Niech funkcja f(z) bedzie funkcja ciagla w przedziale [a,b] 1 f(a)f(b) < 0. Oznacza to, ze warto$é funkeji f
zmienia znak w tym przedziale. Ponadto réwnanie f(z) = 0 ma w przedziale [a, ] co najmnie] jedno rozwiazanie.
Idea metody polega na poltowieniu przedzialu poszukiwan, za kazdym razem biorac te czesé przedziatu, na
ktérej wartod¢ funkeji zmienia znak. Polowienie takie jest kontynuowane tak dlugo, az nie zostanie osiagnieta
okreslona dokladnosé obliczen (oznaczana zwykle € lub eps). Prowadzi to do nastepujacego algorytmu, znanego
jako metoda bisekcji lub metoda polowienia:

1) c:=(atb)/2

2) jes$li b—c<=eps, to
przyjmij, ze pierwiastkiem rdéwnania f(x)=0 jest
wartosé ¢, a wiec f(c)=0 i zakofcz program.

3) jesli znak(f(b))*xznak(f(c))<=0 to

ar=c
W przeciwnym razie
b:=c

4) skocz do punktu 1.

Funkcja znak(z) zwraca warto$é 1 jesli x > 0, —1 jesli x < 0 oraz 0 dla x = 0. Szczegélng zaleta metody
bisekcji jest fakt, iz jest ona zawsze zbiezna do rozwigzania. Glowna wada tej metody jest wolna zbieznosé do
rozwiazania.

6.2.1 Oszacowanie bledu

Niech ay, by, ¢, oznaczaja n-ta obliczona warto$¢ odpowiednio a, b i c. Ponadto niech a oznacza prawdziwa
warto$é pierwiastka réwnania f(z) = 0. Blad popelniony w n-tym kroku w metodzie bisekcji |a — ¢, | jest
okreslony wzorem:

o~ ea] < 57 (b—a) (1)
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6.3 Metoda Newtona

Metoda Newtona, zwana tez metoda stycznych, nalezy do metod iteracyjnych. W metodzie tej korzysta sie z
zalozenia, ze funkcja f posiada ciagla co najmniej pierwsza pochodna (oznaczona f'). Ponadto zaklada sig, ze
znane jest pierwsze przyblizenie xg pierwiastka réwnania f(z) = 0. W metodzie tej iteracyjnie wyznacza sie
warto$é wyrazenia:

R ®
w pierwszym kroku oraz
_ f(zn)
Tn+1 = Tp — f/(mn) (3)

dla n > 1. Program konczy sie, gdy btad metody jest zadowalajaco maly: x,, — x,—1 < € lub wykonano zadana
ilo$¢é iteracji Mymq,. Uwaga: bledny dobor wartoéci poczatkowej xyp moze spowodowaé brak zbieznosci metody.
6.3.1 Oszacowanie btedu

Niech pierwsza (f’) i druga (f”) pochodna funkcji f bedzie ciagta oraz wartosé pierwszej pochodnej f/(a) # 0,
gdzie « jest pierwiastkiem réwnania f(z) = 0, tzn. f(a) = 0. Mozna wykazaé, ze btad metody Newtona wynosi

=Ty X Tpyl — Tp (4)

6.4 Metoda siecznych

Zakladajac, ze znane sa dwa poczatkowe oszacowania (xg oraz x1) wartodci « pierwiastka réwnania f(z) = 0.
Przy takich zalozeniach mozliwe jest uzycie metody siecznych:

LTpn — Tn—1
f(@n) = f(@n-1)

dlan = 1,2, 3, nymq.. Program konczy sie, gdy btad metody jest zadowalajaco maty: x, —x,_1 < € lub wykonano
zadang ilo§é¢ iteracji nq.. Metoda siecznych moze byé¢ uwazana za przyblizenie metody Newtona bazujace na
fakcie, iz

()

Tn4+l = Tp — f(xn)

6.4.1 Oszacowanie bledu

Oszacowanie bledu w metodzie siecznych odbywa sie podobnie do metody Newtona. Blad metody wynosi w
przyblizeniu
Q—Tp_1 R Ty — Ty (6)

6.5 Poréwnanie metody siecznych i Newtona

Nalezy podkredli¢, iz metoda siecznych w ogdlnym przypadku wymagac¢ bedzie wiekszej liczby iteracji od metody
Newtona. Wspdlczynnik zbieznosci (informujacy, jak blad w kroku n+1 zalezy od bledu w kroku n) dla metody
siecznych wynosi ok. 1.62:

la — T | & cla - xn+1|1'62

za$ w metodzie Newtona — dokladnie 2:

&~ nt1 = {;J{/II(EZL))] (0= Tpn41)”

Nie nalezy jednak zapominaé, ze metoda Newtona wymaga wyliczenia zaréwno wartosci funkcji, jak i wartosci

pochodnej tej funkeji. Z tego powodu, pomimo mniejszej liczby iteracji, w poréwnaniu z metoda siecznych, moze
ona w praktyce dziala¢ wolniej. Zalezy to od trudnosci w wyznaczeniu pochodnej funkcji w punkcie x,.
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6.6

Metody punktu statego

Teoria punktu stalego stanowi uogélnienie iteracyjnych metod wymagajacych podania jednego punktu starto-
wego. Teoria ta moze wiec zosta¢ uzyta do analizy metody Newtona.
Wszystkie metody iteracyjne wymagajace podania jednego punktu startowego mozna zapisaé jako:

Jesli

to

Tpt1 = g(Tn) (7)
Jim 2,40 = lim g(zn) (8)
a=g(a) (9)

Stad « jest rozwiazaniem réwnania x = g(x). Warto$¢ o nazywana jest punktem stalym funkcji g.
Mozna dowiesé, ze metoda iteracyjna oparta na wzorze (7) jest zbiezna, gdy

lg' ()] <1

Jedli |¢' ()| = 1, wtedy zbiezno$é metody nalezy badaé¢ innymi metodami. Gdy natomiast |¢’ ()| > 1, to metoda
jest rozbiezna.

6.7 Zestaw zadan I

Ponizsze zadanie sa przeznaczone do wykonania bez udzialy metod implementowanych w komputerze. Mozna
jednak wykorzysta¢ program Matlab/Octave w roli kalkulatora.

1.

Wyznaczy¢ wzér na minimalng liczbe iteracji n w metodzie bisekcji, ktora zapewni blad oszacowania
pierwiastka réwnania f(z) = 0 nie wiekszy, niz zalozona warto$¢ e. Wskazéwka: skorzystaé¢ z wzoru (1).

. Za pomoca metody Newtona wyznaczy¢ przyblizona wartoéé: v/2, czyli pierwiastka réwnania 22 = 2.

. Wiadomo, ze réwnanie 2% — 2 + 1 = 0 posiada tylko jeden pierwiastek rzeczywisty (wyjasni¢, dlaczego tak

jest?). Znalezé 6w pierwiastek metoda bisekcji (polowienia).

2

. Metode siecznych zastosowaé do funkeji f(z) = x*—2, gdzie o = 0127 = 1 oznaczaja kolejne przyblizenia

jednego z pierwiastkéw réwnania f(z) = 0. Wyliczy¢ wartosé xo.

. Sprawdzié, ktére z ponizszych wyrazen uzyte w metodzie punktu stalego gwarantuja znalezienie rozwia-

zania réwnania: z2 — 5 = 0:

. Korzystajac z metody siecznych odszukaé¢ obydwa pierwiastki ponizszego réwnania:

23+ 2? -3 -3=0

Wskazéwka: pierwiastek znajduje sie w przedziale (1,2).
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6.8 Zestaw zadan II

W ponizszym zbiorze wykorzystujemy metody wbudowane w Matlaba, metody z pakietu NCM?® oraz wtasno-
recznie napisane funkcje.

1. Napisa¢ funkcje implementujace nastepujace metody:

b

(a) bisekcji

(b) falsi

(¢) Newtona
)

(d) siecznych

2. Rozwiazaé nastepujace réwnanie:
2?22 -5=0

za pomocy pakietu Symbolic Tools'?, funkcji roots Matlaba’a oraz funkcji fzerotx z pakietu NCM.
3. Stosujac funkcje fzerogui z pakietu NCM odszukaé pierwiastki ponizszych rownan:

(a) x® —2x — 5, [0, 3]
(b) sin(z), [1,4]
(¢) 4. 100,9]

T—m’

4. Zmalez¢ metoda polowienia pierwiastek nastepujacego réwnania:
23422 -3r-3=0
Poszukiwania pierwiastka najlepiej rozpocza¢ w przedziale (1,2).

5. Réwnanie 22* + 2423 + 6122 — 162 + 1 = 0 ma dwa pierwiastki w otoczeniu punktu 0.1. Postugujac sie
metoda Newtona znalezé je.

6. Korzystajac z metody Newtona znalezé przyblizenia nastepujacych wartosci:

(a) V8
(b) V20

Przyjaé dokladnoéé € = 1074, Zwrécié uwage na szybkoéé zbieznosci w zaleznosci od dobranego punktu
startowego. Wskazéwka: /c,c € R, jest rozwigzaniem réwnania nieliniowego =z — ¢ = 0.

7. Korzystajac z metody siecznych, cieciw oraz reguly falsi, wyznaczy¢ rozwiazania nastepujacych réwnan:

(a) cosx = 0.5 — sin(x), z € (1,2)
(b) z=e"",2€(0,2)

Zalozyé dokladnoéé rozwiazan na poziomie ¢ = 1075, Poréwnaé skutecznoéé metod.
8. Wyznaczyé (jesli to mozliwe) pierwiastki ponizszych réwnan za pomoca dowolnej z poznanych metod:

(a) sin(z?) — 2% =0

(b) 22 =0

Wskazéwka: dokladna wartosé pierwiastka obu réwnan wynosi o = 0.

9Pakiet jest dostepny pod adresem: http://www.mathworks.com/moler/
10Wskazéwka: zastosowaé funkcje solve oraz vpa.
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7 Metody rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych

7.1 Zestaw I

1. Za pomoca metody Cramera rozwigzaé¢ nastepujace rownania:

2.’171 — 2172 = 4
(&) { 3v, + 2w = 1
2$1 — 2.’172 = 4
(b) { —x1 + x93 = 1
2$1 — 2.’)32 = 4
(C) { —T1 + i) = -2
200 + 229 — 23 4+ x4 = T
(d) rT — T2 + X3 - Ty = =2
zy + 22 + z3 + x4 = 10
41‘1 + 3932 - 2I3 — T4 = 0

2. Dysponujemy nastepujacym réwnaniem:

r1 + 229 + x3 = b
21‘1 + €T9 - 5333 = b2
— ) — 21‘3 = bg

Rozwiazaé otrzymane réwnanie metoda macierzowa (operacja inverse badz operator ./). Nastepnie w
miejsce wyrazéw wolnych wstawié¢ nastepujace kolumny wyrazéw wolnych i rozwigzaé powyzszy uktad
rownan ponownie dla kazdego przypadku:

1
(a) | 2
3
~1/2
®) | 1/3
~1/4
1

(© [ v2
V3
1—j
d) [ -2
3

3. Rozwiazaé¢ réwnanie macierzowe:

— o

N~

oo
Il
vy

dla macierzy B opisanej w nastepujacy sposob:

-3 0
(a) B = 11

2 —1

2 -3 1 -3 0
B=| 3 1 0 1 1

-1 2 =2 2 -1

4. Za pomoca metody iteracyjnej Jacobiego rozwiazaé¢ nastepujace réwnania (sprawdzi¢ za kazdym razem
czy metoda bedzie zbiezna):
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41’1 — ) + I3 = 7
(a) 4y — 8ze + x3 = 21
—2rx1 + x9 4+ bdrs = 15
—2$1 + T9 + 51‘3 = 15
(b) 41’1 — 8$2 + I3 = =21
41’1 — xIo + I3 = 7
91 + T2 + T3 = 10
(c) 27 + 10x9 + 3z3 = 19
31‘1 + 4I2 + 111’3 = 0

5. Za pomocg metody iteracyjnej Gaussa-Seidela rozwiazaé¢ nastepujace réwnania (sprawdzié¢ za kazdym
razem czy metoda bedzie zbiezna):

X — 51’2 - I3 = -8
(a) 4y + 1z — x3 = 13
2161 — To — 63’33 = =2
5$1 — xro + I3 = 10
(b) 2.’E1 + 8(E2 - T3 = 11
—x1 + x2 4+ 4dx3 = 3
4ry + x99 — x3 = 13
(c) r1 — HSr9 — w13 = -8
2%1 - ) - 6(E3 = =2

7.2 Zestaw 11

1. Stosujac metode eliminacji Gaussa najpierw ”recznie” a potem przy uzyciu "maszyny elektronowej” roz-
wiazaé nastepujace réwnania:

21‘1 + To + T3 + T4 = 7

(a) X1 + oz + 2z4 = 8

221 4+ 2z9 + 3x3 = 10

—Tx1 — X3 — 2x3 + 2x4 = 0

xr1 + x0 4+ 3 4+ x4 = T

(b) T+ + 24, = 5

201 4+ 2x9 + 3x3 = 10

—-r1 — XT3 — x3 + 2x4 = 0
0.9501x7y — 0.7621z2 + 0.6154x3 — 0.4057z4 — 0.0679z5 = —1.23
0.231127 + 0.456522 + 0.7919z3 — 0.3529z5 = 12.3
(c) 0.6068x1 — 0.9218z3 + 0916924 + 0.8132z5 = 0.1
0.82142, — 0.7382x3 + 0.4103z4 — 0.009925 = -—-0.12
0.89362x1 — 0.138924 = =212

2. Rozwiaza¢ réwnania z poprzedniego punktu stosujac algorytm Gaussa-Jordana. Sprobowaé poréwnad
wydajno$é obydwu metod.

3. Za pomoca arytmetyki czterocyfrowej rozwiazaé¢ metoda prostej eliminacji Gaussa uktad réwnan:

0.003z; + 59.14z5 = 59.17
5.291z; — 6.130z2 = 46.78
Odpowiedz to : o = 1.001,z; = —10.00 ale prawdziwe rozwiazanie jest nastepujace: x1 = 10.00, x5 =

1.000!

2. Przeanalizuj to samo zagadnienie dla dwéch nastepujacych przypadkow:
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58.09z1 + 1.003z; = 68.12
(a)

5.31z; — 6.100xy = 47.00
(b) 589z1 + 0.03z2 = 59.20
—6.10z1 + ©5.3lzy = 47.00

7.3 Zadania do wykonania w domu

1. Zaimplementowaé¢ w Matlabie funkcje do rozwiazywania ukladéw rownan macierzowych w postaci:
Ax =10

metoda:

(a) Cramera

(b) macierzowa (metoda oparta o macierz odwrotna)

Programy powinny posiadaé zabezpieczenia przed podaniem niepoprawnych danych wej$ciowych: macierzy
A oraz wektora b. Uwzglednié przypadek gdy det(A) = 0.

8 Interpolacja

8.1 Interpolacja liniowa

Jest to najprostszy przypadek interpolacji. Ponizszy wzor zostal tak skonstruowany aby w punktach weztowych
wartos¢ bledu byta rowna zero:

T — X
y=P(x)=yo+ (41 — %) (10)
r1 — Xo
Wzor ten jest wygodniej zapisywaé w nastepujacej postaci:
T — T T — X0
y="P(x)=yo +y (11)
Tro — T1 Tr1 — Xo

8.2 Wielomian Lagrange

Wielomian Lagrange stanowi uogélnienia interpolacji liniowej dla wielomianéw dowolnego stopnia. Zapisujemy
go w nastepujacy sposob:

Py(z) = ypLn (@) (12)
k=0

Gdzie symbol Ly i (z) oznacza wspélczynniki wielomianu dla podanych wezlow:

(x—2x0)...(x —zp_1)(x — Tp1) ... (T — zN) (13)

Ly w(x) = (v — o) .. (Tp — Tp—1) (T — Thg1) - - (T — TN)

Mozemy to zapisa¢ w przy zastosowaniu symbolu produktowego, co skroci zapis:

N
[l=o,jzn(x — 75) (14)

Ly(z) =
Hj’V:O,j;ék(x’f )

8.3 Oszacowanie btedu interpolacji

Interesuje nasz blad € dla punktéow lezacych wewnatrz przedzialu okreslamy w nastepujacy sposéb:

e(z) = f(z) — Pn(x) (15)
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Bowiem warto$¢ btedu dla wezléw wynosi zero. Mozemy skorzystaé¢ z nastepujacej zaleznosci:

(@) = Pu(@)] < Zrlun(a)

Symbolem M, 1 oznaczamy kres gérny (n + 1)-szej pochodnej interpolowanej funkcji:
Myg1 = Supye (g | f) ()]
Natomiast pod symbolem w, (z) ukrywa sie nastepujace wyrazenie:
wp(x) = (x —xz0)(x —x1) ... (T — Ty)
8.4 'Wzér interpolacyjny Newtona
Wielomian interpolacyjny jest dany nastepujacym wzorem:

Py(z)=ao+ai(x —x0)+... +an(@ —xzo)(x —21) ... (. —2N,)

(19)

Przez ay, oznaczamy ilorazy réznicowe funkcji: ay = f[zo, 1, ..., ag], gdzie k =0,1,2,..., N.
Wzory na iloraz réznicowy funkcji dwoch wartoéci. czyli iloraz réznicowy pierwszego rzedu sa nastepujaco
zdefiniowane:
J(z1) — f(zo
Flagsay) = L= T20)
Tr1 — o
Xro) — X1
foniay) - ) = 1)
T2 — I1
f(@n) — f(@n—
F@rian) = (@n) = f(zn-1)
Ty — Tpn-1

f(xo; 215 20) =
f(xn—l; xn) - f(xn—Z; zn—l)
Tp — Tp—2

f(Xn—2ipn_1;2,) =

Ogodlnie wzor na dowolny rzad ilorazy réznicowego funkcji jest nastepujacy:

J(@ip; T2 %) — f(2i5Ti41); -5 Tign—1
Li4n — L4

J(@is@igrs .5 Tign) =

Do wyznaczanie ilorazéw réznicowych pomoca moze by¢ nastepujaca tabela:

x; | f(z;) | rzedul rzedu 2 rzedu 3 rzedu 4 rzedu 5
zo | f(zo)
f(xo;21)
z1 | f(z1) f(@o; x1;22)
f(xy;22) flxosx1; 205 23)
zy | f(z2) [z 225 23) f(wo; w15 225 233 24)
[z 23) f(x1; 205235 24) f(xo; 213 w23 233 243 X5)
r3 | f(x3) f(w2; 235 24) f(@1; 05 w35 245 5)
f(@3;24) f(wo; 235045 25)
w4 | f(z4) f(x3; 245 5)
f(l’4;$5)
v5 | f(xs)
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Dla funkcji f(z) = 2® tablica ilorazéw réznic jest nastepujaca:

vy | flxs) | s zinn) | f(mas@ipa; i) | f(@s@ign; Do Tays) | f (@45 Tag1; a2 Tig3; Tiga)
0 0
4
2 8 )
19 1
3 27 10 0
49 1
5 125 14
91
6 | 216

8.5 Interpolacja za pomoca funkcji sklejanych

Podobnie jak w interpolacji liniowej w podobny sposéb mozna podaé¢ wzor na interpolacje za pomoca funkcji
sklejanych za pomoca funkcji liniowych, gdzie dy = (yp+1 — di)/(Tr+1 — Tk):

yo + do(x — x0) x € [zo,x1]
y1 +di(z — x1) x € [z1,2]
Yo + do(xz — x9) x € [x9,x3]

S(x) = :

yk—i-dk(x—xk) xr € [Ik,.rk+1]

yn—1+dv-1(x —axN_1) € [xN_1,ZN]

Krzywa interpolujaca sklejana nazywamy naturalna krzywa interpolujaca (ang. natural cubic spline) wyko-
rzystujaca wielomiany stopnia trzeciego, gdy spelnione sa nastepujace warunki:

e s(z) jest wielomianem stopnia < 3 na kazdym przedziale [z;_1,z;] dla j =2,3,...,n.

o s(z), s (z),s (), sy ciagle ma przedziale a < = < b

o s (z1)=5 (z)=0
Uzyskanie krzywej dla n wezléw rozpoczniemy od uzyskania wartosci wspétczynnikéw M; wedtug nastepujacego
Wzoru:

Yj
Zj

—Yj—1

Tj —Tj-1 Tj+1 — Tj-1 Tj+1 — L Yj+1 — Yy
ot B it ) GRS LY I My =2 i _
—Zi

J

6 I 3 6 Tjy1 — Ty
Gdzie j = 2,3, ...,n — 1, zakladamy réwniez, ze My = M,, = 0. Poszczegblne wielomiany otrzymujemy wykorzy-
stujac nastepujacg relacje:

M+ (@ —3a)
6(zj —j-1)

(zj — )

M; n (z; —x)yj—1 + (x —x;-1)y;

; _é(%‘—%‘fl)[(xj—m)Ma‘fﬂL(x_xﬂ'*l)Mj]

s(r) =

— T

8.6 Zadania

1. Stosujac interpolacje liniowg wyznaczy¢ wielomian interpolacyjny dla funkcji f(z) = /z. Okreslié blad
sredniokwadratowy dla otrzymanego wielomianu dla przedzialu (1,4).

2. Podaé wielomian interpolacyjny (Lagrange’a, Newtona), jesli dane sa nastepujace wezly: (—2,3), (1,1),

(2,-3), (4,8).
3. Stosujac metody Lagrange’a i Newtona zbudowaé wielomian interpolacyjny 4-go stopnia dla nastepujacej
tablicy:
x 0.0 0.1 0.3 0.6 1.0
f(z) | —6.00000 | —5.89483 | —5.65014 | —5.17788 | —4.28172
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4. 7 jaka doktadnoscia mozna oszacowaé¢ wartosé v/2 wielomianem Lagrange dla nastepujacych punktéw
weztowych: 1, 25/16, 16/9, 9/4. Wykorzysta¢ wzoér 16.

5. Oceni¢ dokladno$é¢ z jaka mozna obliczyé wartosé In 100.5 przy zastosowaniu wzoru interpolujacego La-
grange’a. Dane sa nastepuje wartosci weztowe: In 100, In 101, In 102, In 103.

6. Dane sa 3 punkty (1,0), (3,3), (4,1). Znalezé wielomian posiadajacy w kazdym z nich punkt ekstremalny
lub punkt przegiecia. Jaki jest minimalny stopien takiego wielomianu?

7. Populacja ludnosci w USA od 1930 do 1980 wynosita (w mln):

rok 1930 1940 1950 1960 1970 1980
ludnoé¢ | 123.203 | 131.669 | 150.697 | 179.323 | 203.212 | 226.505

Wyznaczy¢ wielomian interpolacyjny Lagrange’a 5-go stopnia uzywajac powyzszych danych. Wykorzystaj
wyznaczony wielomian do oceny populacji w latach 1920, 1965 i 2002. Co mozna powiedzie¢ o doktadnosci
oceny populacji w 1965 oraz w 2002 roku?

8. Dla nastepujacych wezléw: (0,0), (1,0.5),(2,2.0), (3,1.5) wyznaczy¢ naturalng krzywa sklejana.

9. Ponizsza tabela prezentuje wartosci temperatury (w stopniach Fahrenheita) w Los Angeles. Wyznaczy¢
naturalng krzywa skladang i narysowac jej wykres:

Czas | Stopnie || Czas | Stopnie
1 58 7 57
2 58 8 58
3 58 9 60
4 58 10 64
5 57 11 67
6 57 12 68

9 Aproksymacja

9.1 Definicje norm

Istnieje wiele definicji norm dla btedéw. Oto trzy najszerzej stosowane:

Btad maksymalny : E.(f) = 1<ka<XN{\f(xk) yk|} (21)
1
Btad éredni : == Z |f(zk) — yl (22)
N =
X
Btad $redniokwadratowy : Eo(f =~ Z |f (zr) — yrl? (23)
k=1

9.2 Wielomian aproksymacyjny stopnia pierwszego

Gdy mamy n weztéw szukamy funkcji liniowej o nastepujacej postaci:
y=Ax+ B (24)
Wspdlezynniki A i B mozna wyznaczy¢ rozwiazujac nastepujacy uklad dwédch réwnan (tzw. uklad normalny):
(ko 2i) A+ (ko 2k) B = 30 wu

(k=1 x) A+nB =370 i

(25)
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9.3 Aproksymacja wielomianem dowolnego stopnia

Uogdlniony wzoér na uklad normalny z ktérego mozna wyznaczy¢ wspétezynniki wielomianu aproksymacyjnego
dowolnego stopnia dla zbioru (z;,y;) o n elementach prezentuje si¢ nastepujaco:

zm: aiix§+k :zn:ijf, k=0,1,2,....m (26)
§=0

i=0 3=0

9.4 Aproksymacja wielomianem tygonometrycznym

Ponizsze zaleznosci sa okreslone dla parzystej liczby weztéw. Wielomian interpolacyjny rzedu m dla n weziéw
jest dany nastepujacym wzorem:

O m
=5 Z a; cos(jz) + bjsin(jx)) (27)

Wspélczynniki a; oraz b; (zwane takze wspélczynnikami Fouriera) wyznaczamy wedlug nastepujacych wzoréw:
a; =230 flzg)cos(jay) j=0,1,2,..,m

by =230 flog)sin(jzy) j=1,2,...,m

(28)

9.5 Ortogonalny wielomian aproksymacyjny — wielomiany Grama

Wielomiany tego typu oferuja najlepszy w sensie aproksymacji érednikwadratowej wielomian przyblizajacy dana
funkcje. Wielomian aproksymacyjny dla m réwno odlegltych wezléw ma nastepujaca postac:

m Ck ~(n) [T — X
(@) =30 R (h ) (29)
k=0

Oznaczenie F' okresla wielomiany Grama:

F,g”)(q)i(l)S(k)<k+s> q(q—1)~~~(q—§+1) (30)

s=0 S S nn—1)...(n—n+1)

Dzialaja one na n + 1 weztach a zmienna k przyjmuje nastepujace wartosci: k = 0,1, 2, ..., m Wspdlczynniki s
i ¢, okreslamy nastepujaco:

Cp = Z?:o yipén) (xi)

s =30 o[E (g))?

(31)

9.6 Aproksymacja wielomianem Chebyszewa

Wielomian aproksymujacy Czebyszewa stopnia n na przedziale (—1,1) jest okre$lony jako nastepujaca suma:

) =) eT;(@) (32)
§=0

Oznaczeniu T (z) oznacza odpowiedni wiclomian Chebyszewa (definicja znajduje si¢ w wyktadzie dot. interpo-
lacji). Wspélczynniki ¢; sa okreslone w nastepujacy sposob dla wyznaczenia wartosci ¢o korzystamy z ponizej
relacji :

0= > flw) (33)
k=0
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Pozostate wartosci wspoétezynnikéw wyznaczamy w nastepujacy sposob:

¢ = 2 f:f(ack)cos<j7r(2k+1)) i=1,23,...,n (34)
k=0

n+1 2n + 2

Naturalnie aproksymacji dokonuje sie na $cisle okreslonych weztach wyznaczanych wedtug wzoru:

0 = cos (”(2’;*”) (35)

9.7 Dopasowanie funkcji y = Az

Podobnie jak w poprzednim przypadku dysponujemy zbiorem N par {x;,y;}. Dla krzywej aproksymacyjnej w
postaci:

y = AzM (36)
Dla arbitralnie wybranej wartosci M wspélczynnik A wyznaczamy wedlug nastepujacego wzoru:
N
A= Zk:l ‘/I"ilcwyk 37
o N oM (37)
2 k—1 7],

9.8 Dopasowanie funkcji y = Ce?®
Dopasowanie danych do nastepujacej funkcji wykladniczej:
y = CeA® (38)
Wymaga pewnym elementarnych przeksztalcen. W pierwszej kolejnosci nalezy z logarytmowaé¢ obydwie strony:
In(y) = Az + In(C)

Po wprowadzenie dodatkowych oznaczen: Y = In(y), X = z, B = In(C). Otrzymamy liniowa relacje pomiedzy
zmiennymi X i Y:
Y =AX+1B (39)

Wspétezynniki A, B wyznaczamy za pomocg ukladu (25). Natomiast wspélezynnik C obliczamy nastepujaco:
C =eb.

9.9 Zadania

1. Wyznaczyé wielomian aproksymacyjny pierwszego stopnia (funkcja liniowa) dla nastepujacych danych:

zi | —1]0[1[2[3[4[5] 6
v |10 |9[7[54[3[0] -1

Narysowa¢ powyzsze punkty oraz wykres wielomianu aproksymacyjnego. Wyznaczy¢ btedy dla otrzymanej
funkcji.

2. Zmnalez¢ wielomian aproksymujacy stopnia drugiego dla nastepujacych danych:

T 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
y; | 1.026 | 0.768 | 0.648 | 0.401 | 0.272 | 0.193

3. Dokona¢ interpolacji wielomianem trygonometrycznym nastepujace dane:

&
3
N
3
o

s

—-1/1|-1]1

yi | —1

ol
= ME]
[0
o

Dla jakiego rzedu n = 1,2, 3,4 otrzymamy najlepsze przyblizenie.
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4. Wyznaczy¢ wielomian aproksymacyjny stopnia drugiego dla nastepujacych danych:

z; [1] 15 [2] 25 | 3
v | 3475 [ 7]9.75 | 13

Nastepnie wyznaczy¢ ortogonalny wielomian aproksymacyjny stopnia drugiego z wykorzystaniem wielo-
mianéw Grama. Poréwnac¢ obydwa otrzymane wielomiany.

5. W tabeli zostaly zebrane dane z pewnego eksperymentu:

Czas w [s] | Odleglo$¢ w [m]
0.200 0.1960
0.400 0.7850
0.600 1.7665
0.800 3.1405
1.000 4.9075

Okazuje sie, ze dane z tabeli sa opisane za pomoca nastepujacej relacji: d = %th, gdzie d jest odleglosciag
w metrach a t to czas mierzony w sekundach. Wyznaczy¢ wartos¢ przyspieszenia ziemskiego g.

6. Wyznaczy¢ krzywa typu e” dla nastepujacych danych.

z;| O 1 2 3| 4
yi | 1.5125]135]50]|7.5

7. Wyznaczy¢ wielomian aproksymujacy stopnia co najwyzej drugiego dla nastepujacej funkcji f(z) = sin(x)
na przedziale (0,7/2).

8. ZnaleZ¢ postaé¢ wielomianu Czebyszewa dla funkcji e® na przedziale (—1,1). Zastosowaé cztery wezly.

10 Caltkowanie numeryczne

10.1 Kwadratury Newtona-Cotesa

Kwadratury Newtona-Cotesa polegaja na catkowaniu wielomianu Lagrange’a, ktory jest reprezentowany naste-
pujaco:

f(z) = Py(z) = Z fiLnk(2) (40)
k=0
Ogdlnie metoda catkowania Newtona-Cotesa posiada nastepujaca postac:

?Lf(x)dx R~ wfnPn(x)dx =

Zo

xo \k=0 k=0 \zo

Ifn (Zn: kan,k(I)> dr = Xn: (7 kan,k(x)da:> _ "

k=0 xo k=0

= En: (?ﬂLn,k(x)d$> Jr = Enj wi fx
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Pierwsze cztery kwadratury sa nastepujace:

f T~ %(fo + f1) regula trapezu
xo
2
f z~ B(fo+4f1+ f2) reguta Simpsona
P (42)
f %(fo +3f1+3f2+ f3) regula Simpsona3/8
o
4
f )dw ~ 28(Tfo + 32f1 +12f> + 32f5 + Tfs) regula Boole’a
xo

10.2 Wyprowadzenie metody Simpsona

Rozpoczynamy od zdefiniowania wielomianu Lagrange’a (lista zadan o interpolacji) stopnia drugiego:

Pala) = fp EmE@ =) o @mm)e—ws) o (@ —an)@—a)

(ﬂco—xl)(fo—xz) 1(581 —xo)(fl —552) 2($2—$0)($2 —331)

Catkujemy wielomian wyciagajac przed znak catki wartosci funkcji:

/IQPQ(x):fO/EQ ([E—le)(fﬁ d,]j—|—f/ ,:E—l‘o d —|—f/ 13—1'0 551) da (44)

(:vo—x1)(xo—x2 (1 — 20)(z1 — x2) T2 — o) ( 2—x1)

Aby wykonaé catkowanie nalezy wprowadzi¢ nowe oznaczenia, x = xg + ht oraz dr = hdt. Zmieniamy zakres
calkowania od 0 to t Poniewaz wezly sa réwno rozmieszczone, czyli x = x9+kh co oznacza, ze réznice elementéw
x — x; mozemy zastapi¢ przez (k — j)h oraz réznice x — x, przez h(t — k). Po podstawieniu mozemy wykonaé
dalsze przeksztalcenia:

) 2
ht h(i=1h(1—2) h(t OTGE) h(t—0)h(t—1)

o 0

fos [ =3+ 2y - flth(zt2 —ot)dt + o e = tyat =
0 0 0

(45)
e =2 =2 N
S e e
= foh2 — iR+ fol2=L(fo+Af1+ f2)

10.3 Zlozona metoda trapezéw

Znaczace polepszenie numerycznego catkowania uzyskamy, jesli poszczegdlne metody zostang zastosowane dla
podprzedzialéw. Zalézmy ze mamy pie¢ punktéw: xg,...,xs. Gdy bedziemy catkowaé kazdy podprzedzial od-
dzielnie do mozemy zastosowaé np.: metode trapezéw:

T f@)de = [ f@)de + [ f@)de+ [ f(z)de+ [ f(a)de ~

R Efot SO+ B(fi A+ fo) ¥ B (fa b fo) + B (fa+ fa) = (46)

=L(fo+2fi+2f2+2f3+ f1)
Blad EI(f) w zlozonej metodzie trapezéw mozna wyznaczyé ze wzoru

—h2(b— a)

EL () = =

f//(cn)
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gdzie ¢, jest nieznanym punktem w przedziale [a, ], zas h = (b—a)/n. Natomiast oszacowanie bledu dla duzych
wartosci n okreslone jest wzorem

—h?

Ey(f) = 45 (F(b) = f'(a))-

10.4 Zlozona metoda Simpsona

Podobnie jak w poprzedniej metodzie réwniez dla metody Simpsona mozemy polepszy¢ jakoéé catkowania, jesli
bedziemy stosowaé¢ dla mniejszych przedziatéw.

[ f)de = [ fa)de + [ f(a)de ~

~U(fordfi+ o)+ (ot dfs+ fa) = (47)

§(fot+afi+2f2 +4fs + fa)
Btad EZ(f) w metodzie Simpsona mozna wyznaczy¢ ze wzoru

—h*(b - a)

(4)
180 f (Cn)

B (f) =
gdzie ¢, jest nieznanym punktem w przedziale [a,b], h = (b — a)/n, za$ f®*) oznacza czwarta pochodna funkcji
f. Oszacowanie bledu dla duzych wartosci n okreslone jest wzorem

s —h?

E,(f) = 1gg (/" () = f"(a))

11 Metoda Gaussa

11.1 Wstep

Stosowanie metod opartych na kwadraturach Newtona-Cotesa niesie ze soba pewien blad a ponadto dla osia-
gniecia odpowiedniej doktadnosci wymaga wykonania obliczen w wielu punktach. Powstaje wiec pytanie: Czy
jest mozliwe wyznaczenie przyblizonej wartosci catki wykonujac obliczenia dla matej liczby punktéw? Ponadto,
czy metoda taka moze dawaé idealne (pomijajac bledy numeryczne obliczen) wyniki dla pewnych klas funkeji?
Odpowiedzia na te pytania jest metoda Gaussa.

11.2 Sformulowanie problemu

Zalézmy, ze nalezy wyznaczy¢ wartosé catki

przy pomocy przyblizonej metody
I(f) ~ In(f) = Y _w;f(x))
j=1

dodatkowo zakladajac, ze wagi w; oraz wezly x; beda dobrane tak, aby I,,(f) = I(f) dla wszystkich wielomianéw
stopnia 2n — 1. Blad musi zatem wynosié¢ zero (a wiec I(f) = I,(f)) dla wszystkich wielomianéw stopnia
nizszego lub réwnego 2n — 1. Konstrukcje metody przeprowadza si¢ dla wielomianéw postaci f(z) = 2 dla
k=0,1,2,3,...2n—1. Pozwala to na wyznaczenie niewiadomych w; oraz z;. Doktadnos¢ tej metody catkowania
jest wprost proporcjonalna do wartosci n.

Dla metod calkowania definiuje sie ponadto stopien precyzji. Metoda calkowania posiada stopien precyzji
réwny k, jesli daje idealnie doktadny wynik dla wszystkich wielomianéw stopnia < k, za$ dla wielomianu stopnia
k + 1, blad jest niezerowy. Stopien precyzji metody Gaussa stopnia n jest zatem réwny 2n — 1.
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11.3 Przypadek n=1

1(f) = / F@)de = () = 3wy f(ag) = wif () (48)

—1 Jj=1

Z zalozenia metoda ma by¢ idealnie dokladna dla wielomianu stopnia 0, a wiec f(z) = 1. Podstawiajac f(x) =1
do wzoru (48) i uwzgledniajac zalozenie o zerowym bledzie metody, otrzymuje sie

zgy:/amx:huj:ww1

Aby réwnos¢ byla spelniona, nalezy tak dobraé¢ wspélczynnik wy, aby

j(l)df =

Catka po lewej stronie wynosi
1
/umx:xuﬂ—mx:4:1+1:2
-1
a wiec

[ﬂMx:2:w1

Wspdtcezynnik wy wynosi wiec 2. Pozostalo wyznaczenie wartosci 1. Aby to uczynié¢, mozliwe jest wymuszenie,
aby blad dla wielomianu stopnia 1 (a wiec f(z) = x) byl zerowy. Oznacza to, ze

1(f) = / f(@)dz = 1 (f) = wy * f(2)

I(f):/l(x)dm:2>km1

Catka po lewej stronie wynosi

72

2

a zatem
I(f)=0=2%mx

7 tego wynika, ze x1 = 0.
Podsumowujac, dla n = 1 i dowolnej funkcji f zachodzi

Metoda jest idealnie doktadna dla wszystkich wielomianéw stopnia n < 1, a wiec jej stopien precyzji wynosi 1.
Latwo pokazaé, ze dla wielomianéw wyzszych stopni (np. dla #2) metoda nie daje idealnie doktadnego wyniku.
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11.4 Przypadek n =2

Poniewaz n = 2, wiec obliczenia nalezy przeprowadzi¢ dla wielomianéw stopnia 0, 1, 2, 3. Podstawiajac do wzoru
ogoblnego na catkowanie numeryczne metoda Gaussa otrzymuje sig

1) = [ $@)dn = B(5) = 3" wsfl5) = wn ) + waf () (49)

Z zalozenia metoda ma by¢ idealnie dokladna dla wielomianu stopnia 0, a wiec f(z) = 1. Podstawiajac f(xz) =1
do wzoru (49) i uwzgledniajac zalozenie o zerowym bledzie metody, otrzymuje sie

1
I(f):/(1)dx:12<f)=w1*1+w2*1

upraszczajac
2 =w; + we

Z zalozenia metoda ma by¢ réwniez idealnie dokladna dla wielomianu stopnia 1, a wiec f(z) = x. Podsta-
wiajac f(x) = do wzoru (49) i uwzgledniajac zalozenie o zerowym bledzie metody, otrzymuje sie

1
I(f):/(x)dx:wl*xl + Wy * To
1

z czego wykonujac catkowanie otrzymuje sie
0=w; *xx1 4+ wo * 22
Z zalozenia metoda ma byé réwniez idealnie dokladna dla wielomianu stopnia 2, a wiec f(x) = 2%. Podsta-
wiajac f(z) = 2% do wzoru (49) i uwzgledniajac zalozenie o zerowym bledzie metody, otrzymuje sie

1
I(f) :/(xQ)da:zwl * T7 + wo * T3
21

Catka po lewej stronie wynosi

7 tego wynika, ze

g:wl*x%—i—wQ*mg

Z zalozenia metoda ma byé réwniez idealnie doktadna dla wielomianu stopnia 3, a wiec f(z) = 2. Podsta-
wiajac f(z) = 22 do wzoru (49) i uwzgledniajac zalozenie o zerowym bledzie metody, otrzymuje sie

1
I(f) :/(x?’)d:v:wl * 23 4 wy * 23
21

Catka po lewej stronie wynosi
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7 tego wynika, ze
0= wy %25 + wy * 15

Uwzglednienie wszystkich obliczen dla f(x) = 1, z, 22, 23 prowadzi do ukladu réwnan

= wi+ wsy

w1T1 + Wak2

wlx% + szg

= wlx:f + ngg

owNn O N

Mozna pokazaé, ze rozwigzaniem tego uktadu réwnan sa liczby

wp = 1
wo = 1
— 3
n o= —f
3
n o= ¥
oraz
wp = 1
wo = 1
NVE)
= 3
3
n o= —f

Podsumowujac, dla n = 2 i dowolnej funkcji f zachodzi

[ 1@~ 1w s

Metoda jest idealnie dokladna dla wszystkich wielomianéw stopnia n < 3, a wiec jej stopien precyzji wynosi 3.
Latwo pokazaé, ze dla wielomianéw wyzszych stopni (np. dla z*) metoda nie daje idealnie doktadnego wyniku.

11.5 Metoda Gaussa wyzszych stopni

Analogicznie do poprzednio opisanych przypadkéw, dla n > 2 zadanie polega na wyznaczeniu wartosci 1, xa, . . . , Tp,
oraz wiy, ws, ..., W, tak, aby wyrazenie

1

JECCE S

-1

bylo prawdziwe dla f(z) = 1,2, 22,23, ..., 2?"~! Wykonanie catkowan analogicznych dla pokazanych poprzednio
prowadzi do nastepujacego uktadu réwnan

2 = witwe+--+wy
0 = wizy +wexs + - +wpxy
% = wlx% + wzxg + -+ wn:ci
0 = wiad +wers+ - +wpzd
2= w122 werd" T2 4 w2
0 = wlx%n—l + wzxgn—l R w"xi”*l
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Metoda taka ma stopien precyzji réwny 2n — 1. Rozwiazanie takiego rownania jest zadaniem bardzo trudnym.
7 tego powodu wartosci x oraz wy czesto umieszcza sie w tabelach.

Tk Wi

0.0 2.0

£0.5773502692 | 1.0

+0.7745966692 | 0.5555555556
0.0 0.8888888889
4 | £0.8611363116 | 0.3478548451
+0.3399810436 | 0.6521451549
5 | £0.9061798459 | 0.2369268851
+0.5384693101 | 0.4786286705
0.0 0.5688888889
6 | £0.9324695142 | 0.1713244924
+0.6612093865 | 0.3607615730
+0.2386191861 | 0.4679139346
7 | £0.9491079123 | 0.1294849662
+0.7415311856 | 0.2797053915
+0.4058451514 | 0.3818300505
0.0 0.4179591837
8 | £0.9602898565 | 0.1012285363
£0.7966664774 | 0.2223810345
+0.5255324099 | 0.3137066459
+0.1834336425 | 0.3626837834

W N =3

11.6 Przystosowanie metody Gaussa dla dowolnych przedzialéw

Metoda Gaussa nadaje sie wylacznie do wyznaczania calek w przedziale [—1, 1]. Znacznie czesciej w zastosowa-
niach praktycznych konieczne jest jednak wyznaczenie wartoéci catki

b
/ F(x)dz

. b+a+tb—a)
=—

Stosujac podstawienie

dla ¢ € [-1,1]. Prowadzi to do calki w postaci:

1
b—a b+a+tb—a)
o ()

—1

ktéra moze zosta¢ wyznaczona przy pomocy metody Gaussa.

11.7 Zadania
1. Wyznaczy¢ wzory dla pierwszych czterech rzedéw kwadratury Newtona-Cotesa.
2. Wyznaczy¢ wzory dla metod zlozonych dla pierwszych czterech rzedéw kwadratury Newtona-Cotesa.

3. Stosujac kwadratury Newtona-Cotesa stopnia 1 - 4 wyznaczy¢ wartosci calek oznaczonych z nastepujacych
funkcji:

(a) 32° —1
(b) sin(z)
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10.

11.

(c) e®

Przedzial catkowania mozna by¢ dowolny ale wspdlny dla wszystkich trzech funkcji. Oceni¢ na podsta-
wie reszty kwadratury oraz wartosci wyznaczanej analitycznie zalezno$é doktadnoéci obliczen od stopnia
kwadratury.

. Zastosowaé metody zlozone trapezu oraz Simpsona dla wymienionych w poprzednim punkcie funkcji. Czy

wyniki ulegly poprawie?
Zaimplementowaé¢ metode Simpsona

Metoda prostokatéw polega na zastapieniu calki z funkcji f catka (polem pod wykresem) z prostokata o
wysokoscl f(x1) 1 szerokosei (xg — 21). Zaimplementowaé ta metode.

Udowodnié, ze metoda Gaussa stopnia 2 daje idealnie dokladny (pomijajac bledy numeryczne) wynik przy

catkowaniu wielomianu f(z) = az? + bx + ¢, a # 0.
Wyznaczyé¢ blad metody Gaussa stopnia 2 przy calkowaniu funkcji f(x) = z%.

Zaimplementowa¢ metode Gaussa stopnia 1,2,3 i 8 dla dowolnego przedziatu catkowania.

1
Wyznaczy¢ korzystajac z metody Gaussa stopnia 2,3 oraz 8 wartosé catki I(f) = [ ﬁdm. Wskazowka:
0

Przed wykonywaniem obliczen zmodyfikowaé granice calkowania.

Korzystajac z wynikéw zadan poprzednich poréwnaé doktadno$é poznanych metod.
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