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Zbiér zadan

1 Zbiory

1. Poda¢ formalne definicje: sumy zbioréw i réznicy zbioréw dwoch zbioréw, iloczynu dwdch
zbiorow, roznicy symetrycznej dwoch zbioréw.

2. Wypisa¢ kilka przyktadowych (np.: po pie¢) wartosci nastepujacych zbioréw:
(a) NP, Z, QR

(b) {n:n € N oraz n jest parzyste}

(c) {2":n e N}

(d) {n € N : liczba n + 1 jest pierwsza}

(e) {35 :n €P, liczba n jest parzystai n < 11}
(f) {neN:n?=09}

(g) {n€Z:n*=9}

(h) {r eR:2*=09}

(i) ¥ ={a,b}, X ={0,1}, X ={0,1,2}, ¥ ={z}

3. Niech A={zx € R:|z|] > 5} oraz B={x € R: -6 < x < 0} przedstawi¢ graficznie
nastepujace zbiory:
(a) AUB, AN B, A°
(b) A\ B, B\ A

4. Podaj moc nastepujacych zbioréw:

(a) {=1,1}, [=1,1], (=1, 1), (1, 1)

(b) {neZ:—-2<n<2}

(c) {neZ:10 < |z| <30}

(d) {n€Z:10 <z < 30}

by M.S. luty, marzec, kwiecien, maj roku panskiego 2005 oraz luty, marzec 2006, luty 2007, marzec 2010,
luty 2019, opracowane min. na podstawie ksigzki Matematyka Dyskretna, Kenneth A.Ross, Charles R.B.Wright,
Wydawnictwa Naukowe PWN, wydanie trzecie, Warszawa 2000

27bi6r zadan dotyczy kierunku informatyku w trybie stacjonarnym (studia dzienne) oraz w trybie niestacjo-

narnym (studia zaoczne).



5. Zalozmy, ze mamy stowo w nalezace do zbioru ¥* pewnego alfabetu:
(a) Jesli usuniemy pierwsza (od lewej strony) badZ ostatnig (od prawej strony) litere ze
stowa w, to czy nowo otrzymane stowo bedzie naleze¢ do »*7

(b) A gdy usuniemy obydwie litery z obu konicéw? To czy stowo nadal bedzie naleze¢ do
zbioru »*7

(c) Zatdézmy ze mamy maszyne ktora potrafi rozpoznawaé litery nalezace do alfabetu
> oraz usuwac rozpoznane litery. Czy mozemy wykorzysta¢ taka maszyne aby roz-
strzygnaé czy stowo w nalezy do zbioru »*7

6. Mamy nastepujace zbiory: A = {1,3,5,7,11}, B = {2,3,5,7,11}, C = {2,3,6,12},
D = {2,4,8} i przestrzenn w ktorej zawarte sa wymienione zbiory U = {1,2,3,4,...,12}.
Wyznaczy¢:

(a) AUB, ANB

(b) (AUB)NC*©

(c) A\B,C\D

(d) BeC, A B

7. Mamy dwa zbiory: A = {a,b,c} oraz B = {a,b,d}

(a) wypisaé (i narysowac) wszystkie pary uporzadkowane ze zbioru A x A
(b) wypisa¢ (i narysowac) wszystkie pary uporzadkowane ze zbioru A x B

(c) wypisaé (i narysowaé) elementy zbioru: {(x,y) € Ax B:x =y}
8. Niech S={0,1,2,3,4} oraz T = {0, 2,4}

(a) poda¢ moc zbioréw |S x T|, |T x S|
(b) wypisa¢ i narysowaé elementy nastepujacych zbioréw:
i. {(m,n)eSxT:m<n}
. {(m,n) €T xS :m<n}
iii. {(m,n) € SxT:m+n>3}
iv. {(m,n) €T xS :mn >4}
v. {(m,n) € SxS:m+n=10}

9. Narysowa¢ diagramy Venna dla nastepujacych operacji:

(a) sumy zbioréw i r6znicy zbioréw dwoch zbioréw, iloczynu dwéch zbioréw, réznicy
symetrycznej dwoch zbioréw



(b)y AN(BUC), (ANB)U(ANC)
10. Za pomocy diagramow Venna udowodnié¢ zaleznosci:

(a) (AUB)NA°C B
(b) AN(BaC)=(ANB)& (ANC)
(c) ABC (A C)u(Ba ()

11. Udowodnié¢ formalnie nastepujace zdania:

(a) dla dowolnych zbioréw A1 B mamy ANBC Ai AC AUB
(b) jesi ACBiACCtoACBNC
(c) jedi ACCiBCCtoAUBCC
(d) A C B wtedy i tylko wtedy, gdy B¢ C A°
(e) (A\B)\C C A\ (B\C), dla dowolnych zbioréw
12. Wykaza¢é, ze dla dowolnych zbioréw A, B, C' zachodza nastepujace réwnosci:
(a) A\B=A\(ANDB)
(b) A=(ANB)U(A\ B)
(c) AN(B\C)=(AnB)\C
(d) (AUB)\C = (A\C)U(B\C)
() A\ (B\C)=(A\B)U(ANC)

13. Obliczy¢ nastepujace utamki oraz wyrazenia:

(a> g:v 6181'” 0?5'917 417 Zk ()k"
n! 10 i T8
(b) (n + 1) (n 1)17 (n_,_{)v()n Nk Zizl(_l) ) Hj:4(] - 1)

n € P oraz

(¢) wyznaczy¢ sze$¢ pierwszych wyrazéw ciagu a, = +1’

e obliczy¢ a,y1 —a, dlan=1,2,3
2

e wykazaéd, ze apiq1 — a, = 1) (n+2)

14. Dla kazdego z ponizszych ciagéw wyznaczy¢ k taka, ze f(n) = O(nF).

15. Wyznaczy¢ ograniczenia dla nastepujacych ciagow:

(a) (3n*+0(n))+ (2n*+ O(n))

)
(b) (3n'+O(n)) - (2n® + O(n))



16.

(c) (5n3 +0(n?)) - (3n* 4+ O(n?))
(d) (5n 4+ O(n)) - (3n* + O(n?))

Wykazaé¢ bez uzycia indukeji prawdziwosé nierownosci:

Logika I

. Zmienne p,q,r sg nastepujacymi zdaniami:

e p = ,pada deszcz”
e q = ,stonce sSwieci”
e r =  na niebie sg chmury”

Zapisaé ponizsze zdania za pomocg symboli logicznych:

a) Pada deszcz i $wieci stonce.

(

(b) Jesli pada deszcz, to na niebie sa chmury.

(c) Jesli nie pada deszcz, to nie $wieci stonice i na niebie sa chmury.
(

d) Stonce $wieci wtedy i tylko wtedy, gdy nie pada deszcz.

(e) Jesli nie ma chmur na niebie, to $wieci stonce.

Zaktadamy, ze p,q,r maja nadal to samo znaczenie co podane powyzej. Przettumaczy¢ na
ponizsze wyrazenia na jezyk polski:

b) Zabrania sie zasmiecania i zanieczyszczania drogi.
) Zabrania sie zasmiecania lub zanieczyszczania drogi.

Przepis dotyczy 0sob, ktore sa obywatelami polskimi i stale zamieszkujacych w Pol-
sce.



(e) Jesli pozwany nie stawi sie lub nie przysle przedstawiciela, to wyrok bedzie wydany
zaocznie

(f) Jedli nie przyjdziesz lub nie zadzwonisz, to sie nie dowiesz.
. Podaé¢ zdania odwrotne do nastepujacych zdan:

a) q—r

(a)
(b) Jesli jestem bystry, to zdam egzamin.
(c) Jedliz? =z, toz=01ub z = 1.

(d) JeSli2+2=4,t02+4=28
. Poda¢ kontrprzyktady na nastepujace stwierdzenia:

(a) 2™ — 1 jest liczba pierwsza dla kazdego n > 2.

(b) 2™+ 3" jest liczba pierwsza Vn € N

(c) 2"+ n jest liczba pierwsza dla kazdej nieparzystej liczby dodatniej n.
. Mamy taki oto dialog:

Mama pyta matg Kasie:

— Nie chcesz zupki?

— Nie!

Czy Kasia chciata zupki?

. Mama powiedziata wieczorem do Kasi:

— Jesli nie dokoniczysz kolacji, nie bedziesz mégta oglada¢ dtuzej telewizji dzis wieczorem.
Kasia owszem zjadla kolacje jednak po tym fakcie zostata natychmiast wystana do t6zka.
Czy Mama postapita sprawiedliwie?

. Zbudowaé¢ matryce logiczna (tabele prawdy) dla zdan:

(a) =(p A q)

(b) =((p < @) V(p = 1) = (=g A p)
)
)

J

(¢) =(p Vq) < (mp A —q)
(d) (p Aq) < ~(=pV —q)

. Sprawdzi¢ czy podane ponizej zdania sg tautologiami:



@) ((p = a) = p) —q
@ pV(EpAgV(mpA g
k) gvr—=(pVaqg—=qVr)
9. Udowodni¢, ze:
(a) iloczyn dwoch liczb parzystych jest wielokrotnoscia 4
(b) liczba v/3 jest niewymierna

(c) udowodnié, ze liczba n? — 2 nigdy nie jest podzielna przez 3 dla n € N

10. Podaé po jednym przyktadzie (zdania w jezyku polskim) dla nastepujacych prostych regut

wnioskowania:
() —4~
b
q
(b) —
p
q
(pAg)—r
(c) -
p—q
-q
(@) ———
Relacje

1. Niech S ={0,1,2,3,4} i niech T = {0, 2,4}, wypisa¢ elementy jesli relacja zostata okre-
slona w nastepujacy sposob:

(a) {(m,n) € SxT:m<n}
(b) {(m,n) €T x S:m<n}
(c) {(myn) e SxT:m—-n>3}
(d) {(m,n) €T xS :mn >4}
(e) {(m,n)eSxS:m-—n=38}

2. Niech A={a,b,c,d}. Wiemy, ze R C A% i R = {(a,a), (a,b), (c,a),(b,a), (a,d)} oraz S C
A% S ={(a,c),(d,a), (b,d),(d,c)}. Wyznaczy¢ zlozenie R i S oraz S i R.

3. Narysowa¢ digrafy ponizszych relacji:

(a) A=1{0,1,2,3}, {(m,n) € A>: m < n}

(b) A=1{1,2,3,4,5}, {(m,n) € A% : m — n jest liczb parzyst}

(c) relacja odwrotna do relacji 3a
)

(d) relacja odwrotna do relacji 3b

4. Udowodni¢, ze:



(a) (RUS)'=R1tUuS™!
b) (RNS)=R'NS!
(c) (RoS)t=R"1o8™
5. Wiemy, ze dowolna relacja R moze by¢:
e zwrotna, przeciwwzrotna

e symetryczna, antysymetryczna

e przechodnia.
Poda¢ definicje kazdej wtasnosci dowolnej relacji R.

6. Mamy zbiér A = {0,1,2} i relacj¢ R C A?. Zapisa¢ kazda z podanych relacji jako zbi6r
par uporzadkowanych oraz poda¢ jakie wtasnosci maja ponizszej relacje:

(a) mRn & m<n
(b) mRn < mn =0
(c) mRn & m?—n?=2
(d) mRn & m=n
() mRn & m+neA

7. Sprawdzi¢ jakie wlasno$ci maja ponizsze relacje:




9. Wykonaé rysunek grafu skierowanego G, gdzie: V(G) = {w, x,y, 2} 1 E(G) = {a,b,c,d, e, f, g}
natomiast funkcja v jest okreslona przez nastepujace dane:

e ‘ a b c d e f g
ye) [ (zw) (w,2) (z,2) (w,2) (wy) (w,2) (2y)

10. Ktore z podanych ciggéow wierzchotkéw opisuja drogi w grafie skierowanym przedstawiony
na ponizszym rysunku:

z -0
z Q\—fu\—‘o X
\\ : /
:\'O - X ,'")\\ h /
- ~. _ / / L /
~_ OF v w
. u N
™~ - AQ t (b)
(a) ~k 7

W grafie (a) podaé¢ najkrétsza droge z x do w.

11. Sa cztery grupy krwi A, B,AB i 0. Grupa 0 moze by¢ podawana kazdemu, grupy A i B
moga by¢ podawane osobom majagcym grup AB lub A lub B odpowiednio, a grupa AB
moze by¢ podawana tylko osobom z grupa AB. Narysuj graf skierowany, ktére przedstawia
te informacje. Czy ten graf jest acykliczny?

12. Ktére z nastepujacych ciagéw wierzchotkéw odpowiadaja drogom w grafie (a) z ponizszego
rysunku:

(a

N

) Zxw
(b) wxzxwyww
()

(d) wxzz

)

)

)

C) WWXZ

€) ZXWYyWZ

(
(

(g) yyww

=

XW



Ile jest petli w kazdym z graféw na rysunkach (a) oraz (b). Podaé tez przyktady naste-
pujacych drég dla grafu (a):

(a) o dtugosci 2 od w do z
(b) o dlugosci 4 od z do z
¢) o dtugosci 5 od z do z
(d) o dtugosci 3 od w do x

Jak rowniez przyktady nastepujacych drég dla grafu (b):
a) o dtugosci 3 od y do w

(a)
(b) o dtugosci 3 od v do y
)

)

(c
(d) o dtugosci 3 od z do z

o dtugosci 4 od v do y

13. Mamy nastepujace macierze:

10 2 6 85 1 3
A= 13 2 |,B=4 —27],c=[2 -4
42 3 3 1 2 5 —2

Wyznaczy¢ macierze jesli bedzie to mozliwe:

(e) B+ BT, C+CT
(f) (A+A)+B

14. Niech A i B oznaczajg dowolne macierze. Czy prawdziwe sg nastepujgce zdania:

9



15. Dla kazdej liczby n € N niech:

ae (20 ) o= ()

(a) Wyznaczy¢ macierze AL dla wszystkich n € N.
(b) Wyznaczy¢ zbiér {n € N: AT = A, }
(c) Wyznaczy¢ zbiér {n € N: Bl = B,}
(d) Wyznaczy¢ zbior {n € N: B, = By}

16. Wezmy macierze A, B € M, ,, oraz a,b,c € R. Wykaz, ze:

(a) c(aA+bB) = (ca)A+ (cb)B
(b) —aA = (—a)A =a(—-A)
(c) (aA)T = aAT

17. Mamy nastepujace macierze:

2 1 1
A—(égg)B— -1 0 |C=
-2 3 1

Wyznaczy¢ nastepujace macierze, o ile one istnieja:

(a) AB, BA, ABA

(b) A+ BT, 3AT —

(c) (AB)?

(d) AC, BC, C?
) cTC, cct
) 73C

e

(
(f

18. Niech macierze A,B,C beda okreslone w nastepujacy sposéb:
-1 4 11 2 -1

=(a)e-(an)e-(0 )
(a) (AB)C, A(BC)
(b)
()
)
) A

b) B(AC), (BA)C
AB, BA
(d) AC, CA

(e

19. Wyznacz macierze graféw skierowanych przedstawianych na ponizszym rysunku:

10



20. Dla kazdej z ponizszych macierzy narysowac¢ graf skierowany majacy taka macierz:

b0 21y 1oy (01000
3010 0 3 0 2 00010
0100 0000 0000 1
0 001 2 001 10000

21. Dla kazdej z ponizszych macierzy narysowaé¢ graf nieskierowany majacy taka macierz:

1 110 001 2 0210 S (2) 8 8 8
1 101 0101 2 001 00100
1 011 1 010 1 010 0000 1
0111 2100 0101 00010

Narysowa¢ tez graf skierowany na podstawie drugiej macierzy.

22. Pokazaé, ze nastepujaca macierz:

M? =

e I )
(CRYJURNSGEN |
o= O
N )

powstata z macierzy M ktérg okreslimy w nastepujacy sposob:

=

Il
o~ o
— o NN
coom
o~ o+

Graf ktory jest opisany macierzg M prezentuje sie nastepujaco:
Znalez¢ liczbe drog o dtugosci 2:

(a) z wierzchotka v; do niego samego

(b) z wierzchotka vy do wierzchotka v
) z wierzchotka v; do wierzchotka v,
)

(c

(d) z wierzchotka vy do wierzchotka v

11



23.
24.

25.

26.

27.

28.

Znalez¢ liczbe drog o dtugosci 3 z wierzchotka vy do wierzchotka vy. Wypisaé te drogi
korzystajac z oznaczen na powyzszym rysunku.

Jakie warunki relacja musi spetni¢ aby nazywac ja relacja rownowaznosci?
Sprawdzi¢ czy ponizsze relacje sa relacjami rownowaznosci:
(a) relacja l; || Iy okreslona w zbiorze linii prostych na plaszczyznie, oznaczajaca, ze
proste [y i 5 sa réwnolegte
b) s~y o r—yeN

(c) relacja p; &~ py okreslona na zbiorze Polakéw, oznaczajaca, ze osoby p; i po mieszkaja
w tym samym wojewodztwie

(d) relacja p; =~ po okreslona w zbiorze wszystkich ludzi, oznaczajaca, ze osoby p1 i po
maja wspolnego rodzica

Niech ¥ bedzie alfabetem oraz w; i ws w zbiorze ¥* okreslamy: w; ~ ws wtedy i tylko
wtedy, gdy d(wy) = d(ws). Czy jest to realcja rownowaznosci i jesli tak to podac jej klasy
rOWNoOwaznosci.

Moéwimy ze grafy G i H sg izomorficzne jesli istnieje taki sposob przenumerowania wierz-
chotkéw G aby stal sie on grafem H. Poda¢ trzy przyklady izomorficznych graféw do
zaprezentowanego grafu ponizej:

Istnieje funkcja f : R x R — R okreslona wzorem f(z,y) = 2% +y*. Czy funkcja f okresla
relacje rownowaznosci =~ tzn: (z,y) ~ (z,w) jesli 2% + y* = 22 + w?. Co jest klasami
rownowaznosci takiej relacji?

Dodatkowe uzupelniajgce zadania z relacji

Wyznaczy¢ dziedziny nastepujacych relacji R:

12



(a) R ={{a,b),(a,c),(b,c)}

(b) B ={(a,a),{a,b),(a,c)}

(¢) R={{(a,b,c),{a,c,b),(a,d,b)}

(d) R(a,b) & (aeNAbeN A a<b)

(e) R(a,b,c) & (a€ZNVEZNcEZL N a*+1b*<10—c?)
(f) R(a,b,c) & (aERADERACENA Voer_ (3L =c+1)

29. Jakie wtasnosci posiadajg nastepujace relacje:

(a) R ={(a,a),{b,b),(a,0)}

(b) R = {{a,a), (b;b),{c,c),{d,d), (a,b), (b, a)}
(¢) B={{a,b),(b,a),(c,a),(a,c),(c,d), {a,d)}
(d) R ={{a,),(a,c),{b;c),{c;c),{a,a), (b,b)}

30. Wyznaczy¢ domkniecie przechodnie Rt oraz domknigcie zwrotne i przechodnie R* naste-
pujacych relacji R:

(a) B={(1,2),(2,2),(2,3)}, § ={1,2,3}

(b) R={(1,3),(2,3),(3,4)}, S = {1,2,3,4}
() R=1{(1,2),(3,4),(5,6)}, S = {1,2,3,4,5,6}
(d) B={(1,2),(1,3),(1,2),(2,3)}, 5 = {1,2,3}

31. Narysowaé diagramy relacji (digraf relacji):

(a) RC A%oraz A={0,1,2}, zpy & <y
(b) RC A? oraz A= {1,2,...,10}, zpy & |, ANz #y
(c) RC A? oraz A = {1,2,3,4}, zpy & 2|

Tty

32. Podac¢ jakie wlasciwosci ma diagraf relacji:

(a) symetrycznej,
(b) antysymetrycznej,
¢) antysymetrycznej i spojnej,

e) a doktadniej punkt odpowiadajacy elementowi maksymalnemu relacji porzadku,

(
(f

(g) a dokladniej punkt odpowiadajacy elementowi najwiekszemu relacji porzadku.

)
)

()

(d) a doktadniej punkt odpowiadajacy elementowi minimalnemu relacji porzadku,
)
) a doktadniej punkt odpowiadajacy elementowi najmniejszemu relacji porzadku,
)

33. Udowodni¢, ze:

(a) na to aby relacja R byta zwrotna, potrzeba i wystarcza, by Ipryup+(r) C R,

(b) i analogiczne no to aby relacja R byla przeciwzwrotna, potrzeba i wystarcza, by
Inrup+ry N R =10,

13



34.

35.

36.

37.

38.

Sprawdzi¢, czy zachodzg nastepujace wzory:
(a) RCR's R=R"!
(b) (RUS) ' =R 1'US!
(RNS)'=R'nsS!

Sprawdzi¢, co nastepuje:
(a) aby relacja byla przechodnia, potrzeba i wystarcza aby Ro R C R
(b) Ixoly = Ixny
()RO(SOT) (RoS)oT
(d) (R 0S) '=5"1oR!
(e) I

Dla danego zbioru X oraz relacji R C X2, sprawdzi¢ czy podane relacje sg relacjami
rownowaznosci, i wskazaé klasy abstrakeji:

y C Ro R~ oraz Ip«ry C R 'oR

(a) X = {liczby parzyste}, zpy < 3|,_,
(b) X =C, z1p22 & Rez; = Rexz

() X=R,zpy & z—y=2
(d) X=N,2py & 2|,
() X =7, xpy < 22 < y?
(f)X {1,2,3}, zpy & v+y #3
(g) X =R[t], zpy & Fapelz —y=at> + bt +c)
(h) X =R, 2py < Juer(z +yi)* = ai

(i) X=R,zpy & z—yeN
Udowodni¢, ze dowolna relacja réwnowaznosci R na zbiorze S dzieli S na roztaczne klasy
abstrakcji.

Zakltadamy, ze R, Ry C X? sg relacjami réwnowaznosci. Sprawdzié¢ czy prawda jest iz:

(a) Ry N Ry jest relacja rownowaznosci

(b) Ry U Ry jest relacja réwnowaznosci

Indukcja i rekurencja

. Mamy nastepujacy ciag:

ap =0, a1 = N(ag) = 1, az = N(N(ao)) = 2

ogolnie
a, = N(N ... (N(ao)))

N————
n razy N

Jakie elementy sa budowane w ten sposéb?

14



2. Udowodni¢ za pomocy indukcji matematycznej?, ze:
(a) n(n+ 1) jest podzielna przez 2
(b) n® — n jest podzielna przez 5

(c) 8™ — 2" jest podzielna przez 6

k(k+1)
k .
(d) ZZ':M:T

n i rntlt 1
<e> Zi:OT_ r—1

1)(2 1

() T, =14 44+04 ... 4n2— 0T )6(”+) dlan € P
(g) 4+10+16+ ...+ (6n —2) =n(3n+ 1) dla wszystkich n € P

1 1 1 1 _ n
S P S TS (4n—3)(4n+1)  4dn+1 daneP

(i) 3+11+...4+(8n—5)=4n*—ndlaneP

(j) dla kazdej pary (m,n) gdzie m,n € N jest prawda, ze: m = n lub m = n + k lub
n = m + k dla pewnego k

k) n>2,n*>n-1
(1) n>4,n!>2"
(m) n>4,n%>2n+1

3. Wykaz, ze warunek:
k
> 2=t
=0

jest niezmiennikiem nastepujacej petli:

k=0
while 0<k
if S 2= 281 1 thenk =k + 1

4. Palindrom mozna zdefiniowaé jako tancuch — stowo, ktére odczytane zarowno w przod,
jak i wspak brzmi tak samo. Mozna réwniez podaé¢ nastepujaca definicje:

(a) € jest palindromem,

(b) jezeli a jest dowolnym symbolem, to tancuch a jest palindromem,
) jesli a jaki jakimkolwiek symbolem, a x jest palindromem, to aza jest palindromem.
)

(c

(d) Nic innego nie jest palindromem, jesli nie wynika to z regul a,b,c.
Dowies¢ przez indukcje wzgledem dtugosci tancucha, ze obie definicje sa rownowazne.

5. Mamy nastepujacy ciag:
1+3+...+(2n—1)

3W zadaniu zakladamy naturalnie, ze n € N.
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10.

11.

12.

(a) na podstawie kilku pierwszych wartosci odgadnaé¢ wzoér ogdlny

(b) udowodnié przez indukcje, czy otrzymany wzor jest prawdziwy
Mamy ciag seq okreslony w nastepujacy sposob:

seq(0) = 1seq(1) =0
seq(n) =seq(n —2) dlan > 2

(a) Wypisa¢ kilka pierwszych wyrazow tego ciagu.
(b) Podaé definicje zbioru wartosci tego ciagu.

Podaé¢ definicje rekurencyjng dla nastepujacych ciagow:
(a) (2,22, (222 ((22)%)7,...), cayli ciagu (2,4, 16, 256, .. )
(b) (2,22,229, 20 ) cayli ciggu (2,4, 16, 65536, .. .)

Czy nastepujaca definicja jest poprawna definicjg rekurencyjna:

(p) seq(0) =1
(r) seq(n + 1) = seq(n)/(100 — n)

. W sposéb rekurencyjny zdefiniowano nastepujacy ciag:

ap=a; = 1oraz a, = a,_1 + 2a,_o dlan > 2
(a) obliczy¢ rekurencyjnie ag
(b) udowodnié, ze wszystkie wyrazy ciagu a, sa nieparzyste
Poda¢ rekurencyjne definicje nastepujacych funkcji:
(a) silni
(b

)

) potegowania

(¢) n-tej liczby Fibonacciego
)

(d) uogdlniony ciag liczb Fibonacciego

Rozwiaza¢ nastepujaca zaleznosé rekurencyjna:

le
(r)T(n)=t.+T(n—1)dlan>1

Poda¢ wzor jawny na s, dla nastepujacych ciagow:

(a) sop=2, sy =—1loraz s, = $,_1 + 68,2 gdy n > 2
(b) sop =2oraz s, =5s,_1 gdyn>1
(¢) sop=1, sy =8oraz s, = 48,1 — 4sp,_2 gdy n > 2
(d)

)

(e

so=1, sy =4oraz s, = s,_9 gdy n > 2

so=1, s =—3oraz s, = —28,_1 + 38,2 gdy n > 2
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Poda¢ wzor jawny na som dla nastepujacych ciagow:
(a) son =28, +3,5 =1
(b) S5, = 28,51 =3
(c)

(d) 52n:25n+3+5n,51:2

Sop = 28, +9n,8, =0

Poda¢ wzor jawny na ciag liczb Fibonacciego:

S0 = O, S1 = 17 Sp = Sp—1 1 Spn—2

Wiemy, ze ciag s, spelnia ponizsze nieréwnosci oraz, ze s; = 7. Poda¢ oszacowanie jak
duza moze by¢ liczba som:

(a) so, <28, +1

(b) son < 2(s, +n)

Opisac¢ podzbior T zbioru N x N zdefiniowany rekurencyjnie zgodnie z ponizszymi regu-
tami:

(p) (0,0) €T
(r) (m,n) €T = (mn+1)eT AN (m+1,n+1)eT

Elementy zbioru S sg tworzone w nastepujacy sposob:

(p) (1) €S
(ry(n)e S = (2n) e S

Wykazaé, ze
(a) 2™ € S dla wszystkich m € N,
(b) jeslin € S, to liczba n jest postaci 2™ dla pewnej liczby m € N.
Istnieje alfabet ¥ o literach z alfabetu jezyka angielskiego. Wykazaé, ze nastepujace stowa

cat,

(a)
(b)
(c) zzpr,
(d)

math,

aint.

Powstaja na drodze zastosowanie nastepujacych regut:

(p) A e X*
(MweX* ANrxed = wreXt

Podzbiér S zbioru N x N posiada nastepujaca definicje rekurencyjna:

(p) (0,0) €S
(r) (my,m) € S;m<n) = (m+1L,n)eSA(mm)eS = (0,m+1)€S.

Pokazaé za pomoca definicji rekurencyjnej, ze (1,2) € S oraz odpowiedzieé¢ czy podana
definicja jest jednoznaczna?
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20. Niech ¥ = {a, b} oraz niech S bedzie zbiorem stéw w £*, w ktérych symbole a poprzedzaja
b.
(a) podaé rekurencyjng definicje zbioru S,
(b) wykorzystujac definicje wykazaé, ze abbb € S,
(c) wykorzystujac definicje wykazaé, ze aaab € S,

(d) czy definicja zbioru S jest jednoznaczna?
21. Rekurencyjna definicja drzew z wyrdznionym korzeniem ma nastepujacag postac:

(p) graf majacy jeden wierzchotek v i nie majacy krawedzi jest trywialnym drzewem z
wyroznionym Kkorzeniem v,

(r) jesli T jest drzewem w wyréznionym korzeniem r i graf T powstaje przez dotaczenie
liscia do drzewa T, to T jest drzewem z wyréznionym korzeniem 7.

Opisac przynajmniej dwa rézne sposoby konstruowania drzewa z wyréznionym korzeniem
z nastepujacego rysunku:

22. 7Zbidr liczb catkowitych zostal zdefiniowany w nastepujacy sposob:

(p) L€ A

(r) jeslin € A, to2n € Aijesli 3n+1 € A, przy czym n jest liczba nieparzysta to
n € A.

(a) wykazaé ze liczby 1,2,3,4,5,6 naleza do zbioru S,

(b) pokazaé réwniez, ze 7 € S.
Dodatkowe uzupelniajace zadania z rekurencji i funkcji tworzacych

23. Podac¢ funkcje tworzace dla ponizszych réwnan:

a=1,a,=1,a, =2a,_1+ a, o dlan>1.

" dlan > 1.

ap=1,a1=2,a,=0dlan<0,a,=—a,-1— ay_2— ay_3+ (—1)
ap=1,a,=a,_1+n,dlan>1.

a=1,a,=a,_1+1,dlan>1.
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24.

10.

(e) ap=0,a1=1,a,=0dlan <0, a, =a,_1+a,2dlan>1.
(f) ao=1,a1 =1, ap, = ap-1+2a,-2 + (1) dlan > 1.

Dla rekurencji o ponizszych funkcjach tworzacych poda¢ wzory jawne:

(a) A(z) = —L—, a0 =1,a; = 2.

(1—z)2?

(b) A(z) = (1_1;% ap=1,a1 = 1,ay = 4.

(c) Alz) = (1-‘1-:0?;;—3;”;321—%96)’ ap =1,a1 = 2,0, = —Qp_1 — Ay — An-3 + (=1)"*

Kombinatoryka i nieco rachunku prawdopodobienstwa

. Poda¢ prawo sumy i mnozenia skonczonych zbioréw.

. W pewnej grupie 150 os6b, 45 regularnie ptywa,40 jezdzi na rowerze a 50 uprawia jog-

ging. Wiemy ponadto, ze sa 32 osoby, ktére uprawiaja jogging ale nie jezdza na rowerze,
27 takich, ktére uprawiaja jogging i ptywaja i 10 uprawiajacych wszystkie trzy rodzaje
aktywnosci.

(a) Ile os6b uprawia tylko jogging tzn. nie pltywa i nie jezdzi na rowerze?

(b) Jesli wiemy dodatkowo ze 21 0s6b jezdzi na rowerze i ptywa, to ile nie uprawia zadnej
z powyzszych aktywnosci.

. Na ile sposobéw mozna zawiesi¢ na $cianie obok siebie trzy obrazy?

Ile liczb czterocyfrowych o niepowtarzajacych si¢ cyfrach mozna otrzymac z cyfr: 0,1,3,57

W zespole wystepuje pie¢ tancerek i pieciu tancerzy. Zespot wchodzi na scene jedynymi
drzwiami, ale na poczatku zawsze idg panie. Ile istnieje wszystkich mozliwych ustawien
przy wejsciu na scene, jesli cztonkowie zespotu przechodza przez drzwi pojedynczo?

Z cyklu przygdéd Mamy i matej Kasi. Kasia postanowita, ze dla brata kupi pod choinke
prezent w postaci klockéw Lego (zestaw kolejka). Klocki maja osiem réznokolorowych
segmentéw torow w tym cztery czerwone, trzy niebieskie i jeden zotty. Na ile sposob
mlodszy brat Kasi, bedzie mogt potaczy¢ segmenty aby zbudowaé tory dla kolejki?

Ile r6znych stéw (bez wzgledu na sens) mozemy zbudowaé ze stéw:

(a) ,matematyka”

(b) ,dyskretna”
(c) ,katarakta”

Ile liczb naturalnych parzystych szesciocyfrowych mozna utworzyé ze zbioru {2,3,4,5},
wiedzgc ze cyfra trzy wystepuje w niej trzykrotnie, pozostate zas nie powtarzaja sie?

Ile liczb trzycyfrowych o niepowtarzajacych sie cyfrach mozna utworzy¢ z czteroelemen-
towego zbioru cyfr {1,4,5,7}?

Mamy zbior trzech réznych cyfr: {5, 6, 7}. Ile réznych liczb naturalnych o niepowtarzaja-
cych sie cyfrach mozna utworzy¢ z elementow tego zbioru?
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11.
12.
13.
14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
21.

22.

23.

Ile istnieje trzycyfrowych liczb naturalnych zakonczonych cyfra 3 lub 57
[loma sposobami mozna rozmiesci¢ 3 réznokolorowe klocki w dwoch pudetkach?
Na ile sposobow mozna wybraé¢ dwie osoby sposréd 10 osobowej grupy?

W turnieju tenisa rozegrano 21 meczy systemem ,kazdy z kazdym”. Ilu zawodnikéw bierze
udzial w turnieju, jesli graja oni tylko raz?

Mamy cztery rodzaje stodyczy i chcemy zrobi¢ paczki swiateczne. W kazdej paczce mo-
zemy umiescic¢ szes¢ opakowan stodyczy. Ile réznych paczek mozna utworzy¢?

Graf pelny to taki graf ze kazda para wierzchotkéw jest potaczona dokladnie jedna kra-
wedzia. Jesli graf ma n wierzchotkow to ile ma krawedzi?

(a) Jak wyglada macierzy sasiedztwa takiego grafu?

Urna zawiera trzy czerwone i cztery czarne kule. Losowo wyciagnieto z urny trzy kule
(bez zwracania). Podaj prawdopodobienistwo, ze wérdd tych trzech kul:

(a) wszystkie sa czerwone,
(b) wszystkie sa czarne

)
)

(c

(d) sa dwie czerwone i jedna czarna

jest jedna czerwona i dwie czarne,

W pewnym eksperymencie otrzymaliémy nastepujace wartosci: P(A) = 0.5, P(B) = 0.8,
P(AN B) = 0.4. Wyznaczy¢ wartosci nastepujacych wyrazen:

e P(B°)

e P(AUB)

e P(A°U B°)

Niech P bedzie funkcjg prawdopodobienstwa na przestrzeni zdarzen elementarnych (2.
Wykazaé, ze dla dowolnych zdarzen E;, Es, F3 zachodzi:

P(E\UELUE3) = P(Ey))+P(Ey)+P(E3)—P(E1NEy)—P(E1NEs)—P(EsNEs)+P(E1NE,NES)

Poda¢ zasade wlaczen i wytaczen dla n = 2 oraz n = 3.

Ile jest liczb catkowitych w zbiorze S = {1,2,3,...,2000}, ktére sa podzielne przez 9, 11,
13 badz przez 15.

Dwanascie identycznych listéw ma zosta¢ wrzuconych do czterech réznych skrzynek pocz-
towych:

(a) Na ile sposobéw mozna rozmiescié listy?

(b) Tle istnieje mozliwosci, jesli do kazdej ze skrzynek musza trafi¢ co najmniej dwa listy?
Na ile sposobéw mozna rozmiesci¢ 14 przedmiotow w 3 pudetkach tak, aby:

(a) w jednym z pudelek znalazlo sie co najmniej 8 przedmiotdw,
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24.

25.

26.
27.

28.

29.

30.

31.

32.

2.

(b) w zadnym pudetku nie znalazto sie wiecej niz 7 przedmiotéw?
Poda¢ wzor dwumianowy, oraz wyznaczy¢ rozwinigcia wyrazen:

(a) (z+2y)*

(b) (3z + 1)4

Udowodnié,Ze(Z):< " )dlaogrgn.

n—r
Udowodnié¢ lemat o zliczaniu.

lle réznych sygnatéw mozna utworzy¢ umieszczajac obok siebie w pionowej kolumnie
dziewiec¢ flag, z ktorych 3 sg biate, 2 czerwone, a 4 niebieskie?

Ile liczb czterocyfrowych mozna utworzy¢ uzywajac jedynie cyfr 3,4,5,6,7, oraz:

(a) ile sposrod wyznaczonych powyzej liczb ma jakie$ powtarzajace sie cyfry,
(b) ile jest liczb parzystych,
(c) ile jest liczb wiekszych niz 50007

Podaé¢ zasade szufladkowa Dirichleta dla zbioru i funkcji oraz dowdd dla obydwu przy-
padkow.

W osmiu pudetkach rozmieszczono 73 kulki.

e Wykazac, ze jedno z pudetek zawiera co najmniej 10 kulek.

e Wykazac, ze jesli dwa pudetka pozostaty puste, to jakies pudetko zawiera co najmniej
13 kulek.

Wykazaé¢, dlaczego wsréd trzech dowolnych liczb catkowitych musza by¢ dwie liczby kto-
rych suma jest parzysta.

Zbiér A jest dziesigcioelementowym podzbiorem wigkszego zbioru {1,2,3,4,...,50}. Wy-
kazaé, ze zbior A ma dwa czteroelementowe podzbiory, majace rowne sumy elementow.

Podstawowe zagadnienia z teorii graféw

. Sprawdzi¢ ktore z podanych ponizej par graféw spelniaja relacje izomorfizmu:

Narysowa¢ po kilka przyktadéw nastepujacych graféw:

(a) graf regularny o czterech wierzchotkach z ktérych kazdy ma stopieri 2
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(d)

(b) graf regularny o czterech wierzchotkach z ktérych kazdy ma stopien 3

(c) graf regularny o pieciu wierzchotkach z ktérych kazdy ma stopien 3
3. Narysowa¢ pie¢ pierwszych graféw pelnych.
4. Mamy graf petny Kyg o wierzchotkach vy, vs, ... vs.

(a) Ile podgrafow grafu Ky jest izomorficzych z grafem K5?

(b) Tle istnieje drog prostych, prowadzacych z wierzchotka v; do wierzchotka vy majacych
trzy lub mniej krawedzi?

(c) Jaka jest catkowita liczba drog prostych o trzech lub mniej krawedziach w grafie Kg?

5. Ktoére z ponizszych grafow maja cykle Eulera:

6. Zastosowaé algorytm Fleury’ego do sprawdzenia, czy w grafach z zadania powyzej jest
cykl Eulera?

7. Zbudowaé graf majacy zbior wierzchotkow {0, 1}3, w ktorym wierzchotki v i w sa pota-
czone krawedzig, jesli oznaczenia ciggéw v i w réznig sie w dwdch miejscach.
(a) Ile mozliwych podgraféw uda si¢ nam zbudowaé?
(b) Tle wierzchotkéw danego stopnia ma ten graf?
(c) Czy ten graf ma cykl Eulera??
8. Ponizszy rysunek przedstawia plan pieciopokojowego domu. Czy mozna obejé¢ caty dom

i przez kazde drzwi przejs¢ tylko raz? Czy nadal bedzie mozna obejs¢ dom przechodzac
przez kazde drzwi tylko raz, jesli zamkniete zostang drzwi oznaczone literg ,,A”?

9. Po ponizszym rysunku mamy dwa grafy.

(a) Czy sa to grafy hamiltonowskie?
(b) Czy sa to grafy petne?
(c¢) Czy sa to grafy dwudzielne?
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(d) Czy sa to pelne grafy dwudzielne?

10. Mamy graf ktéry ma zbior wierzchotkéw {0,1}° i krawedz miedzy wierzchotkami zawsze
wtedy , gdy wierzchotki r6znig sie na dwoch wspotrzednych. Czy taki graf ma cykl Ha-
miltona? Czy ma on droge Hamiltona?

11. Dopehieniem grafu G jest graf majacy zbior wierzchotkéw V(G) i majacy krawedZz miedzy
roznymi wierzchotkami v i w, jesli graf G nie ma krawedzi taczacej v i w.

(a) Narysowa¢ dopelnienie grafu przedstawionego na ponizszym rysunku.

(b) Ile sktadowych ma dopetnienia grafu z poprzedniego punktu?

(
(

)

) Pokazad, ze jesli G nie jest grafem spojnym, to jego dopehienie jest grafem sp6jnym.
d) Czy zdanie odwrotne do zdania z punktu powyzej jest prawdziwe?

)

C

(e) Podaé¢ przyktad grafu, ktory jest izomorficzny ze swoim dopeknieniem.
12. Narysowa¢ wszystkie drzewa majace sze$¢ wierzchotkow.
13. Podac liczbe drzew spinajacych dla graféw przedstawionych na ponizszym rysunku:

14. Wiemy ze drzewo o n wierzchotkach ma dokltadnie n — 1 krawedzi a suma stopni wierz-
chotkow tego drzewa wynosi doktadnie 2n — 2. Pewne drzewo ma dwa wierzchotki stopnia
4, jeden wierzchotek stopnia 3 oraz jeden wierzchotek stopnia 2. Jesli inne wierzchotki sa
stopnia 1 to ile wierzchotkéw znajduje si¢ w tym grafie?
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15.

16.

(d) (e)

Pokazaé, ze istnieje drzewo majace sze$¢ wierzchotkéw stopnia 1, jeden wierzchotek stop-
nia 2, jeden wierzchotek stopnia 3 oraz jeden wierzchotek stopnia 5.

Naszkicowaé¢ drzewo majace co najmniej jedng krawedz i nie majace lidci.

Teoria liczb

. Wyznaczy¢ iloraz i reszte wedtug algorytmu dzielenia dla nastepujacych par:

(a) n=20,p=3

(b) n=—-20,p=4

(c) n = 371246, p = 65
(d) n = —371246, p = 65

Poda¢ definicje algorytmu NWD:

(a) rekurencyjna z reszta z dzielenia

(b) iteracyjna z dzieleniem (oraz wersje przydatng do rozwigzywania kongruencji)

. Wyznaczy¢ najwiekszy wspolny dzielnik dla nastepujacych par liczb:

(a) m=20,n=20
(b) m=20,n=

(¢) m=20,n=10
(d) m=17,n =34
(e) m =170, n = 850
(£) m = 2890, n = 850

4. Utworzy¢ tablice dodawania i mnozenia w zbiorze Zg.

D.

Rozwigza¢ nastepujace rownania w zbiorze Zg:

(a) 14¢2x=0
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)
(¢) 3462 =0
(d) 4462=0
() 5+62=0

6. Rozwiagza¢ nastepujace rownania w zbiorze Zs:

(a) 1x52 =
(b) 2%5z =1
(c) 3% =
(d) 452 =1

7. Pokazaé, ze czterocyfrowa liczba n = abed jest podzielna przez 9 wtedy i tylko wtedy, gdy
suma jej cyfr a + b+ ¢ + d jest podzielna przez 9.

8. Rozwiazac¢ nastepujace kongruencje:

z =1 (mod 13)
(2) { r =4 (mod 15)
z =0 (mod 13)

(b) { zr = 65 (mod 99)
8 (mod 13)

(c) { i i 65 (mod 99)

10. Rozwiaza¢ uktady kongruencji stosujgc Chinskie twierdzenie o resztach:

B8R R
1

(a) {
(b) {

()

8 8 8 8 8 8

Ve
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11. Obliczy¢ nastepujace potegi modularne:

15%9 mod 11
310000000 1)) 5

(g> 3333333 mod 33
12. Dokona¢ faktoryzacji nastepujacych liczb:

(a) 513, 76, 72, 5183, 427
(b) 201, 147, 26, 126, 86

13. Udowodni¢, ze dla p € P oraz m,n,r € Z, prawdziwe sa nastepujace dziatania:
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9 Dodatkowe materiaty

Prawa algebry zbioréw

AUB=BUA
ANB=BnNnA

} prawa przemiennosci

(AUB)UC =AU (BUC)
(ANB)NC=AN(BNC)

} prawa tgcznosci

AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

} prawa rozdzielnosci

AuA=A4 } prawa idempotentnosci
ANA=A

AUg =A

AuU=U . -
ANg =g ( Prawa identycznosci
ANU=A

(A9)=A } prawo podwdjnego dopelnienia

AUA=U
ANA =g

Us=g
@¢=U

(AUB)® = A°N B°

(AN B)° = A°U B } prawa de Morgana

Zdania logicznie rownowazne

Przez t oznaczamy dowolng tautologie, a przez ¢ dowolne zdanie sprzeczne

1.

-—p) & p } prawo podwdjnego przeczenia

(

(

(p A q) < (g ADp) prawa przemiennosci

(p < q) & (¢ < p)

(pVagVvr)es(@EViVvr) -
(PAg AT) & (pA(gAT)) } prawa fgcznosci

(v (g A ))<= ((pVia) Adp Vi) } prawa rozdzielnosci
PA(gVr) e (pAgVvipAr)

(pVp & : -

(]]; A g) PN ]]; } prawa idempotentnosci
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10.

11.

12.

13.
14.
15.

16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.

25.

(pVe)ep
8; X ?) i tc prawa identycznosci
(pAL) < p
(pV-p) &t
(p A —p) & c
~(pVa & (-pA g
~(p A q) & (-pV —q)
rawa De Morgana

pVa) e ~(pA-g) (P &
pAaq) e =(mpV q)

& (-q — —p) } prawo kontrapozycji

p—q) & (-pVq)
p—q) & ~(p A g

(pVa & (-p—a

o

(p—=>r)A(g—r1) e ((pVy
=9 Np—=r)e@—(

pANqg —r)e(p—(q—r)

pAq) = —(p— —q)

r)

)
qAT))

} prawo eksportacji

(

(

(< q) & ((p = q) A (¢ = p) } okredlenie réwnowaznosci
( )

(

p—q) < ((p A —q) — ¢) } reductio ad absurdum

Implikacje logiczne

p= (pVq } wprowadzenie alternatywy

(pANgq) = p } opuszczenie koniunkcji

p—c) = —p } sprowadzanie do sprzecznosci

(p = q) N—q) = —p } modus tollendo tollens

(
PANpP—9 =0p } modus ponendo ponens
(
(

(pV q) A —p) = ¢ } modus ponendo tollens

p =
((p < @) N (g 1))
(

(¢ = (p N q)

(p <+ r) } przechodnio$¢ <«

) =
p—=>q9 N(qg—r1)=(p—r) } przechodnio$é —
p—=q = (pVvr)—=(gVvr))
(p—=q) = ((pAr) = (gAT))
=9 =g—=71)—=@®—r)
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— N (r — s)) = Vor)— Vs .
26. Egg N Cq]; A Er — s;; = Egg A 7“% N Eg A ;; } prawa dylematu konstrukcyjnego
—q) N (r = 8)) = ((mgV —s) = (—pV —r .
27. Egg . Z; A ET . S;; N EE_‘Z A —|s§ N E_‘g A —'7‘33 } prawa dylematu destrukcyjne-
go
Reguly wnioskowania
28. VPQ} reguta wprowadzania alternatywy
P A
29. TQ} reguta opuszczania koniunkcji
P )
P
30. %Q reguta modus ponendo ponens
/
P — Q )
31. _‘g reguta modus tollendo tollens
/
PV Q
32. _'éj reguta modus ponendo tollens
P —Q
33. % reguta sylogizmu hipotetycznego
P
34. %Q reguta wprowadzania koniunkcji

Zltozenie relacji
Ztozenie relacji (inna nazwa to iloczyn wzgledny relacji) okresla nastepujaca definicja:
01002 = {(7,y)3.(z,2) € 01 A (2,9) € 02}
Hierarchia ciggéow

Ponizej znajduje sie hierarchia ciggéw uporzadkowanych w taki sposéb, ze kazdy z ciagdéw
jest ograniczony ciggami na prawo od niego*:

4 3 2 .3 4 n n
1,logyn, ..., v/n,</n,v/n,n,nlogyn,ny/n,n?n’> n* ... 2" n\\n

4Dla pewnego n € N.
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Algorytm dzielenia

Niech n € P. Dla kazdej liczby catkowitej m istnieje doktadnie jedna para liczb catkowitych
q i r spetniajacych warunki:

m=mnqg—+r oraz 0<r<n

Pare q i r mozemy wyznaczy¢ przeprowadzajac w sposob iteracyjny nastepujace obliczenia:

q<+ 0

r < m

while (r>=n)
q+<q+ 1
r < T - n

Algorytm Euklidesa — NWD

Algorytm znajdowania najwiekszego wspolnego dzielnika mozna zapisa¢ w postaci nastepu-
jacej rownosci:
NWD(m,n) = NWD(n, m mod n)

Algorym zapisany w pseudokodzie prezentuje sie nastepujgco:

function nwd(m,n)
a <—m
b < n
while(b <> 0) do
(a,b) < (b, a mod b)

nwd=a ;

Istnieje takze wersja iteracyjna ktora prezentuje sie nastepujaco:

function nwd(m,n)

a <— I
b+ n
while (b <> 0) do
q < a div b
(a,b) < (b, a - gb)
nwd=a ;

Natomiast wersja algorytmu przydatna do rozwiazywania kongruencji wyglada tak:

function nwd(m,n) : (d,s,t) { d=sxm + txn }
a<m ; ap < n
s+« 1 ; sp+« 0
t <0 ; tp«+ 1
while (ap <> 0) do
g=a div ap
(a,ap) < (ap, a - qgxap)
(s,sp) < (sp, s - qxsp)
(t,tp) « (tp, t - axtp)
nwd=(a,s, t)
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Izomorfizm graféow
Jesli G i H sa grafami bez krawedzi wielokrotnych to:
Definicja 1 Ilzormorfizmem grafu G na graf H (G ~ H ) nazywamy przeksztalcenie wzajemnie

jednoznaczne o : V(G) — V(H) takie, Ze {u,v} jest krawedzig grafu G wtedy i tylko wtedy, gdy
{a(u),a(v)} jest krawedzig w grafie H.
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