Podstawowe wiadomosci z mechaniki kwantowe;j

1 Wstep

Wprowadzenie w 1913 roku przez Nielsa Bohra modelu Bohra atomu i jego czeSciowe bar-
dzo spektakularne sukcesy (wyjasnienie widma emisyjnego i absorpcyjnego wodoru, jakosciowe
i ilosciowe, wyprowadzenie statej Rydberga z podstawowych zasad ruchu elektronu w atomie)
przekonalo wiekszosé fizykow do zaakceptowania pogladu, ze w mikroswiecie moga obowiazywaé
takie prawa fizyki, ktore nie daje sie sformutowaé w jezyku fizyki (mechaniki) klasycznej. Nieco
pozniej w 1924 roku Louis de Broglie wprowadzil nastepng rewolucyjna koncepcje dualizmu kor-
puskularno falowego. W analogii do znanych juz wtasnoéci swiatta, ktore w zjawiskach dyfrak-
cji i interferencji zachowuje sie jak fala elektromagnetyczna a w zjawiskach: fotoelektrycznym,
absorpcji i emisji promieniowania jak zbior czastek, (porcji) energii, de Broglie postawil hipo-
teze, ze masywne czastki powinny wykazywaé¢ rowniez witasnoéci falowe. Po do$wiadczeniach
Davissona, Germera i Thomsona (1926), w ktorych wykazali oni falowe wtasnosci (dyfrakcje)
odpowiednio przygotowanego strumienia elektronéw stato sie jasne, ze nowa teoria mikroswiata

musi zawiera¢ w sobie opis wlasnosci korpuskularno-falowych materii.

Spowodowato to podjecie wielu rewolucyjnych prob opisu fizyki mikro$wiata, ktore tacznie
doprowadzily ostatecznie w latach 1926-28 do pelnego sformulowania zupelnie nowej teorii
fizycznej, mechaniki kwantowe;j.

Najwieksze zastugi w sformutowaniu nowej teorii potozyli Schrodinger, Heisenberg, Dirac,
Pauli, Born, Bohr, Jordan, pdzniej von Neumann i wielu innych. Wykorzystali oni szereg
wspolezesnych im osiggnie¢ matematyki (gtownie teorie przestrzeni Hilberta) i sami przyczynili
sie do rozwoju pewnych galezi matematyki (np. teorii dystrybucji, teorii prawdopodobienstwa).

Praktycznie od konica lat trzydziestych ubieglego wieku mozna traktowaé¢ mechanike kwan-
towa jak teorie aksjomatyczna, to znaczy teorie oparta na kilku podstawowych pewnikach (aksjo-
matach), z ktorych wszystkie twierdzenia, wnioski dotyczace opisu mikroswiata daja sie wypro-
wadzi¢. Przyktadem teorii aksjomatycznej, znanym wszystkim ze szkotly, jest np. geometria
(euklidesoowa). W kolejnym rozdziale omowie aksjomaty (postulaty) mechaniki kwantowej i
podam przyktady jak nalezy sie nimi postugiwaé oraz interpretowaé wyniki obliczen.

2 Postulaty mechaniki kwantowe]

Postulaty (aksjomaty) mechaniki kwantowej mozna formutowaé na kilka sposobow, taczac lub
rozdzielajac niektore z nich, lub zmieniajac kolejnos¢é. Nie ma to znaczenia, jesli ostatecznie
wszystkie niezbedne pewniki sg uzyte. Ponizej sformutuje te postulaty tak abym mogt objasniacé
mechanike kwantowa stuchaczom o stabym przygotowaniu matematycznym w sposob mozliwie

najprostszy.



2.1 Opis (reprezentacja) ukladu fizycznego

Postulat 1 Stan uktadu fizycznego reprezentowany jest przez funkcje falowa. Jest to wektor
w pewnej (abstrakcyjnej) przestrzeni wektorowej. Przestrzenie tego typu, wystepujgce w mecha-

nice kwantowej, nazywajq sie przestrzeniami Hilberta {H}.

Terminy funkcja falowa, wektor stanu, stan ukfadu sa uzywane rownowaznie. W ogélnosci
funkcja falowa jest funkcja o warto$ciach zespolonych, choé¢ w szczegélnych przypadkach moze
mie¢ wartosci rzeczywiste (liczby rzeczywiste sa szczegolnym przypadkiem liczb zespolonych).
W ro6znych zagadnieniach fizycznych przestrzenie Hilberta moga by¢ rozne.

Przestrzenie Hilberta sa to przestrzenie liniowe (wektorowe), unitarne i zupehe.

Niech x,y, z, ... beda wektorami, elementami pewnej przestrzeni {L} a a, 3,7, ... liczbami
(w ogolnosci zespolonymi). Okreslimy dwa dzialania: "mnozenie” wektoréw przez liczby « - x
oraz "dodawanie” wektorow x + y. Przestrzen £ nazywa sie liniowsg (wektorowa) jezeli dla
dowolnych jej elementow x,y € L i dowolnych liczb «, 5 € C (C - zbior liczb zespolonych)
a-x € Loraz x+y=1y+x € L przy czym dzialania spelniaja nastepujace warunki:

(a+p) z=a-2+ 5 x a-(z4+y) =a-z4+a-y (1)

(af)-z=a- (6 x), (x4+y)+z=2+ (y+ 2), l-z=x (2)

W szczegolnosci istnieje wektor zerowy 0 taki, ze 0-2 = 01240 = 0+ 2 = x, oraz dla kazdego
elementu x( istnieje element przeciwny yo (xo + yo = 0)

Kazdy zbior elementéw z okreslonymi powyzej regutami "dodawania” i "mnozenia” jest wek-
torowa przestrzenia liniowa. Jezeli na elementach tej przestrzeni okreslimy iloczyn skalarny to
taka przestrzen jest unitarna.

Kazdej parze wektorow x,y € L przyporzadkujemy liczbe (w ogélnosci zespolona) (z,y) —
iloczyn skalarny. Musi ona spelnia¢ nastepujace warunki:

(ZE,y) = (yvx)* (ZE,Oéy) = Oé(l’,y) (xl + Jig,y) = (x17y) + (x27y) ([L’,.?Z) Z 07 (3)

przy czym w ostatnim warunku zero wystepuje tylko wtedy gdy = = 0. Gwiazdka w pierwszej

rownosci oznacza sprzezenie zespolone.
lloczyn (z,x) nazywa sie kwadratem dlugosci wektora x, a jego dtugosé |z| = /(x, z).

Warto przypomnie¢ definicje iloczynu skalarnego wektoréw w zwyktej 3-wymiarowej przestrzeni.
Dla dowolnej pary wektoréw a i b okresla sie go jako:

(a,b) = @- b= |a||b| cos(a, b) (4)

Wprowadzajac baze trzech ortogonalnych wektorow jednostkowych {é;},i = 1,2,3 (co jest
tatwiej uogolni¢ na n wymiardéw niz czesto stosowany zapis bazy w postaci wektorow Z, j; E)

mozemy zapisac:

3 3
a=) Ga b=) &b, (5)



oraz

3 3

3 3
(G,b)Eag:Z ﬂazz _}bJ: Z albjgz@: Z albjéwzz azbz (6)

i=1 j=1 i,j=1 i,j=1 i=1

Po drodze skorzystaliSmy z faktu, ze iloczyn skalarny wektor6w bazy €; - €; = 1 jezeli ¢ = j lub
0 jezeli 7 # j, co oznaczyliSmy symbolem Kroneckera 0, ;.

Wzor konicowy (6) nadaje sie znakomicie do uogodlnienia definicji iloczynu skalarnego na
dowolne przestrzenie wektorowe (takze funkcyjne, tzn. takie ktorych elementami sa funkcje,
takze zespolone) o dowolnej liczbie wymiarow, skoniczonej, nieskoriczonej przeliczalnej, lub nie-

skoniczonej nieprzeliczalnej.

W przypadku przestrzeni wektorowej o skoriczonej liczbie n — wymiaréw mamy
)= )
i=1
a dla nieskonczonej przeliczalnej liczby wymiarow
(z,y) = i T3 Yi - (8)
i=1

Jezeli funkcje f(x), g(x) okreslone sa na swojej dziedzinie z € D, to mozna je traktowa¢ jako
wektory o nieskonczonej nieprzeliczalnej liczbie wymiarow, tak, ze f(zo), g(zo) sa skladowymi
wektorow f, g w punkcie xo. Wowczas iloczyn skalarny wyraza sie jako:

U@:Lﬁmwmx (9)

Dziedzina D moze by¢ obszarem domknietym, np. pewnym przedziatem [a, ], lub otwartym,
np. (—o0,00), w zaleznosci od konkretnego problemu.

Przestrzen Hilberta jest przestrzenig unitarng i zupetna. Definicji zupelnosci nie przytaczam,
bo jest dla Panstwa zbyt trudna (wymaga dodatkowej wiedzy matematycznej zwiazanej z poje-

ciem ciaglosci). Intuicyjnie mozna wyczudé, ze przestrzen ta zawiera wszystkie mozliwe wektory.

W przestrzeni wektorowej, unitarnej i zupetnej istnieje baza ortogonalnych wektoréw jed-
nostkowych, przy pomocy ktorej mozna wyznaczyé¢ dowolny wektor w tej przestrzeni, podobnie
jak dowolny wektor w zwyklej przestrzeni 3-wymiarowej mozna wyznaczy¢ przy pomocy trzech

wektorow jednostkowych skierowanych wzdhuz 3-ch osi wzajemnie prostopadtych.

2.2 Postulat o przyporzadkowaniu

Postulat 2 Wielkosci fizyczne reprezentowane sqg w mechanice kwantowej przez operatory linio-
we, samosprzezone (hermitowskie).



Operatory (tam gdzie wystepuja niejawnie, tzn. jako symbol) bedziemy oznaczali litera z dasz-
kiem, np. Z, p,, Q itp.

Przyporzadkowanie podstawowe

Roéwnania mechaniki kwantowej mozna sformutowaé¢ w roznych “jezykach” zwanych repre-
zentacjami. Podstawowe sg reprezentacje: potozeniowa, pedowa i energetyczna. Wszystkie te
opisy sa rownowazne, z tym ze niektére konkretne problemy tatwiej rozwiazuje si¢ w jednej re-
prezentacji a inne w innych. W naszych zastosowaniach wystarczy postugiwaé sie reprezentacja
potozeniowa, o ktorej pisze ponize;j.

W reprezentacji potozeniowej operator potozenia & ma najprostsza mozliwa postac, tzn. jest
operatorem mnozenia przez liczbe x, wartos¢ wspétrzednej. Zatem dzialanie operatora I jest
okreslone nastepujaco:

& fx) = f(x) (10)

Analogicznie sa okreslone operatory ¢ i 2. Cala trojka tych operatorow (2,7, 2) = 7 stanowi
operator wektorowy 7.

Bardzo wazng role odgrywaja operatory (py,py,p.) = ]%, sktadowe wektorowego operatora

pedu. Ich jawna postaé¢ (w reprezentacji potozeniowej) jest nastepujaca:
0 0 0

D, = —ih— D, = —ith—, p, = —ith— . 11
P ox Py dy p 0z (11)
Zatem dzialanie jednej ze skladowych operatora pedu, np. p, polega na zrozniczkowaniu funk-
cji (na ktora dziala operator) po odpowiedniej wspolrzednej i domnozeniu przez stala —ih
zapewniajacg odpowiednie jednostki.

oV (z,y, 2)
ox

P2 V(2,y,2) = —ihag U(z,y,z) = —ih (12)
T

i analogicznie dla pozostalych sktadowych.

Powyzsze przyporzadkowanie operatoréw pofozenia i pedu nazywa sie przyporzadkowaniem pod-
stawowym. Na marginesie dodam, ze przyprzadkowanie to wiaze sie dosé¢ $cisle z mechanika

klasycznag w tzw. sformutowaniu Hamiltonowskim.

Warto zauwazy¢, ze wynik kolejnego dzialania dwoch operatoréw moze zaleze¢ od kolejno-
Sci dziatan. W ogolnosci PQ #* QP Na przyktad, 24y = g2 , poniewaz mnozenie liczb
jest przemienne, Tp, = p, T poniewaz mnozenie przez jedng wspolrzedng jest przemienne z
rozniczkowaniem po innej, ale zp, # p, 2. Widaé¢ to dokladnie w dzialaniach na dowolna
funkcje f(z,y, 2):

i o f(z) = —iha W (13)
oraz z wlasnosci pochodnej iloczynu
.. . 0 , of(x,y,z
u fx) = —ih (o f(ay,2)) = —ih (1 flry,2) +22LEED)



Dlatego definiujemy komutator [P, Q] operatorow jako:
[P.Ql=PQ-QP=-[Q, P (15)
Jezeli operatory sa przemienne to ich komutator wynosi zero i méwimy o nich, ze komutuja.

Natomiast odejmujac stronami rownanie (14) od (13) otrzymujemy

&, pa] [y, 2) = —ih f(z,y,2) eyl [, po] = il (16)

O operatorach, ktore nie sg przemienne (ich komutator jest rozny od zera) moéwimy, ze nie
komutuja. Operatory P,Q, dla ktorych [P,Q] = +ih nazywaja sie kanonicznie sprzezone.
Kanonicznie sprzezone sa zawsze te same skltadowe operatoré6w potozenia i pedu w dowolnej

reprezentacji.
Przyporzadkowanie wtérne

Wielkosciom fizycznym, ktore w fizycze klasycznej sa funkcjami wspétrzednych i pedéw przy-
porzadkowane sa w mechanice kwantowej operatory, bedace takimi samymi funkcjami opera-
toréw wspotrzednych i pedéw. Np. energia kinetyczna pojedynczego ciala wyraza sie klasycznie

jako By =T = ’”7”2 = (7;732 = %, poniewaz klasyczny ped p'= m.

Zatem operator energii kinetycznej T otrzymamy zastepujac w klasycznym wyrazeniu p

operatorem p. Poniewaz

. 0 o0 0 -
P ih (8w’8y’8m) ihV (17)
v R [ 0? 0?0 h? n?
T=-" st tas | = V2=—A. 1
2m (89&2 * Jy? * (’322) 2m v 2m (18)

Operator wektorowy V nazywa sie gradientem, a jego kwadrat A Laplasjanem. W szczegolnym
przypadku np. ruchu w jednym wymiarze operator ten przyjmie prostsza posta¢ (wktad da tylko
jedna sktadowa pedu, np. z-owa):

. h? o2
T=——. 19
2m Ox? (19)
Poniewaz energia potencjalna w fizyce klasycznej zalezy tylko od potozenia, E,,;, = V =

V(z,y,z), to odpowiedni operator energii potencjalnej w mechanice kwantowej jest po pro-
stu operatorem mnozenia przez liczbe, warto$é¢ funkcji V(z,y, z). Czyli Vo= Vz,y,z). W
przypadku 1-wymiarowym V = V(x).

W mechanice klasycznej energia catkowita pojedynczej czastki w polu sit potencjalnych jest
suma energii kinetycznej i potencjalnej £ = Ejp + Epr = T+ V. W mechanice kwantowej
reprezentuje ja operator catkowitej energii, zwany Hamiltonianem, H=T+V. Dla jednej
czastki bedzie on mial postac:

. B2
H=T+V=-—A+V(2,y.2), (20)
co w przypadku l-wymiarowym upraszcza sie do
R R R h2 d2
H=T+V=——+V(x). (21)



Innym waznym w zastosowaniach operatorem jest operator (wektorowy) momentu pedu. W
fizyce klasycznej moment pedu [=7x p, ktorego sktadowe mozemy okresli¢ z wyznacznika:

7k
l=rxp=|2 y =z |, (22)
Pz Dy Pz

gdzie i 7, k sa to wektory jednostkowe w kierunkach osi uktadu. Zatem kolejne sktadowe wy-
nosza: l, = (yp. — 2py), itd. cyklicznie |l, = (2 p, — xp,) oraz [, = (x p, — y p.)|-

Operator momentu pedu otrzymamy zastepujac w powyzszych wzorach wspotrzedne i pedy

przez odpowiednie operatory:

~

. ik

[=Fxp=—ih| = y =z (23)
2 48 8
or Oy Oz

Uktady fizyczne mikroswiata wykazuja tez osobliwe wlasnosci, ktére nie maja klasycznych
odpowiednkow (np. spin czastek elementarnych, dziwnosé, “kolor”, "zapach”). Tych (mierzal-
nych) wielkodci fizycznych nie daje sie w zaden sposéb wyrazi¢ przy pomocy wspolrzednych
i pedow. Mozna je natomiast reprezentowa¢ w teorii wprowadzajac odpowiednie operatory i
podajac reguty ich komutacji z innymi znanymi operatorami. Takie postepowanie nazywa sie
przyporzadkowaniem nieklasycznym i catkowicie wystarcza do przeprowadzania obliczen i porow-

nywania teorii z eksperymentem.

Wszystkie operatory reprezentujace wielkosci fizyczne musza by¢ samosprzezone (inaczej her-
mitowskie). Jezeli dla dowolnych funkcji f, g zachodzi (f, pg) = (Q f,g), to operator Q nazywa sie
sprzezonym (po hermitowsku) do operatora P i zapisuje to jako Q = PT. Jezeli przy tym Q = P, to
operator P jest samosprzezony, P = Pt czyli taki, dla ktérego zachodzi zawsze (czyli dla dowolnych
funkcji f, g z jego dziedziny) warunek:

(f;Pg)=(Pf9). (24)

2.3 Postulat o wartoSciach wltasnych

Postulat 3 Jedynymi mozliwymi wartosciami pomiaru wielkoSci fizycznej p reprezentowane)

przez operator P sq wartosci wtasne tego operatora.

Rownanie operatorowe
Pf=pf (25)
nazywa sie rOwnaniem wlasnym operatora P. Rozwigza¢ rownanie wlasne znaczy znalezé
wszystkie liczby p; (wartosci wlasne) oraz wszystkie funkcje (wektory wtasne, funkcje wtasne)

fi spelniajace zwiazki:
Pfi=pifi. (26)



Postulat 3 oznacza, ze jezeli znamy operator Pw konkretnym problemie i umiemy rozwiazac
zagadnienie (26), to mozemy (jeszcze przed dokonaniem pomiaréw) przewidzieé¢ wszystkie moz-
liwe wyniki pomiaru. Konkretny pomiar musi daé¢ jedna z tych wartosci (z doktadnoscia do
btedu przyrzadu pomiarowego).

Zbior wszystkich wartosci wlasnych operatora nazywamy widmem. Operatory samosprzezo-
ne sg szczegbdlnie wazne poniewaz ich wartosci wtasne musza byé rzeczywiste i ich funkcje wtasne
tworza ortogonalne bazy odpowiednich przestrzeni (moga petni¢ role wektorow bazy). Mozna to
§cisle udowodnié. Widmo operetora moze by¢ dyskretne (wartosci wlasne daja sie ponumero-
wac) lub ciagle. Dyskretne jest np. widmo operatoréw momentu pedu (catkowite wielokrotno-
Sci h) oraz operatora energii uktadow zwiazanych. Ciagle sa np. widma operatoréw polozenia,
pedu, energii kinetycznej i energii uktadéow niezwiazanych.

Dla przyktadu rozwazmy atom wodoru, uktad zwigzany protonu i elektronu. Jezeli jest on
odosobniony, to operator energii elektronu w atomie ma posta¢ (20). Umiemy rozwiaza¢ rowna-
nie wlasne dla tego operatora z odpowiednim potencjatem V sit elektrostatycznych dziatajacych
miedzy elektronem i protonem:

. 2

v
HU(2,y,2) = -5~ A+ V(2,y,2)[Vu(@,y,2) = En¥u(2,y, 2) - (27)

W najprostszym przypadku otrzymujemy te same warto$ci wlasne energii co w modelu Bohra
atomu wodoru. Ale uzupelniajac ten operator o czlony dodatkowe (np. oddziatlywanie orbi-
talnego i wewnetrznego momentu magnetycznego, uwzgledniajac teorie wzglednosci) mozemy
rozwigza¢ ten kwantowy problem duzo bardziej dokladnie. Pomiary potwierdzily wszystkie
wnioski ptynace z tych rozwiazan.

Stan z n = 1, czyli stan ¥y(x,y,z) odpowiadajacy najnizszej energii nazywa sie stanem
podstawowym a energia F; - energia stanu podstawowego.

2.4 Postulat o wartosSci $redniej

Postulat 4 Wykonajmy dlugg serie pomiarow wielkoSci fizycznej p, ktorej przyporzedkowany
jest operator P. Przed kazdym pomiarem uktad fizyczny na ktorym wykonujemy pomiar byt w
takim samym stanie oznaczonym funkcjq (wektorem stanu) V. Wowczas p — $rednia wartosc
wszystkich pomiarow wyniesie:

~

p=(V,PV). (28)

Ten postulat podsumowuje probabilistyczna interpretacje mechaniki kwantowej. Rozwazmy
pewne przypadki szczegoélne i wyprowadzmy kilka wnioskow z tego postulatu.

e Jesli zachodzi P W = p WV, tzn. stan W jest stanem wtasnym operatora P o wartosci wlasnej
p, to



poniewaz w mechanice kwantowej postugujemy sie wylacznie funkcjami unormowanymi,
(U, ) = 1. W takim przypadku kazdy pomiar da te sama warto$¢ p i rednia tez wynosi p.

Tak bywa np. przy pomiarach energii atomoéw gazoéw (w temperaturach pokojowych).
Poniewaz kazdy z nich jest w stanie podstawowym, kazdy pomiar da te sama wartosc,
energie stanu podstawowego.

Stan WU nie jest stanem wlasnym operatora 15, ktorego widmo jest dyskretne. Wowczas
znajac rozwigzanie zagadnienia wlasnego P¢;=p; ¢; mozemy przeprowadzi¢ nastepujace
rozumowanie. Skorzystamy z faktu, ze zbior funkcji wlasnych {¢;} operatora samosprze-
zonego stanowi baze przestrzeni Hilberta, w ktorej dowolng inng funkcje (np. ¥) mozna
przedstawié¢ jako

U=> cd gdzie ¢ = (63, V) (30)
Wowcezas Z
p = (U,P0)= (ZCZ ¢, P ) ¢ ¢j> = e (i P o) = ciei(¢i,p ;)
i i i,j 1,J
= > ceip (9 ¢5) =D ciepidiy =Y lel*pi, (31)
%,] %,] 7

gdzie wykorzystalismy liniowos§¢ przestrzeni (rownania (1-3)), rownanie wlasne i ortonor-

malnos¢ funkeji bazy (tzn. (¢5, ¢;) = d; ;, patrz dyskusja ponizej wzoru (6)).
Aby zinterpretowaé ten wynik przypomnijmy sobie pojecie §redniej wielu pomiaréw w
do$wiadczeniu. Jezeli w serii pomiaréw otrzymaliSmy wartoéci p; powtoérzone n; razy
(n; > 0), to wartoscia Srednig (arytmetyczng) bedzie suma wszystkich wartosci podzielona
przez liczbe wszystkich pomiaréw N =) n,. Zatem

_ Zl ; Pi n;
Czynniki % oznaczaja stosunek liczby n; wynikow p; do liczby wszystkich wynikow czyli
doswiadczalne prawdopodobienstwo otrzymania w pojedynczym pomiarze wyniku p;. Po-
rownujac ostatnie wyrazy rownar (31) i (32) widzimy, ze taki sens maja liczby |¢;|?, ktore
mozemy obliczy¢ znajac wektor stanu ¥ i zagadnienie wlasne operatora P.
Zatem, cho¢ postulat nie pozwala nam przewidzie¢, jaki wynik otrzymamy w konkret-
nym, pojedynczym pomiarze, to pozwala przewidzie¢ prawdopodobieristwa z jakimi rézne
wymiki pomiaréw musza sie pojawiaé. Przy duzej liczbie pomiaréw otrzymujemy prze-

widywania rozktadu wynikow pomiaréow z bardzo duza dokladnoscig.

Stan U nie jest stanem wlasnym operatora P, ktorego widmo jest ciggte. Niech bedzie
to operator potozenia P=3z (dla prostoty przyjmijmy problem l-wymiarowy). W tym
przypadku iloczyn skalarny wektoréow jest okreslony w postaci catkowej (8). Mamy wtedy

7= (xy,m):/w*(x)xqf(x) dx:/\\ll(x)|2xdx. (33)



Wzor konicowy (33) jest analogiczny do (32), tylko ze wzgledu na ciagtosc widma opera-
tora & (ktorego wartos¢ wlasna x moze przybiera¢ dowolne wartosci ciggle) sumowanie
zostalo zastapione catkowaniem. Zatem |U(z)|?> oznacza teraz nie prawdopodobieristwo
ale gesto$¢ prawdopodobiefistwa. Aby otrzymac¢ prawdopodobienstwo, ze przy pomiarze
polozenia x czastki znajdujacej sie w stanie kwantowym W, wynik znajdzie sie w przedziale
(20, zo+dx) (dr bardzo male) trzeba gestosé¢ prawdopodobienistwa w punkcie xy pomnozy¢
przez szeroko$é przedziatu: Prawdopodobienstwo = |¥(x)|? dx.

2

W przypadku 3-wymiarowym |¥(x,y, 2)|* oznacza gestos¢ prawdopodobienistwa znalezie-

nia czastki w punkcie (z,y,2), a |¥U(x,y, 2)|? drdydz prawdopodobiefistwo znalezienia jej

w elemencie objetosci dV = dxdydz wokdl tego punktu (dx, dy, dz bardzo male).
Np. stan podstawowy elektronu w atomie wodoru zalezy tylko od zmiennej radialnej

r = /2% +y?+ 22 i wyraza sie nastepujaco:

1 _
——=c r/ao ’
\VTag

gdzie ag jest promieniem Bohra. Jezeli warunek unormowania zapiszemy w zmiennych
2

U, —1(r) = (34)

sferycznych (r,9, ) to wida¢, ze |V,—;(r)|* odgrywa role gestosci prawdopodobienstwa
znalezienia elektronu w okre§lonej odleglosci r od protonu a |¥,—,(r)|?dV, gdzie dV =
47 12 dr, jest prawdopodobienstwem, ze elektron znajduje si¢ w warstwie kuli o promieniu

w przedziale [r,r + dr]. Mozna to zapisa¢ w postaci:

2
1

(W, —1 (r) ]2 dV = (—3 er/“°> (4mr?dr) = P(r)dr
mag

Zatem

P _ = —2r/ag
=

jest szukang gestosciag prawdopodobienstwa radialnego rozkladu potozenia elektronu. Na
Rys. 1. przedstawitem wykres tej funkcji, z ktérego widaé, ze najbardziej prawdopodobna
odlegtosé elektronu od protonu jest rowna promieniowi Bohra, ale elektron moze sie zna-
lez¢ zarowno blizej jak i dalej od protonu z mniejszym prawdopodobienistwem. Pomiary
potwierdzaja te obliczenia teoretyczne.

Na podstawie postulatu o wartosci §redniej mozna udowodni¢ bardzo wazng zasade obowig-
zujaca w mechanice kwantowej, mianowicie zasade nieoznaczonosci. Mowi ona o niepewnosciach
rownoczesnych pomiaréow dwoch wielkodci fizycznych wykonanych na tym samym stanie ukladu
fizycznego. Miara takiej niepewnosci (dla jednej wielkosci fizycznej p) jest $rednie odchylenie
kwadratowe od wartosci $redniej co oznaczamy przez (Ap)? lub w skrocie (Ap)2. Dla wielkosci
fizycznych p i g, ktore reprezentuja odpowiednio operatory P i Q mozna udowodni¢ nastepujace
twierdzenie.
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Rysunek 1: Gesto$¢ prawdopodobienistwa radialnego polozenia elektronu w stanie podstawo-

wym atomu wodoru. Promieft Bohra atomu wodoru oznaczony jest przez ay.

Przy jednoczesnym pomiarze p i ¢ na uktadzie ktérego stan reprezentuje ¥ zachodzi

(B (B = (8p) (Ag) > —{ (W, [P, QIv) ). (3)

Jezeliza P i Q podstawimy pare operatoréow sprzezonych kanonicznie, jak np. 2 i p, to poniewaz
[z, p,] = ih oraz (¥, V) = 1 otrzymamy

(A (Ap) =~ ([ ]0) Y = —(6h) = 7 (30)

lub jeszcze proScie]

(Az) (Ap,) > = . (37)

DO | St

To jest stynna zasada nieoznaczonosci Heisenberga. Oznacza ona, w sensie statystycznym, ze
jesli staramy sie zwiekszy¢ doktadnosé pomiaréw jednej z tych wielkosci, np. polozenia (przez
zmniejszenie $redniego odchylenia kwadratowego) to jednoczesnie dokladnosé pomiaru odpo-
wiedniej sktadowej pedu maleje odwrotnie proporcjonalnie. W skrajnym przypadku, jesli uda
nam sie uda zmierzy¢ idealnie doktadnie jedna wielko$¢, np. z pomiarow (Ax) = 0 to calko-
wicie stracimy informacje o sprzezonej z x sktadowej pedu poniewaz z (36) wynika, ze wtedy
(Ap;) > h/(2Azx) — oo. Doswiadczenie catkowicie potwierdza te wnioski.

Fakt, ze stala Plancka jest wielkoécia bardzo mala (A = 1.0546 - 10734 J-s) powoduje, ze
konsekwencje zasady nieoznaczonosci nie dajg sie zauwazy¢ nawet dla bardzo malych obiektow
makroskopowych. I tak np. jezeli zlokalizujemy makroskopowy obiekt o rozmiarach liniowych
rzedu mikrometra (107° m) to jesli jego gestos¢ odpowiada gestosci wody (1 g/cm?), niepewnosé
wyznaczenia predkosci jest Av > 107 ecm/s. Jest do doktadnosé, ktorej praktycznie nie mozna
osiggnia¢ w eksperymencie. Natomiast jezeli jezeli zlokalizujemy obiekt atomowy o rozmiarach



rzedu angstrema (107!° m), to przy takiej samej gestosci niepewnosé jednoczesnego pomiaru
predkosci staje sie wieksza od 1 km/s !!!

Zasada nieoznaczono$ci jest odbiciem tego, ze obiekty mikro$wiata maja jednocze$nie wta-
snosci korpuskularne i falowe. Lokalizacja (doktadny pomiar polozenia) podkresla wtasnosci
korpuskularne, zamazujac wlasnosci falowe. Odwrotnie, doktadniejszy pomiar pedu podkresla
wlhasnosci falowe zamazujac jednoczesnie korpuskularne (przez co pomiar polozenia staje sie
bardzo niedoktadny). Wroce jeszcze do tych spraw przy omawianiu nastepnego postulatu o

rozwoju ukltadu w czasie.

2.5 Postulat o rozwoju ukladu w czasie

7 postulatu o wartosci sredniej wynika probabilistyczna interpretcja przewidywan mechaniki
kwantowej. Mozna zapytac: czy w mechanice kwantowej nie obowigzuje znana z mechaniki klasycz-
nej przyczynowos$¢?. Czy w mikro$wiecie przestaja obowiazywaé przyczynowe prawa przyrody
tzn. takie, ze okreSlone przyczyny, w jednakowych warunkach wywoluja zawsze takie same
skutki?

OdpowiedZ na to pytanie jest przeczaca. Prawa rzadzace zamianami ukladu w czasie sg
przyczynowe (deterministyczne) ale w troche innym sensie niz w fizyce klasycznej. Determini-
styczne sg zmiany w czasie wektora stanu uktadu fizycznego (funkcji falowej). Poniewaz wyniki
przysztych pomiaréow sg zwiazane z wektorem stanu w sposob probabilistyczny, mozna je prze-
widzie¢ rowniez tylko w taki sam, probabilistyczny sposob.

Postulat 5 Jezeli uktad fizyczny jest izolowany, to jego wektor stanu ¥ zmienia sie¢ w czasie

zgodnie z rownaniem

o .
h—=HW
ih r , (38)

gdzie H jest Hamiltonianem tego uktadu (operatorem calkowitej energii uktadu,).

Rownanie (38) nazywa sie réwnaniem Schrodingera zaleznym od czasu albo rownaniem Schrodin-
gera z czasem. Jest ono deterministyczne, ale pozwala przewidzie¢ wektor stanu, ktory nie jest

bezposrednio mierzalny.

Przedyskutujmy teraz najwazniejsze wnioski plynace z postulatu 5 o rozwoju w czasie. Dla
prostoty rozwazan matematycznych zatozmy, ze rozwazamy pojedyncza czastke w polu sit po-
tencjalnych. Jezeli uktad jest izolowany to jego energia catkowita jest stala (nie wymienia
energii z otoczeniem), zatem jego Hamiltonian nie zalezy od czasu i przyjmuje posta¢ (20) w
przypadku 3-wymiarowym albo (21) w przypadku l-wymiarowym. Rozwazania sa najprost-
sze w tym ostatnim przypadku ale ich uogoélnienie na przypadek 3-wymiarowy a nawet 3n-
wymiarowy (dla ukladu n czastek jest trywialnie proste). Rownanie (38) z Hamiltonianem (21)
przyjmuje postac:

i oV (z,t) h* d?

= |y T V@) W), (39)



gdzie jest oczywiste, ze wektor stanu W(x,t) musi zaleze¢ od wspotrzednych x i t.

W teorii rownan rézniczkowych znana jest standardowa metoda ich rozwigzywania — metoda
rozdzielania (separacji) zmiennych. Poszukuje sie rozwigzan w postaci funkcji o rozdzielonych
zmiennych (i jesli takie rozwiazanie istnieje to jest jedyne).

Zatem poszukujemy rozwiazan rownania (39) w postaci:

W(x,t) = o(x) f(t) - (40)

Podstawiajac to poszukiwane rozwiazanie do (39) otrzymujemy:

i o(a) S0 = £0) |- S+ V@) ) (41

poniewaz, przy rézniczkowaniu po x funkcja f(t) jest traktowana jak stala (i tak samo ¢(x)

przy rozniczkowaniu po t). Dzielac obie strony tego réwnania przez poszukiwana funkcje (40)
otrzymujemy réwnanie:

ih d 1 h* d?

2m dz?

()t (x)

Zauwazmy, ze lewa strona tego rownania zalezy wylacznie od zmiennej ¢, a prawa tylko od

V(x)] o(zr) = E. (42)

zmiennej x. Taka réwnosé, dla dowolnych wartosci zmiennych moze zachodzi¢ tylko wtedy gdy
kazda z tych funkgji jest ta samg stata. Oznaczmy te staly przez F.

Przyrownujac prawa strone do E otrzymamy po pomnozeniu przez ¢(z) rownanie wlasne
operatora energii uktadu.

h?* d?
L V()| 6() = Bolw) (13)
czyli réwnanie wtasne
H ¢, (2) = Ep u(2) - (44)

To réwnanie nazywa sie réwnaniem Schrédingera niezaleznym od czasu. Wida¢ stad, ze stala E
musi mie¢ wartosé¢ jednej z wartosci wlasnych operatora energii (dla prostszego zapisu dalszych
zwiazkow zatozylem, ze jego widmo jest dyskretne).

Przyrownujac do stalej E,, lewa strone rownania (42) otrzymamy (po podzieleniu przez (ih)

d[In f(t)] J

rownanie rézniczkowe:

- - __F,, 45
dt h (45)
ktore mozna bezposrednio scatkowaé. Rozwigzaniem jest funkcja
flt) = e ibnt,

W ten sposéb otrzymaliémy pelne rozwiazanie réwnania Schrédingera zaleznego od czasu w

postaci funkeji o rozdzielonych zmiennych przestrzennych i czasowych

U, (2,1) = do(x) e 7Bt (46)



Rozwiazanie (46), bedace tzw. rozwigzaniem szczegbélnym, mimo ze jawnie zalezy od czasu,
odpowiada stanowi stacjonarnemu uktadu (stanowi, w ktorym gestosci prawdopodobienstwa,
wartosci Srednie, nie zaleza od czasu). Wynika to z faktu, ze kwadrat modutu funkcji f(t)
wynosi 1, zatem |[U(z,t)]*> = |¢(x)|* nie zalezy od t. Ale poniewaz réwnanie (38) jest li-
niowe to istniejg rozwiazania ogoélne bedace kombinacjami liniowymi rozwigzan szczegblnych.

Rozwiazanie ogdlne ma wiec postac:
U(rt) =Y an Up(w,t) =Y ay dalx) e 70t (47)

gdzie a,, s to wspotezynniki, ktore mozna obliczy¢ z warunkoéw poczatkowych, tzn. ze znajomo-
Sci wektora stanu w chwili poczatkowej W (z,t = 0) = Uy(x). Jezeli go znamy (np. z wezesniej
przeprowadzonych pomiaréw) to zgodnie z (47) mozna ten wektor wyrazi¢ w nastepujacy sposob
(poniewaz dla t =0, €® = 1):

Poniewaz ¢;(z), funkcje Hamiltonianu tworza baze ortonormalna to po pomnozeniu skalarnie

rownania (48) przez jeden z wektorow bazy ¢,(x) otrzymujemy wartos¢ wspotczynnika a,,:
(Pn(@), Wo()) = (Pn(@), Y aidi(®) = > a; ($n(x), $i(w)) = > a;0ij = ay . (49)

Funkcja (47) opisuje stan niestacjonarny. Zwiazana z nia gesto$¢ prawdopodobieristwa zmienia
sie w czasie, to samo dotyczy wartosci srednich dowolnych operatorow. Tak wiec znajac wektor
stanu uktadu w chwili poczatkowej mozna obliczy¢ go w dowolnej chwili pézniejszej jak rowniez
przewidywaé (w sensie prawdopodobienistw) wyniki przysztych pomiarow.

Nieco bardziej skomplikowany (technicznie) jest przypadek, gdy Hamiltonian ma ciagte
widmo wartosci wlasnych. Wowczas jego rownanie wlasne (rownanie Schrodingera bez czasu)

przyjmuje nieco inna postac¢ niz (44) a mianowicie:
A ok, ) = B(k) 6(k, 7)., (50)

gdzie zmienna k£ moze przybiera¢ wartosci zmieniajace sie w sposob ciagly. Wowezas postepo-
wanie przebiega zasadniczo tak samo ale we wzorach (47)—(49) sumowanie zostaje zastapione

odpowiednim catkowaniem co technicznie bywa znacznie trudniejsze.

Dla zilustrowania ciekawych wnioskéw wyplywajacych z rownania Schrodingera z czasem
omowie (bez przeprowadzania obliczen) ruch czastki swobodnej np. elektronu. Zalozmy, ze w
chwili poczatkowej ty pomiar zlokalizowal te czastke w niewielkim obszarze wokot wartosci xg
i ze znamy wektor tego stanu w ksztalcie funkcji dzwonowej Gaussa. Jest to tak zwana paczka
falowa. Gestos¢ prawdopodobienstwa w chwili poczatkowej jest przedstawiona linig ciagta na
Rysunku 2. Stosunkowo proste obliczenia pozwalaja wyznaczy¢ wektor stanu w dowolnej chwili
pozniejszej. Kolejne funkcje dzwonowe przedstawiaja gestos$ci prawdopodobieristwa znalezienia
znalezienia elektronu w odpowiednim potozeniu w kolejnych chwilach. Widaé, ze z uptywem
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Rysunek 2: Rozplywanie sie gestosci prawdopodobieristwa potozenia swobodnego elektronu

poruszajacego sie wzdtuz osi z.

czasu maksimum paczki porusza sie ze staty predkoscia, faktycznie rowng klasycznej predkosci
czastki swobodnej. Ale jednoczesnie maksimum obniza sie, a szerokos$¢ paczki rosnie. Méwimy,
ze paczka reprezentujaca czastke swobodng "rozptywa sie” z czasem. Oznacza to, ze przedzial
lokalizacji czastki ro$nie. Obliczenia pokazuja, ze przedzial lokalizacji czastki podwoi sie po

_ V3ma?
= p 7
gdzie a jest poczatkowa wartoscia przedziatu lokalizacji.

czasie

t

W $wiecie makroskopowym nie obserwujemy nigdy rozptywania sie czastek. Dlaczego? Niech
maly obiekt makroskopowy ma liniowe rozmiary, a ~ 1072 c¢cm. Przy standardowej gesto-
$ci 1 g/cm® jego masa jest rzedu m ~ 107° g. Poniewaz A ~ 10727 w jednostkach cgs, to
t ~ 1079 (1073)?/107%" ~ 10'? sekund czyli 30 000 lat! Aby miec szanse¢ na zaobserwowanie
rozptyniecia sie takiego pytku na podwojony obszar musielibySmy czekaé dziesigtki tysiecy lat.
Dla cial wiekszych czasy takie beda jeszcze wicksze o wiele rzedéw wielkosci.

Tymczasem w przypadku czastek mikroswiata skala czasowa tego procesu jest bardzo krotka.
Dla elektronu zlokalizowanego w przedziale rzedu jego obserwowanych rozmiaréw a ~ 10~ cm,
poniewaz masa elektronu jest rzedu 1072 g, czas podwojenia przedzialu lokalizacji wynosi t ~
10727 (1078)2 /10727 ~ 1076 sekundy, czyli niemal natychmiast. Jest to kolejnym przejawem
dualizmu korpuskularno-falowego.

Na zakoniczenie powiem, ze historycznie réwnanie Schrodingera zalezne od czasu zostato
wezesnie] "wyprowadzone” w analogii do réwnania fali biegnacej (dla przypadku czastki swo-
bodnej) a dopiero pozniej zyskato range postulatu, wrecz prawa przyrody. Przypomnijmy, ze
fale biegnace (okresowe) reprezentowane sa przez funkcje typu cos(kx + wt), sin(kz + wt), gdzie



znak plus dotyczy fali biegnacej w lewo a minus fali biegnacej w prawo. W przestrzeni funkcji
zespolonych odpowiednia fala (tzw. fala ptaska) jest exp i(kx+wt) = cos(kxtwt)—+isin(kztwt).

Latwo sprawdzi¢, ze dla czastki swobodnej, ktorej Hamiltonian jest operatorem energii ki-
netycznej (18) fala plaska spelnia rownanie (38), ktore w tym przypadku przyjmuje postac:

2 2
i gitka—wn) _ P ey

dt 2m da?

Lewa strona wynosi
L = Z'hei(kx—wt) (—w)) — hw ei(kac—wt)

a prawa

2m 2m

2 2
P = h_ ei(kzx—wt) (Zk’)z (h’k) ei(k:c—wt) _

Zatem dla F = hw = % rownanie Schrodingera z czasem jest spelnione przez fale biegnaca
w prawo (to samo otrzymujemy dla fali biegnacej w lewo). Funkcja bedaca fala biegnaca jest
wiec rozwigzaniem szczeg6lnym reprezentujacym czastke swobodna, a superpozycja takich fal
(inaczej kombinacja liniowa) jest rozwiazaniem ogolnym. Taka superpozycja moze by¢ zlokali-
zowana na niewielkim obszarze przestrzeni i w ten sposob ujmowaé matematycznie whasnosci
korpuskularne. Nic tez dziwnego, ze tego typu funkcja dobrze opisuje wtasnosci falowe czastki,
dyfrakcje i interferencje, np. przy przechodzeniu strumienia elektronéw przez dwie waskie szcze-

liny.
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