
Podstawowe wiadomo±ci z mechaniki kwantowej

1 Wst¦p

Wprowadzenie w 1913 roku przez Nielsa Bohra modelu Bohra atomu i jego cz¦±ciowe bar-
dzo spektakularne sukcesy (wyja±nienie widma emisyjnego i absorpcyjnego wodoru, jako±ciowe
i ilo±ciowe, wyprowadzenie staªej Rydberga z podstawowych zasad ruchu elektronu w atomie)
przekonaªo wi¦kszo±¢ �zyków do zaakceptowania pogl¡du, »e w mikro±wiecie mog¡ obowi¡zywa¢
takie prawa �zyki, które nie daje si¦ sformuªowa¢ w j¦zyku �zyki (mechaniki) klasycznej. Nieco
pó¹niej w 1924 roku Louis de Broglie wprowadziª nast¦pn¡ rewolucyjn¡ koncepcj¦ dualizmu kor-
puskularno falowego. W analogii do znanych ju» wªasno±ci ±wiatªa, które w zjawiskach dyfrak-
cji i interferencji zachowuje si¦ jak fala elektromagnetyczna a w zjawiskach: fotoelektrycznym,
absorpcji i emisji promieniowania jak zbiór czastek, (porcji) energii, de Broglie postawiª hipo-
tez¦, »e masywne cz¡stki powinny wykazywa¢ równie» wªasno±ci falowe. Po do±wiadczeniach
Davissona, Germera i Thomsona (1926), w których wykazali oni falowe wªasno±ci (dyfrakcj¦)
odpowiednio przygotowanego strumienia elektronów staªo si¦ jasne, »e nowa teoria mikro±wiata
musi zawiera¢ w sobie opis wªasno±ci korpuskularno-falowych materii.

Spowodowaªo to podj¦cie wielu rewolucyjnych prób opisu �zyki mikro±wiata, które ª¡cznie
doprowadziªy ostatecznie w latach 1926-28 do peªnego sformuªowania zupeªnie nowej teorii
�zycznej, mechaniki kwantowej.

Najwi¦ksze zasªugi w sformuªowaniu nowej teorii poªo»yli Schrödinger, Heisenberg, Dirac,
Pauli, Born, Bohr, Jordan, pó¹niej von Neumann i wielu innych. Wykorzystali oni szereg
wspóªczesnych im osi¡gni¦¢ matematyki (gªownie teori¦ przestrzeni Hilberta) i sami przyczynili
si¦ do rozwoju pewnych gaª¦zi matematyki (np. teorii dystrybucji, teorii prawdopodobie«stwa).

Praktycznie od ko«ca lat trzydziestych ubiegªego wieku mo»na traktowa¢ mechanik¦ kwan-
tow¡ jak teori¦ aksjomatyczn¡, to znaczy teori¦ opart¡ na kilku podstawowych pewnikach (aksjo-

matach), z których wszystkie twierdzenia, wnioski dotycz¡ce opisu mikro±wiata daj¡ si¦ wypro-
wadzi¢. Przykªadem teorii aksjomatycznej, znanym wszystkim ze szkoªy, jest np. geometria
(euklidesoowa). W kolejnym rozdziale omówi¦ aksjomaty (postulaty) mechaniki kwantowej i
podam przykªady jak nale»y si¦ nimi posªugiwa¢ oraz interpretowa¢ wyniki oblicze«.

2 Postulaty mechaniki kwantowej

Postulaty (aksjomaty) mechaniki kwantowej mo»na formuªowa¢ na kilka sposobów, ª¡cz¡c lub
rozdzielaj¡c niektóre z nich, lub zmieniaj¡c kolejno±¢. Nie ma to znaczenia, je±li ostatecznie
wszystkie niezb¦dne pewniki s¡ u»yte. Poni»ej sformuªuj¦ te postulaty tak abym mógª obja±nia¢
mechanik¦ kwantow¡ sªuchaczom o sªabym przygotowaniu matematycznym w sposób mo»liwie
najprostszy.
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2.1 Opis (reprezentacja) ukªadu �zycznego

Postulat 1 Stan ukªadu �zycznego reprezentowany jest przez funkcj¦ falow¡. Jest to wektor

w pewnej (abstrakcyjnej) przestrzeni wektorowej. Przestrzenie tego typu, wyst¦puj¡ce w mecha-

nice kwantowej, nazywaj¡ si¦ przestrzeniami Hilberta {H}.

Terminy funkcja falowa, wektor stanu, stan ukªadu s¡ u»ywane równowa»nie. W ogólno±ci
funkcja falowa jest funkcj¡ o warto±ciach zespolonych, cho¢ w szczególnych przypadkach mo»e
mie¢ warto±ci rzeczywiste (liczby rzeczywiste s¡ szczególnym przypadkiem liczb zespolonych).
W ró»nych zagadnieniach �zycznych przestrzenie Hilberta mog¡ by¢ ró»ne.

Przestrzenie Hilberta s¡ to przestrzenie liniowe (wektorowe), unitarne i zupeªne.

Niech x, y, z, . . . b¦d¡ wektorami, elementami pewnej przestrzeni {L} a α, β, γ, . . . liczbami
(w ogólno±ci zespolonymi). Okre±limy dwa dziaªania: �mno»enie� wektorów przez liczby α · x
oraz �dodawanie� wektorów x + y. Przestrze« L nazywa si¦ liniow¡ (wektorow¡) je»eli dla
dowolnych jej elementów x, y ∈ L i dowolnych liczb α, β ∈ C (C - zbiór liczb zespolonych)
α · x ∈ L oraz x+ y = y + x ∈ L przy czym dziaªania speªniaj¡ nast¦puj¡ce warunki:

(α + β) · x = α · x+ β · x, α · (x+ y) = α · x+ α · y (1)

(αβ) · x = α · (β · x), (x+ y) + z = x+ (y + z), 1 · x = x (2)

W szczególno±ci istnieje wektor zerowy 0̂ taki, »e 0 ·x = 0̂ i x+ 0̂ = 0̂ +x = x, oraz dla ka»dego
elementu x0 istnieje element przeciwny y0 (x0 + y0 = 0̂).

Ka»dy zbiór elementów z okre±lonymi powy»ej reguªami �dodawania� i �mno»enia� jest wek-
torow¡ przestrzeni¡ liniow¡. Je»eli na elementach tej przestrzeni okre±limy iloczyn skalarny to
taka przestrze« jest unitarna.

Ka»dej parze wektorów x, y ∈ L przyporz¡dkujemy liczb¦ (w ogólno±ci zespolon¡) (x, y) �
iloczyn skalarny. Musi ona speªnia¢ nast¦puj¡ce warunki:

(x, y) = (y, x)∗ (x, αy) = α(x, y) (x1 + x2, y) = (x1, y) + (x2, y) (x, x) ≥ 0, (3)

przy czym w ostatnim warunku zero wyst¦puje tylko wtedy gdy x = 0̂. Gwiazdka w pierwszej
równo±ci oznacza sprz¦»enie zespolone.

Iloczyn (x, x) nazywa si¦ kwadratem dªugo±ci wektora x, a jego dªugo±¢ |x| =
√

(x, x).

Warto przypomnie¢ de�nicj¦ iloczynu skalarnego wektorów w zwykªej 3-wymiarowej przestrzeni.
Dla dowolnej pary wektorów ~a i ~b okre±la si¦ go jako:

(a, b) ≡ ~a ·~b = |~a||~b| cos(~a,~b) (4)

Wprowadzaj¡c baz¦ trzech ortogonalnych wektorów jednostkowych {~ei}, i = 1, 2, 3 (co jest
ªatwiej uogólni¢ na n wymiarów ni» cz¦sto stosowany zapis bazy w postaci wektorów ~i,~j,~k)
mo»emy zapisa¢:

~a =
3∑

i=1

~ei ai ~b =
3∑

i=1

~ei bi (5)
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oraz

(a, b) ≡ ~a ·~b =
3∑

i=1

~ei ai ·
3∑

j=1

~ej bj =
3∑

i,j=1

ai bj ~ei · ~ej =
3∑

i,j=1

ai bj δi,j =
3∑

i=1

ai bi (6)

Po drodze skorzystali±my z faktu, »e iloczyn skalarny wektorów bazy ~ei · ~ej = 1 je»eli i = j lub
0 je»eli i 6= j, co oznaczyli±my symbolem Kroneckera δi,j.

Wzór ko«cowy (6) nadaje si¦ znakomicie do uogólnienia de�nicji iloczynu skalarnego na
dowolne przestrzenie wektorowe (tak»e funkcyjne, tzn. takie których elementami s¡ funkcje,
tak»e zespolone) o dowolnej liczbie wymiarów, sko«czonej, niesko«czonej przeliczalnej, lub nie-
sko«czonej nieprzeliczalnej.

W przypadku przestrzeni wektorowej o sko«czonej liczbie n � wymiarów mamy

(x, y) =
n∑

i=1

x∗i yi (7)

a dla niesko«czonej przeliczalnej liczby wymiarów

(x, y) =
∞∑
i=1

x∗i yi . (8)

Je»eli funkcje f(x), g(x) okre±lone s¡ na swojej dziedzinie x ∈ D, to mo»na je traktowa¢ jako
wektory o niesko«czonej nieprzeliczalnej liczbie wymiarów, tak, »e f(x0), g(x0) s¡ skªadowymi
wektorów f, g w punkcie x0. Wówczas iloczyn skalarny wyra»a si¦ jako:

(f, g) =

∫
D

f ∗(x) g(x)dx (9)

Dziedzina D mo»e by¢ obszarem domkni¦tym, np. pewnym przedziaªem [a, b], lub otwartym,
np. (−∞,∞), w zale»no±ci od konkretnego problemu.

Przestrze« Hilberta jest przestrzeni¡ unitarn¡ i zupeªn¡. De�nicji zupeªno±ci nie przytaczam,
bo jest dla Pa«stwa zbyt trudna (wymaga dodatkowej wiedzy matematycznej zwiazanej z poj¦-
ciem ciagªo±ci). Intuicyjnie mo»na wyczu¢, »e przestrze« ta zawiera wszystkie mo»liwe wektory.

W przestrzeni wektorowej, unitarnej i zupeªnej istnieje baza ortogonalnych wektorów jed-
nostkowych, przy pomocy której mo»na wyznaczy¢ dowolny wektor w tej przestrzeni, podobnie
jak dowolny wektor w zwykªej przestrzeni 3�wymiarowej mo»na wyznaczy¢ przy pomocy trzech
wektorów jednostkowych skierowanych wzdªu» 3-ch osi wzajemnie prostopadªych.

2.2 Postulat o przyporz¡dkowaniu

Postulat 2 Wielko±ci �zyczne reprezentowane s¡ w mechanice kwantowej przez operatory linio-

we, samosprz¦»one (hermitowskie).
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Operatory (tam gdzie wyst¦puj¡ niejawnie, tzn. jako symbol) b¦dziemy oznaczali liter¡ z dasz-
kiem, np. x̂, p̂x, Q̂ itp.

Przyporz¡dkowanie podstawowe

Równania mechaniki kwantowej mo»na sformuªowa¢ w ró»nych �j¦zykach� zwanych repre-
zentacjami. Podstawowe s¡ reprezentacje: poªo»eniowa, p¦dowa i energetyczna. Wszystkie te
opisy s¡ równowa»ne, z tym »e niektóre konkretne problemy ªatwiej rozwi¡zuje si¦ w jednej re-
prezentacji a inne w innych. W naszych zastosowaniach wystarczy posªugiwa¢ si¦ reprezentacj¡
poªo»eniow¡, o której pisz¦ poni»ej.

W reprezentacji poªo»eniowej operator poªo»enia x̂ ma najprostsz¡ mo»liw¡ posta¢, tzn. jest
operatorem mno»enia przez liczb¦ x, warto±¢ wspóªrz¦dnej. Zatem dziaªanie operatora x̂ jest
okre±lone nast¦puj¡co:

x̂ f(x) = x f(x) (10)

Analogicznie s¡ okre±lone operatory ŷ i ẑ. Caªa trójka tych operatorów (x̂, ŷ, ẑ) = ~̂r stanowi
operator wektorowy ~̂r.

Bardzo wa»n¡ rol¦ odgrywaj¡ operatory (p̂x, p̂y, p̂z) = ~̂p, skªadowe wektorowego operatora
p¦du. Ich jawna posta¢ (w reprezentacji poªo»eniowej) jest nast¦puj¡ca:

p̂x = −i~ ∂
∂x

, p̂y = −i~ ∂
∂y

, p̂z = −i~ ∂
∂z

. (11)

Zatem dziaªanie jednej ze skªadowych operatora p¦du, np. p̂x polega na zró»niczkowaniu funk-
cji (na któr¡ dziaªa operator) po odpowiedniej wspóªrz¦dnej i domno»eniu przez staª¡ −i~
zapewniaj¡c¡ odpowiednie jednostki.

p̂x Ψ(x, y, z) = −i~ ∂
∂x

Ψ(x, y, z) = −i~ ∂Ψ(x, y, z)

∂x
(12)

i analogicznie dla pozostaªych skªadowych.

Powy»sze przyporz¡dkowanie operatorów poªo»enia i p¦du nazywa si¦ przyporz¡dkowaniem pod-

stawowym. Na marginesie dodam, »e przyprz¡dkowanie to wi¡»e si¦ do±¢ ±ci±le z mechanik¡
klasyczn¡ w tzw. sformuªowaniu Hamiltonowskim.

Warto zauwa»y¢, »e wynik kolejnego dziaªania dwóch operatorów mo»e zale»e¢ od kolejno-

±ci dziaªa«. W ogólno±ci P̂ Q̂ 6= Q̂ P̂ . Na przykªad, x̂ ŷ = ŷ x̂ , poniewa» mno»enie liczb
jest przemienne, x̂ p̂y = p̂y x̂ poniewa» mno»enie przez jedn¡ wspóªrz¦dn¡ jest przemienne z
ró»niczkowaniem po innej, ale x̂ p̂x 6= p̂x x̂. Wida¢ to dokªadnie w dziaªaniach na dowoln¡
funkcj¦ f(x, y, z):

x̂ p̂x f(x) = −i~x ∂f(x, y, z)

∂x
(13)

oraz z wªasno±ci pochodnej iloczynu

p̂x x̂ f(x) = −i~ ∂

∂x
(x f(x, y, z)) = −i~ (1 · f(x, y, z) + x

∂f(x, y, z)

∂x
) (14)
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Dlatego de�niujemy komutator [P̂ , Q̂] operatorów jako:

[P̂ , Q̂] = P̂ Q̂− Q̂ P̂ = −[Q̂, P̂ ] (15)

Je»eli operatory s¡ przemienne to ich komutator wynosi zero i mówimy o nich, »e komutuj¡.
Natomiast odejmuj¡c stronami równanie (14) od (13) otrzymujemy

[x̂, p̂x] f(x, y, z) = −i~ f(x, y, z) czyli [x̂, p̂x] = −i~ . (16)

O operatorach, które nie s¡ przemienne (ich komutator jest ró»ny od zera) mówimy, »e nie
komutuj¡. Operatory P̂ , Q̂, dla których [P̂ , Q̂] = ± i~ nazywaj¡ si¦ kanonicznie sprz¦»one.
Kanonicznie sprz¦»one s¡ zawsze te same skªadowe operatorów poªo»enia i p¦du w dowolnej
reprezentacji.

Przyporz¡dkowanie wtórne

Wielko±ciom �zycznym, które w �zycze klasycznej s¡ funkcjami wspóªrz¦dnych i p¦dów przy-
porz¡dkowane s¡ w mechanice kwantowej operatory, b¦d¡ce takimi samymi funkcjami opera-
torów wspóªrz¦dnych i p¦dów. Np. energia kinetyczna pojedynczego ciaªa wyra»a si¦ klasycznie
jako Ekin = T = mv2

2
= (mv)2

2m
= p2

2m
, poniewa» klasyczny p¦d ~p = m~v.

Zatem operator energii kinetycznej T̂ otrzymamy zast¦puj¡c w klasycznym wyra»eniu ~p

operatorem ~̂p. Poniewa»

~̂p = −i~
(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂x

)
= −i~ ~∇ (17)

to

T̂ = − ~2

2m

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
= − ~2

2m
∇2 = − ~2

2m
∆ . (18)

Operator wektorowy ∇ nazywa si¦ gradientem, a jego kwadrat ∆ Laplasjanem. W szczególnym
przypadku np. ruchu w jednym wymiarze operator ten przyjmie prostsz¡ posta¢ (wkªad da tylko
jedna skªadowa p¦du, np. x-owa):

T̂ = − ~2

2m

∂2

∂x2
. (19)

Poniewa» energia potencjalna w �zyce klasycznej zale»y tylko od poªo»enia, Epot = V =

V (x, y, z), to odpowiedni operator energii potencjalnej w mechanice kwantowej jest po pro-
stu operatorem mno»enia przez liczb¦, warto±¢ funkcji V (x, y, z). Czyli V̂ = V (x, y, z). W
przypadku 1-wymiarowym V̂ = V (x).

W mechanice klasycznej energia caªkowita pojedynczej cz¡stki w polu siª potencjalnych jest
sum¡ energii kinetycznej i potencjalnej E = Ekin + Epot = T + V . W mechanice kwantowej
reprezentuje j¡ operator caªkowitej energii, zwany Hamiltonianem, Ĥ = T̂ + V̂ . Dla jednej
cz¡stki b¦dzie on miaª posta¢:

Ĥ = T̂ + V̂ = − ~2

2m
∆ + V (x, y, z) , (20)

co w przypadku 1-wymiarowym upraszcza si¦ do

Ĥ = T̂ + V̂ = − ~2

2m

d2

dx2
+ V (x) . (21)
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Innym wa»nym w zastosowaniach operatorem jest operator (wektorowy) momentu p¦du. W
�zyce klasycznej moment p¦du ~l = ~r × ~p, którego skªadowe mo»emy okre±li¢ z wyznacznika:

~l = ~r × ~p =

∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k

x y z

px py pz

∣∣∣∣∣∣∣ , (22)

gdzie ~i,~j,~k s¡ to wektory jednostkowe w kierunkach osi ukªadu. Zatem kolejne skªadowe wy-
nosz¡: lx = (y pz − z py), itd. cyklicznie [ly = (z px − x pz) oraz lz = (x py − y px)].

Operator momentu p¦du otrzymamy zast¦puj¡c w powy»szych wzorach wspóªrz¦dne i p¦dy
przez odpowiednie operatory:

~̂l = ~̂r × ~̂p = −i~

∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k

x y z
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

∣∣∣∣∣∣∣ . (23)

Ukªady �zyczne mikro±wiata wykazuj¡ te» osobliwe wªasno±ci, które nie maj¡ klasycznych
odpowiednków (np. spin cz¡stek elementarnych, dziwno±¢, �kolor�, �zapach�). Tych (mierzal-
nych) wielko±ci �zycznych nie daje si¦ w »aden sposób wyrazi¢ przy pomocy wspóªrz¦dnych
i p¦dów. Mo»na je natomiast reprezentowa¢ w teorii wprowadzaj¡c odpowiednie operatory i
podaj¡c reguªy ich komutacji z innymi znanymi operatorami. Takie post¦powanie nazywa si¦
przyporz¡dkowaniem nieklasycznym i caªkowicie wystarcza do przeprowadzania oblicze« i porów-
nywania teorii z eksperymentem.

Wszystkie operatory reprezentuj¡ce wielko±ci �zyczne musz¡ by¢ samosprz¦»one (inaczej her-
mitowskie). Je»eli dla dowolnych funkcji f, g zachodzi (f, P̂ g) = (Q̂ f, g), to operator Q̂ nazywa si¦

sprz¦»onym (po hermitowsku) do operatora P̂ i zapisuje to jako Q̂ = P̂ †. Je»eli przy tym Q̂ = P̂ , to

operator P̂ jest samosprz¦»ony, P̂ = P̂ † czyli taki, dla którego zachodzi zawsze (czyli dla dowolnych

funkcji f, g z jego dziedziny) warunek:

(f, P̂ g) = (P̂ f, g) . (24)

2.3 Postulat o warto±ciach wªasnych

Postulat 3 Jedynymi mo»liwymi warto±ciami pomiaru wielko±ci �zycznej p reprezentowanej

przez operator P̂ s¡ warto±ci wªasne tego operatora.

Równanie operatorowe
P̂ f = p f (25)

nazywa si¦ równaniem wªasnym operatora P̂ . Rozwi¡za¢ równanie wªasne znaczy znale¹¢
wszystkie liczby pi (warto±ci wªasne) oraz wszystkie funkcje (wektory wªasne, funkcje wªasne)
fi speªniaj¡ce zwi¡zki:

P̂ fi = pi fi . (26)
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Postulat 3 oznacza, »e je»eli znamy operator P̂ w konkretnym problemie i umiemy rozwi¡za¢
zagadnienie (26), to mo»emy (jeszcze przed dokonaniem pomiarów) przewidzie¢ wszystkie mo»-
liwe wyniki pomiaru. Konkretny pomiar musi da¢ jedn¡ z tych warto±ci (z dokªadno±ci¡ do
bª¦du przyrz¡du pomiarowego).

Zbiór wszystkich warto±ci wªasnych operatora nazywamy widmem. Operatory samosprz¦»o-
ne s¡ szczególnie wa»ne poniewa» ich warto±ci wªasne musz¡ by¢ rzeczywiste i ich funkcje wªasne

tworz¡ ortogonalne bazy odpowiednich przestrzeni (mog¡ peªni¢ rol¦ wektorów bazy). Mo»na to
±ci±le udowodni¢. Widmo operetora mo»e by¢ dyskretne (warto±ci wªasne daj¡ si¦ ponumero-
wa¢) lub ci¡gªe. Dyskretne jest np. widmo operatorów momentu p¦du (caªkowite wielokrotno-
±ci ~) oraz operatora energii ukªadów zwi¡zanych. Ciagªe s¡ np. widma operatorów poªo»enia,
p¦du, energii kinetycznej i energii ukªadów niezwi¡zanych.

Dla przykªadu rozwa»my atom wodoru, ukªad zwi¡zany protonu i elektronu. Je»eli jest on
odosobniony, to operator energii elektronu w atomie ma posta¢ (20). Umiemy rozwi¡za¢ równa-
nie wªasne dla tego operatora z odpowiednim potencjaªem V siª elektrostatycznych dziaªaj¡cych
mi¦dzy elektronem i protonem:

ĤΨn(x, y, z) = [− ~2

2m
∆ + V (x, y, z)]Ψn(x, y, z) = EnΨn(x, y, z) . (27)

W najprostszym przypadku otrzymujemy te same warto±ci wªasne energii co w modelu Bohra
atomu wodoru. Ale uzupeªniaj¡c ten operator o czªony dodatkowe (np. oddziaªywanie orbi-
talnego i wewn¦trznego momentu magnetycznego, uwzgl¦dniaj¡c teorie wzgl¦dno±ci) mo»emy
rozwi¡za¢ ten kwantowy problem du»o bardziej dokªadnie. Pomiary potwierdziªy wszystkie
wnioski pªyn¡ce z tych rozwi¡za«.

Stan z n = 1, czyli stan Ψ1(x, y, z) odpowiadaj¡cy najni»szej energii nazywa si¦ stanem
podstawowym a energia E1 - energi¡ stanu podstawowego.

2.4 Postulat o warto±ci ±redniej

Postulat 4 Wykonajmy dªug¡ seri¦ pomiarów wielko±ci �zycznej p, której przyporz¡dkowany

jest operator P̂ . Przed ka»dym pomiarem ukªad �zyczny na którym wykonujemy pomiar byª w

takim samym stanie oznaczonym funkcj¡ (wektorem stanu) Ψ. Wówczas p � ±rednia warto±c

wszystkich pomiarów wyniesie:

p = (Ψ, P̂Ψ) . (28)

Ten postulat podsumowuje probabilistyczn¡ interpretacj¦ mechaniki kwantowej. Rozwa»my
pewne przypadki szczególne i wyprowad¹my kilka wniosków z tego postulatu.

• Je±li zachodzi P̂ Ψ = pΨ, tzn. stan Ψ jest stanem wªasnym operatora P̂ o warto±ci wªasnej
p, to

p = (Ψ, P̂Ψ) = (Ψ, pΨ) = p(Ψ,Ψ) = p , (29)
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poniewa» w mechanice kwantowej posªugujemy si¦ wyªacznie funkcjami unormowanymi,
(Ψ,Ψ) = 1. W takim przypadku ka»dy pomiar da t¦ sam¡ warto±¢ p i ±rednia te» wynosi p.

Tak bywa np. przy pomiarach energii atomów gazów (w temperaturach pokojowych).
Poniewa» ka»dy z nich jest w stanie podstawowym, ka»dy pomiar da t¦ sam¡ warto±¢,
energi¦ stanu podstawowego.

• Stan Ψ nie jest stanem wªasnym operatora P̂ , którego widmo jest dyskretne. Wówczas
znaj¡c rozwi¡zanie zagadnienia wªasnego P̂ φi = pi φi mo»emy przeprowadzi¢ nast¦puj¡ce
rozumowanie. Skorzystamy z faktu, »e zbiór funkcji wªasnych {φi} operatora samosprz¦-
»onego stanowi baz¦ przestrzeni Hilberta, w której dowoln¡ inn¡ funkcj¦ (np. Ψ) mo»na
przedstawi¢ jako

Ψ =
∑
i

ci φi gdzie ci = (φi,Ψ) (30)

Wówczas

p = (Ψ, P̂Ψ) =

(∑
i

ci φi, P̂
∑
i

cj φj

)
=
∑
i,j

c∗i cj (φi, P̂ φj) =
∑
i,j

c∗i cj(φi, p φj)

=
∑
i,j

c∗i cj pj (φi, φj) =
∑
i,j

c∗i cjpjδi,j =
∑
i

|ci|2 pi , (31)

gdzie wykorzystali±my liniowo±¢ przestrzeni (równania (1-3)), równanie wªasne i ortonor-
malno±¢ funkcji bazy (tzn. (φi, φj) = δi,j, patrz dyskusja poni»ej wzoru (6)).

Aby zinterpretowa¢ ten wynik przypomnijmy sobie poj¦cie ±redniej wielu pomiarów w
do±wiadczeniu. Je»eli w serii pomiarów otrzymali±my warto±ci pi powtórzone ni razy
(ni ≥ 0), to warto±ci¡ ±redni¡ (arytmetyczn¡) b¦dzie suma wszystkich warto±ci podzielona
przez liczb¦ wszystkich pomiarów N =

∑
i ni. Zatem

p =

∑
i ni pi
N

=
∑
i

ni

N
pi. (32)

Czynniki ni

N
oznaczaj¡ stosunek liczby ni wyników pi do liczby wszystkich wyników czyli

do±wiadczalne prawdopodobie«stwo otrzymania w pojedynczym pomiarze wyniku pi. Po-
równuj¡c ostatnie wyrazy równa« (31) i (32) widzimy, »e taki sens maj¡ liczby |ci|2, które
mo»emy obliczy¢ znaj¡c wektor stanu Ψ i zagadnienie wªasne operatora P̂ .

Zatem, cho¢ postulat nie pozwala nam przewidzie¢, jaki wynik otrzymamy w konkret-
nym, pojedynczym pomiarze, to pozwala przewidzie¢ prawdopodobie«stwa z jakimi ró»ne
wymiki pomiarów musz¡ si¦ pojawia¢. Przy du»ej liczbie pomiarów otrzymujemy prze-
widywania rozkªadu wyników pomiarów z bardzo du»¡ dokªadno±ci¡.

• Stan Ψ nie jest stanem wªasnym operatora P̂ , którego widmo jest ci¡gªe. Niech b¦dzie
to operator poªo»enia P̂ = x̂ (dla prostoty przyjmijmy problem 1-wymiarowy). W tym
przypadku iloczyn skalarny wektorów jest okre±lony w postaci caªkowej (8). Mamy wtedy

x = (Ψ, x̂Ψ) =

∫
Ψ∗(x)xΨ(x) dx =

∫
|Ψ(x)|2 x dx . (33)
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Wzór ko«cowy (33) jest analogiczny do (32), tylko ze wzgl¦du na ci¡gªo±c widma opera-
tora x̂ (którego warto±¢ wªasna x mo»e przybiera¢ dowolne warto±ci ci¡gªe) sumowanie
zostaªo zast¡pione caªkowaniem. Zatem |Ψ(x)|2 oznacza teraz nie prawdopodobie«stwo
ale g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa. Aby otrzyma¢ prawdopodobie«stwo, »e przy pomiarze
poªo»enia x cz¡stki znajduj¡cej si¦ w stanie kwantowym Ψ, wynik znajdzie si¦ w przedziale
(x0, x0+dx) (dx bardzo maªe) trzeba g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa w punkcie x0 pomno»y¢
przez szeroko±¢ przedziaªu: Prawdopodobie«stwo = |Ψ(x)|2 dx.

W przypadku 3-wymiarowym |Ψ(x, y, z)|2 oznacza g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa znalezie-
nia cz¡stki w punkcie (x, y, z), a |Ψ(x, y, z)|2 dxdydz prawdopodobie«stwo znalezienia jej
w elemencie obj¦to±ci dV = dxdydz wokól tego punktu (dx, dy, dz bardzo maªe).

Np. stan podstawowy elektronu w atomie wodoru zale»y tylko od zmiennej radialnej
r =

√
x2 + y2 + z2 i wyra»a si¦ nast¦puj¡co:

Ψn=1(r) =
1√
πa30

e−r/a0 , (34)

gdzie a0 jest promieniem Bohra. Je»eli warunek unormowania zapiszemy w zmiennych
sferycznych (r, ϑ, ϕ) to wida¢, »e |Ψn=1(r)|2 odgrywa rol¦ g¦sto±ci prawdopodobie«stwa
znalezienia elektronu w okre±lonej odlegªo±ci r od protonu a |Ψn=1(r)|2 dV , gdzie dV =

4π r2 dr, jest prawdopodobie«stwem, »e elektron znajduje si¦ w warstwie kuli o promieniu
w przedziale [r, r + dr]. Mo»na to zapisa¢ w postaci:

|Ψn=1(r)|2 dV =

(
1√
πa30

e−r/a0

)2

(4πr2dr) = P (r) dr

Zatem

P (r) =
4r2

a30
e−2r/a0

jest szukan¡ gesto±ci¡ prawdopodobie«stwa radialnego rozkªadu poªo»enia elektronu. Na
Rys. 1. przedstawiªem wykres tej funkcji, z którego wida¢, »e najbardziej prawdopodobna
odlegªo±¢ elektronu od protonu jest równa promieniowi Bohra, ale elektron mo»e sie zna-
le¹¢ zarówno bli»ej jak i dalej od protonu z mniejszym prawdopodobie«stwem. Pomiary
potwierdzaj¡ te obliczenia teoretyczne.

Na podstawie postulatu o warto±ci ±redniej mo»na udowodni¢ bardzo wa»n¡ zasad¦ obowi¡-
zuj¡c¡ w mechanice kwantowej, mianowicie zasad¦ nieoznaczono±ci. Mówi ona o niepewno±ciach
równoczesnych pomiarów dwóch wielko±ci �zycznych wykonanych na tym samym stanie ukªadu
�zycznego. Miar¡ takiej niepewno±ci (dla jednej wielko±ci �zycznej p) jest ±rednie odchylenie

kwadratowe od warto±ci ±redniej co oznaczamy przez (∆p)2 lub w skrócie (∆p)2. Dla wielko±ci
�zycznych p i q, które reprezentuj¡ odpowiednio operatory P̂ i Q̂ mo»na udowodni¢ nast¦puj¡ce
twierdzenie.
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Rysunek 1: Gesto±¢ prawdopodobie«stwa radialnego poªo»enia elektronu w stanie podstawo-
wym atomu wodoru. Promie« Bohra atomu wodoru oznaczony jest przez a0.

Przy jednoczesnym pomiarze p i q na ukªadzie którego stan reprezentuje Ψ zachodzi

(∆p)2 (∆q)2 = (∆p)2 (∆q)2 ≥ −1

4
{
(

Ψ, [P̂ , Q̂]Ψ
)
}2 . (35)

Je»eli za P̂ i Q̂ podstawimy par¦ operatorów sprz¦»onych kanonicznie, jak np. x̂ i p̂x to poniewa»
[x̂, p̂x] = i~ oraz (Ψ,Ψ) = 1 otrzymamy

(∆x)2 (∆px)2 ≥ −1

4
{ (Ψ, [x̂, p̂x]Ψ) }2 = −1

4
(i~)2 =

~2

4
. (36)

lub jeszcze pro±ciej

(∆x) (∆px) ≥ ~
2
. (37)

To jest sªynna zasada nieoznaczono±ci Heisenberga. Oznacza ona, w sensie statystycznym, »e
je±li staramy si¦ zwiekszy¢ dokªadno±¢ pomiarów jednej z tych wielko±ci, np. poªo»enia (przez
zmniejszenie ±redniego odchylenia kwadratowego) to jednocze±nie dokªadno±¢ pomiaru odpo-
wiedniej skªadowej p¦du maleje odwrotnie proporcjonalnie. W skrajnym przypadku, je±li uda
nam si¦ uda zmierzy¢ idealnie dokªadnie jedn¡ wielko±¢, np. z pomiarów (∆x) = 0 to caªko-
wicie stracimy informacj¦ o sprz¦»onej z x skªadowej p¦du poniewa» z (36) wynika, »e wtedy
(∆px) ≥ ~/(2∆x)→∞. Do±wiadczenie caªkowicie potwierdza te wnioski.

Fakt, »e staªa Plancka jest wielko±ci¡ bardzo maª¡ (~ = 1.0546 · 10−34 J·s) powoduje, »e
konsekwencje zasady nieoznaczono±ci nie daj¡ si¦ zauwa»y¢ nawet dla bardzo maªych obiektów
makroskopowych. I tak np. je»eli zlokalizujemy makroskopowy obiekt o rozmiarach liniowych
rz¦du mikrometra (10−6 m) to je±li jego g¦sto±¢ odpowiada g¦sto±ci wody (1 g/cm3), niepewno±¢
wyznaczenia pr¦dko±ci jest ∆v ≥ 10−11 cm/s. Jest do dokªadno±¢, której praktycznie nie mo»na
osi¡gni¡¢ w eksperymencie. Natomiast je»eli je»eli zlokalizujemy obiekt atomowy o rozmiarach
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rz¦du angstrema (10−10 m), to przy takiej samej gesto±ci niepewno±¢ jednoczesnego pomiaru
pr¦dko±ci staje si¦ wi¦ksza od 1 km/s !!!

Zasada nieoznaczono±ci jest odbiciem tego, »e obiekty mikro±wiata maj¡ jednocze±nie wªa-
sno±ci korpuskularne i falowe. Lokalizacja (dokªadny pomiar poªo»enia) podkre±la wªasno±ci
korpuskularne, zamazuj¡c wªasno±ci falowe. Odwrotnie, dokªadniejszy pomiar p¦du podkre±la
wªasno±ci falowe zamazuj¡c jednocze±nie korpuskularne (przez co pomiar poªo»enia staje si¦
bardzo niedokªadny). Wróc¦ jeszcze do tych spraw przy omawianiu nast¦pnego postulatu o
rozwoju ukªadu w czasie.

2.5 Postulat o rozwoju ukªadu w czasie

Z postulatu o warto±ci ±redniej wynika probabilistyczna interpretcja przewidywa« mechaniki
kwantowej. Mo»na zapyta¢: czy w mechanice kwantowej nie obowi¡zuje znana z mechaniki klasycz-

nej przyczynowo±¢?. Czy w mikro±wiecie przestaj¡ obowi¡zywa¢ przyczynowe prawa przyrody
tzn. takie, »e okre±lone przyczyny, w jednakowych warunkach wywoªuj¡ zawsze takie same
skutki?

Odpowied¹ na to pytanie jest przecz¡ca. Prawa rz¡dz¡ce zamianami ukªadu w czasie s¡
przyczynowe (deterministyczne) ale w troch¦ innym sensie ni» w �zyce klasycznej. Determini-

styczne s¡ zmiany w czasie wektora stanu ukªadu �zycznego (funkcji falowej). Poniewa» wyniki
przyszªych pomiarów s¡ zwi¡zane z wektorem stanu w sposób probabilistyczny, mo»na je prze-
widzie¢ równie» tylko w taki sam, probabilistyczny sposób.

Postulat 5 Je»eli ukªad �zyczny jest izolowany, to jego wektor stanu Ψ zmienia si¦ w czasie

zgodnie z równaniem

i~
∂Ψ

∂t
= Ĥ Ψ , (38)

gdzie Ĥ jest Hamiltonianem tego ukªadu (operatorem caªkowitej energii ukªadu).

Równanie (38) nazywa si¦ równaniem Schrödingera zale»nym od czasu albo równaniem Schrödin-
gera z czasem. Jest ono deterministyczne, ale pozwala przewidzie¢ wektor stanu, który nie jest
bezpo±rednio mierzalny.

Przedyskutujmy teraz najwa»niejsze wnioski pªyn¡ce z postulatu 5 o rozwoju w czasie. Dla
prostoty rozwa»a« matematycznych zaªo»my, »e rozwa»amy pojedyncz¡ cz¡stk¦ w polu siª po-
tencjalnych. Je»eli ukªad jest izolowany to jego energia caªkowita jest staªa (nie wymienia
energii z otoczeniem), zatem jego Hamiltonian nie zale»y od czasu i przyjmuje posta¢ (20) w
przypadku 3-wymiarowym albo (21) w przypadku 1-wymiarowym. Rozwa»ania s¡ najprost-
sze w tym ostatnim przypadku ale ich uogólnienie na przypadek 3-wymiarowy a nawet 3n-
wymiarowy (dla ukªadu n cz¡stek jest trywialnie proste). Równanie (38) z Hamiltonianem (21)
przyjmuje posta¢:

i~
∂Ψ(x, t)

∂t
=

[
− ~2

2m

d2

dx2
+ V (x)

]
Ψ(x, t) , (39)
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gdzie jest oczywiste, »e wektor stanu Ψ(x, t) musi zale»e¢ od wspóªrz¦dnych x i t.

W teorii równa« ró»niczkowych znana jest standardowa metoda ich rozwi¡zywania � metoda
rozdzielania (separacji) zmiennych. Poszukuje si¦ rozwi¡za« w postaci funkcji o rozdzielonych
zmiennych (i je±li takie rozwi¡zanie istnieje to jest jedyne).

Zatem poszukujemy rozwi¡za« równania (39) w postaci:

Ψ(x, t) = φ(x) f(t) . (40)

Podstawiaj¡c to poszukiwane rozwi¡zanie do (39) otrzymujemy:

i~ φ(x)
d

dt
f(t) = f(t)

[
− ~2

2m

d2

dx2
+ V (x)

]
φ(x) , (41)

poniewa», przy ró»niczkowaniu po x funkcja f(t) jest traktowana jak staªa (i tak samo φ(x)

przy ró»niczkowaniu po t). Dziel¡c obie strony tego równania przez poszukiwan¡ funkcj¦ (40)
otrzymujemy równanie:

i~
f(t)

d

dt
=

1

φ(x)

[
− ~2

2m

d2

dx2
+ V (x)

]
φ(x) = E . (42)

Zauwa»my, »e lewa strona tego równania zale»y wyª¡cznie od zmiennej t, a prawa tylko od
zmiennej x. Taka równo±¢, dla dowolnych warto±ci zmiennych mo»e zachodzi¢ tylko wtedy gdy

ka»da z tych funkcji jest t¡ sam¡ staª¡. Oznaczmy t¦ staª¡ przez E.

Przyrównuj¡c praw¡ stron¦ do E otrzymamy po pomno»eniu przez φ(x) równanie wªasne
operatora energii ukªadu. [

− ~2

2m

d2

dx2
+ V (x)

]
φ(x) = E φ(x) (43)

czyli równanie wªasne
Ĥ φn(x) = En φn(x) . (44)

To równanie nazywa si¦ równaniem Schrödingera niezale»nym od czasu. Wida¢ st¡d, »e staªa E
musi mie¢ warto±¢ jednej z warto±ci wªasnych operatora energii (dla prostszego zapisu dalszych
zwiazków zaªo»yªem, »e jego widmo jest dyskretne).

Przyrównuj¡c do staªej En lew¡ stron¦ równania (42) otrzymamy (po podzieleniu przez (i~)

równanie ró»niczkowe:
d [ln f(t)]

dt
= − i

~
En , (45)

które mo»na bezpo±rednio scaªkowa¢. Rozwi¡zaniem jest funkcja

f(t) = e−
i
~ En t .

W ten sposób otrzymali±my peªne rozwi¡zanie równania Schrödingera zale»nego od czasu w
postaci funkcji o rozdzielonych zmiennych przestrzennych i czasowych

Ψn(x, t) = φn(x) e−
i
~ En t . (46)
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Rozwi¡zanie (46), b¦d¡ce tzw. rozwi¡zaniem szczególnym, mimo »e jawnie zale»y od czasu,
odpowiada stanowi stacjonarnemu ukªadu (stanowi, w którym g¦sto±ci prawdopodobie«stwa,
warto±ci ±rednie, nie zale»¡ od czasu). Wynika to z faktu, »e kwadrat moduªu funkcji f(t)

wynosi 1, zatem |Ψ(x, t)|2 = |φ(x)|2 nie zale»y od t. Ale poniewa» równanie (38) jest li-
niowe to istniej¡ rozwi¡zania ogólne b¦d¡ce kombinacjami liniowymi rozwi¡za« szczególnych.
Rozwi¡zanie ogólne ma wi¦c posta¢:

Ψ(x, t) =
∑
n

an Ψn(x, t) =
∑
n

an φn(x) e−
i
~ En t , (47)

gdzie an s¡ to wspóªczynniki, które mo»na obliczy¢ z warunków pocz¡tkowych, tzn. ze znajomo-
±ci wektora stanu w chwili pocz¡tkowej Ψ(x, t = 0) ≡ Ψ0(x). Je»eli go znamy (np. z wcze±niej
przeprowadzonych pomiarów) to zgodnie z (47) mo»na ten wektor wyrazi¢ w nast¦puj¡cy sposób
(poniewa» dla t = 0 , e0 = 1):

Ψ0(x) =
∑
i

ai Ψi(x, t = 0) =
∑
i

ai φi(x) (48)

Poniewa» φi(x), funkcje Hamiltonianu tworz¡ baz¦ ortonormaln¡ to po pomno»eniu skalarnie
równania (48) przez jeden z wektorów bazy φn(x) otrzymujemy warto±¢ wspóªczynnika an:

(φn(x),Ψ0(x)) = (φn(x),
∑
i

ai φi(x)) =
∑
i

ai (φn(x), φi(x)) =
∑
i

ai δi,j = an . (49)

Funkcja (47) opisuje stan niestacjonarny. Zwi¡zana z ni¡ g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa zmienia
si¦ w czasie, to samo dotyczy warto±ci ±rednich dowolnych operatorów. Tak wi¦c znaj¡c wektor

stanu ukªadu w chwili pocz¡tkowej mo»na obliczy¢ go w dowolnej chwili pó¹niejszej jak równie»
przewidywa¢ (w sensie prawdopodobie«stw) wyniki przyszªych pomiarów.

Nieco bardziej skomplikowany (technicznie) jest przypadek, gdy Hamiltonian ma ci¡gªe
widmo warto±ci wªasnych. Wówczas jego równanie wªasne (równanie Schrödingera bez czasu)
przyjmuje nieco inn¡ posta¢ ni» (44) a mianowicie:

Ĥ φ(k, x) = E(k)φ(k, x) , (50)

gdzie zmienna k mo»e przybiera¢ warto±ci zmieniaj¡ce si¦ w sposób ci¡gªy. Wówczas post¦po-
wanie przebiega zasadniczo tak samo ale we wzorach (47)�(49) sumowanie zostaje zast¡pione
odpowiednim caªkowaniem co technicznie bywa znacznie trudniejsze.

Dla zilustrowania ciekawych wniosków wypªywajacych z równania Schrödingera z czasem
omówi¦ (bez przeprowadzania oblicze«) ruch cz¡stki swobodnej np. elektronu. Zaªó»my, »e w
chwili pocz¡tkowej t0 pomiar zlokalizowaª t¦ cz¡stk¦ w niewielkim obszarze wokóª warto±ci x0
i »e znamy wektor tego stanu w ksztaªcie funkcji dzwonowej Gaussa. Jest to tak zwana paczka
falowa. G¦sto±¢ prawdopodobie«stwa w chwili pocz¡tkowej jest przedstawiona lini¡ ci¡gª¡ na
Rysunku 2. Stosunkowo proste obliczenia pozwalaj¡ wyznaczy¢ wektor stanu w dowolnej chwili
pó¹niejszej. Kolejne funkcje dzwonowe przedstawiaj¡ g¦sto±ci prawdopodobie«stwa znalezienia
znalezienia elektronu w odpowiednim poªo»eniu w kolejnych chwilach. Wida¢, »e z upªywem
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Rysunek 2: Rozpªywanie si¦ gesto±ci prawdopodobie«stwa poªo»enia swobodnego elektronu
poruszajacego si¦ wzdªu» osi x.

czasu maksimum paczki porusza si¦ ze staª¡ pr¦dko±ci¡, faktycznie równ¡ klasycznej pr¦dko±ci
cz¡stki swobodnej. Ale jednocze±nie maksimum obni»a si¦, a szeroko±¢ paczki ro±nie. Mówimy,
»e paczka reprezentuj¡ca cz¡stk¦ swobodn¡ �rozpªywa sie� z czasem. Oznacza to, »e przedziaª
lokalizacji cz¡stki ro±nie. Obliczenia pokazuj¡, »e przedziaª lokalizacji cz¡stki podwoi si¦ po
czasie

t =

√
3ma2

~
,

gdzie a jest pocz¡tkow¡ warto±ci¡ przedziaªu lokalizacji.

W ±wiecie makroskopowym nie obserwujemy nigdy rozpªywania si¦ cz¡stek. Dlaczego? Niech
maªy obiekt makroskopowy ma liniowe rozmiary, a ≈ 10−3 cm. Przy standardowej gesto-
±ci 1 g/cm3 jego masa jest rz¦du m ≈ 10−9 g. Poniewa» ~ ≈ 10−27 w jednostkach cgs, to
t ≈ 10−9 (10−3)2/10−27 ≈ 1012 sekund czyli 30 000 lat! Aby miec szans¦ na zaobserwowanie
rozpªyni¦cia si¦ takiego pyªku na podwojony obszar musieliby±my czeka¢ dziesi¡tki tysi¦cy lat.
Dla ciaª wi¦kszych czasy takie b¦d¡ jeszcze wi¦ksze o wiele rz¦dów wielko±ci.

Tymczasem w przypadku czastek mikro±wiata skala czasowa tego procesu jest bardzo krótka.
Dla elektronu zlokalizowanego w przedziale rz¦du jego obserwowanych rozmiarów a ≈ 10−8 cm,
poniewa» masa elektronu jest rzedu 10−27 g, czas podwojenia przedzialu lokalizacji wynosi t ≈
10−27 (10−8)2/10−27 ≈ 10−16 sekundy, czyli niemal natychmiast. Jest to kolejnym przejawem
dualizmu korpuskularno-falowego.

Na zako«czenie powiem, »e historycznie równanie Schrödingera zale»ne od czasu zostaªo
wcze±niej �wyprowadzone� w analogii do równania fali biegn¡cej (dla przypadku cz¡stki swo-
bodnej) a dopiero pó¹niej zyskaªo rang¦ postulatu, wr¦cz prawa przyrody. Przypomnijmy, »e
fale biegn¡ce (okresowe) reprezentowane s¡ przez funkcje typu cos(kx±ωt), sin(kx±ωt), gdzie
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znak plus dotyczy fali biegn¡cej w lewo a minus fali biegn¡cej w prawo. W przestrzeni funkcji
zespolonych odpowiedni¡ fal¡ (tzw. fal¡ pªask¡) jest exp i(kx±ωt) = cos(kx±ωt)+i sin(kx±ωt).

�atwo sprawdzi¢, »e dla cz¡stki swobodnej, której Hamiltonian jest operatorem energii ki-
netycznej (18) fala pªaska speªnia równanie (38), które w tym przypadku przyjmuje posta¢:

i~
d

dt
ei(kx−ωt) = − ~2

2m

d2

dx2
ei(kx−ωt) .

Lewa strona wynosi
L = i~ ei(kx−ωt) (−iω) = ~ω ei(kx−ωt)

a prawa

P = − ~2

2m
ei(kx−ωt) (ik)2 =

(~k)2

2m
ei(kx−ωt) =

Zatem dla E = ~ω = (~k)2
2m

równanie Schrödingera z czasem jest speªnione przez fal¦ biegn¡c¡
w prawo (to samo otrzymujemy dla fali biegn¡cej w lewo). Funkcja b¦d¡ca fal¡ biegn¡c¡ jest
wi¦c rozwi¡zaniem szczególnym reprezentuj¡cym cz¡stk¦ swobodn¡, a superpozycja takich fal
(inaczej kombinacja liniowa) jest rozwi¡zaniem ogólnym. Taka superpozycja mo»e by¢ zlokali-
zowana na niewielkim obszarze przestrzeni i w ten sposób ujmowa¢ matematycznie wªasno±ci
korpuskularne. Nic te» dziwnego, »e tego typu funkcja dobrze opisuje wªasno±ci falowe cz¡stki,
dyfrakcj¦ i interferencj¦, np. przy przechodzeniu strumienia elektronów przez dwie w¡skie szcze-
liny.
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