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Wstep

Stowo gra funkcjonuje we wszystkich jezykach $wiata od niepamietnych czaséow.
W jezyku polskim ma ono kilka znaczen. Méwimy o grze na instrumencie mu-
zycznym lub grze aktora na deskach teatru. Jednak nie o takich grach bedzie ta
rozprawa. Obowigzywaé bedzie tu trzecia definicja stowa gra, ktora w najwiek-
szym uproszczeniu brzmi: gra jest to wspotzawodnictwo odbywajgce sie wedtug
scisle okreslonych regud.

Tematyka zwigzana z grami, nie tylko stata sie przedmiotem zainteresowa-
nia matematykow réznych specjalnosci, ale rowniez przyczynita sie do powstania
osobnej gatezi matematyki — teorii gier. Okazalo si¢ bowiem, ze przy pomocy gier
mozna doskonale modelowaé¢ zjawiska, w ktorych dochodzi do konfliktu intere-
sow dwoch lub wigcej stron, a takie zdarzaja sie niezwykle czesto we wszystkich
dziedzinach zycia codziennego.

Roézne rodzaje gier sa od dawna przedmiotem zainteresowania kombinatory-
kow, w tym rowniez specjalistow od teorii grafow. Gre, o ktorej traktuje niniejsza
rozprawa, wymyslono w roku 1981, a 10 lat pozniej stata si¢ przedmiotem inten-
sywnych badan naukowych. Przez te niespelna 30 lat, czyli jak na matematyke
bardzo krétki okres, osiagnicto w tej dziedzinie wiele znaczacych rezultatéw oraz
postawiono szereg probleméw, ktore wceiaz czekaja na rozwiazanie. Celem niniej-
szej pracy jest zaprezentowanie niektérych klasycznych wynikow oraz nowych,
osiggnietych przez autora.

Zawartos¢ i uklad pracy

Niniejsza rozprawa sktada si¢ z pieciu rozdziatéw.

Rozdzial pierwszy zawiera krotki rys historyczny problemu rozgrywanego ko-
lorowania map, a pézniej grafow. Omawiamy w nim reguty gry oraz definiujemy
pojecie rozgrywanej liczby chromatycznej, a nastepnie podajemy podstawowe fak-
ty z nim zwiazane.

Rozdziat drugi stanowi kontynuacje rozdziatu pierwszego. Przedstawiamy w
nim kilka klasycznych wynikéw wraz z dowodami. Dowody, ktére przedstawiamy



w tym rozdziale, sa nowe badz zaprezentowane w zupetnie nowy sposéb. Kosztem
ogo6lnosci niektérych twierdzen zyskaliSmy pogladowosé w prezentacji ich dowo-
déw, co bylo zabiegiem w pelni $wiadomym. Wyniki z tego rozdziatu zostaty
opublikowane w 2007 roku w pracy przegladowej The map-coloring game w cza-
sopisSmie American Mathematical Monthly ([9]).

Rozdziat trzeci zawiera analize gry na produkcie kartezjanskim dwoéch gra-
fow. Wyniki w nim zawarte pochodza z pracy Game chromatic number of Carte-
sian product graphs opublikowanej w 2008 roku w czasopidmie FElectronic Journal
of Combinatorics ([4]). Praca ta zostala napisana w wyniku realizacji polsko-
stowenskiego projektu, ktorego elementem byto tygodniowe spotkanie robocze w
Zielonej Goérze w roku 2006.

Rozdzial czwarty poswiecony jest rozgrywanemu kolorowaniu krawedzi, ktore
jest naturalnym rozszerzeniem oryginalnego problemu. Prezentujemy w nim opis
strategii aktywacji krawedziowej, ktora daje najlepsze znane gérne oszacowanie
na rozgrywany indeks chromatyczny graféw planarnych. Wynik ten zostat opu-
blikowany w 2008 roku w pracy A note on the game chromatic index of graphs w
czasopismie Graphs and Combinatorics ([5]).

Rozdziat piaty zawiera gorne i dolne oszacowania na rozgrywana lesisto$¢ kra-
wedziowa grafu. Pokazujemy w nim, ze parametr ten zachowuje si¢ jak liniowa
funkcja zwyktej lesistosci. Wyniki z tego rozdzialu zostaty opublikowane w 2008
roku w pracy The game of arboricity w czasopismie Discrete Mathematics ([8]).

Imiona graczy — rozliczenie z przesztoscig

Rozprawa dotyczy réznych wariantéw pewnej dwuosobowej gry. Nie tak btahym,
jak by sie moglto wydawac, problemem byt wybor imion graczy bioracych w niej
udzial. Poréwna¢ mozna go nawet do dylematu, przed jakim staja rodzice nowo
narodzonego dziecka, a ktory podwaja sie, gdy rodza im sie bliZnieta.

Przed problemem tym stanglem po raz pierwszy (bedac wtedy jeszcze stu-
dentem) w 2001 roku. Zainteresowalem si¢ woéwczas problematyka rozgrywanego
kolorowania grafow i mialem wygtosi¢ na ten temat swéj pierwszy w zyciu re-
ferat na seminarium naukowym. Zdecydowalem sie wowczas siegnaé¢ do klasyki
polskiej literatury dziecigcej ([32]) i nadaé graczom imiona Jacek i Placek. Choc
referat moj zostal dobrze przyjety, to propozycja spolszczenia imion gtéwnych bo-
hateréow wzbudzita pewne kontrowersje, bowiem w anglojezycznych publikacjach
([21],[26],[29],[30],[35]) funkcjonowaly juz od jakiegos czasu tradycyjne imiona Ali-
ce 1 Bob. Niestety, zadecydowano bezwzgledna mniejszoscia gloséw (sic!), ze na
kolejnych referatach z tej tematyki obowigzywaé beda skalkowane na jezyk polski
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angielskie imiona, ktérych wymowa brzmiata z grubsza jak ,alis” i ,bop”. Tak-
ze w mojej pracy magisterskiej ([3]) nie mégli pojawié sie Jacek i Placek, wiec
zdecydowalem sie na wersje ,bezimienng”: gracz A i gracz B.

Roéwniez w angielskich pracach imiona Alice i Bob nie pojawity sie od razu.
Tworca gry — Steven Brams zaproponowat ([24]) nadanie graczom imion adekwat-
nych do ich celéow w grze: Minimiser i Maximiser. Pézniej Bodlaender ([14]), ktory
niezaleznie wymyslit te gre, uzyt bezimiennych player 1 i player 2, przemianowa-
nych potem na Player I i Player II ([23]), az wreszcie od 1994 roku ([30]) zaczeto
uzywaé imion Alice i Bob.

We wszystkich referatach wygtaszanych w jezyku polskim (ale poza Zielong
Gora) konsekwentnie propagowatem (i nadal to robig¢) Jacka i Placka, a we wrze-
$niu 2005 trafili oni wreszcie do artykutu w czasopismie popularnym , Delta” ([7]).
Zupelnie przypadkiem zbieglo sie to w czasie z wyborami parlamentarnymi (oraz
pdzniejszymi prezydenckimi), po ktérych to imiona Jacek i Placek nabralty nowe-
go, politycznego wymiaru. Mozna powiedzie¢, ze historia niespodziewanie zato-
czyta koto, bo przeciez pierwszy wynalazca gry — Steven Brams jest profesorem
nauk politycznych. Warto przy tej okazji zaznaczy¢, ze natura gry, o ktorej jest
ta rozprawa, moze by¢ réowniez interpretowana politycznie. Bardzo czesto (w zy-
ciu i polityce) dochodzi do sytuacji, w ktérych dwie strony (na przyklad partie
polityczne) wspdlnie realizuja pewne zadanie wedtug $cisle okreslonych zasad (na
przyktad umoéw koalicyjnych), ale tylko jedna z nich jest zainteresowana powodze-
niem przedsigwzigcia, za$ druga (udajac wspotprace) chee za wszelka cene dopro-
wadzi¢ do jego fiaska. Przez pewien czas bylidmy (wspélnie z moim promotorem)
nawet przekonani, ze taka byta inspiracja autora. Szybko okazato sie, ze bylismy
w bledzie ([17]), gdyz jego motywacje byly czysto matematyczne.

Podsumowujac powyzsze osobiste refleksje, nie mogtem postapi¢ inaczej! Moj
zwiagzek emocjonalny z Jackiem i Plackiem jest tak silny, ze musiatlem odda¢ na-
lezne im miejsce w mojej rozprawie doktorskiej. Jako ciekawostke dodam, ze inna
para dzieciecych bohateréw — Pawet i Gawel rowniez ma juz za soba swoj mate-
matyczny debiut ([12]).

Oznaczenia, definicje i konwencje

W niniejszej rozprawie stosujemy standardowsa i ogdlnie przyjeta terminologie i
notacje teorii graféw. Jezeli nie zaznaczono inaczej, to wszystkie grafy sa grafami
prostymi, czyli: skonczonymi, bez petli i krawedzi wielokrotnych. Wszystkie grafy
izomorficzne utozsamiamy ze soba, a zatem klasg lub rodzing graféw nazywamy
dowolny zbiér graféw zamkniety na izomorfizm. Jezeli nie zaznaczono inaczej, to



zbiér wierzchotkéw grafu G oznaczamy przez V (G), zas zbiér krawedzi przez E(G).
Jezeli nie zaznaczono inaczej, to liczby oznaczane przez n,m, k, [, t sa naturalne.

Dla zadanego grafu G = (V, E) rozpatrujemy dwa rodzaje kolorowan. Ko-
lorowaniem wierzcholkéw grafu G nazywamy przyporzadkowanie f : V(G) —
C = {c1,...,c}, za$ kolorowaniem krawedzi nazywamy przyporzadkowanie g :
E(G) — C ={c,...,c}. Elementy zbioru C' nazywamy kolorami.

Kolorowanie f wierzchotkéw grafu nazywamy poprawnym (ang. proper), jezeli
kazdej parze sgsiednich wierzchotkoéw przyporzadkowuje ono rézne kolory. Naj-
mniejsza liczbe kolorow potrzebna do poprawnego pokolorowania wierzchotkow
grafu G nazywamy liczbg chromatyczng (ang. chromatic number) grafu G i ozna-
czamy przez X(G).

Kolorowanie g krawedzi grafu nazywamy poprawnym (ang. proper), jezeli kazdej
parze incydentnych krawedzi przyporzadkowuje ono rézne kolory. Najmniejsza
liczbe kolorow potrzebng do poprawnego pokolorowania krawedzi grafu GG nazy-
wamy indeksem chromatycznym (ang. chromatic index) grafu G i oznaczamy przez
X'(G).

Nowe lub niestandardowe pojecia definiujemy bezposrednio przed ich pierw-
szym uzyciem. Dla wiekszosci pojeé¢ podajemy ich angielskie odpowiedniki badz (w
przypadku catkiem nowych poje¢) pierwowzory. Nie wydzielamy sekcji definicji,
a jedynie wyrdzniamy kursywa nowo wprowadzane pojecia. Najwazniejsze wyniki
pracy zawarte sg w twierdzeniach i lematach. Przy twierdzeniach podajemy nazwi-
ska autoréw i odsytacz do literatury, a w przypadku wlasnych twierdzen podany
jest sam odsytacz. Jezeli dowdd twierdzenia jest inny niz oryginalny to rowniez
podajemy odsylacz. Dowody wiekszosci twierdzen, lematow i faktéow podajemy
bezposrednio po ich sformutowaniu. W niektorych przypadkach, dla uzyskania
lepszej kompozycji pracy, kolejnos¢ twierdzenie potem dowdd zostata $wiadomie
odwrécona. Sformutowanie tezy stanowi woéwczas naturalne podsumowanie po-
przedzajacych ja rozwazan.
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Rozdziat 1

Historia problemu 1 podstawowe
fakty

1.1 Problem czterech koloréow

Historia problematyki, ktorg zajmowac sie bedziemy w niniejszej rozprawie siega
roku 1852. Studiujacy woéwczas w Londynie Francis Guthrie, wiedziony czysto
praktycznymi wzgledami, zadal swemu wyktadowcy Augustowi De Morganowi
nastepujace pytanie: jaka jest najmniejsza liczba koloréw, ktéra wystarcza do
poprawnego pokolorowania dowolnej mapy na ptaszczyznie? Poprawnego, czyli
takiego, w ktérym kazde dwa graniczace ze sobg panstwa otrzymaly rézne kolory.

Korzystajac z twierdzenia Eulera o wielo$cianach nietrudno stwierdzi¢, ze 6
koloréow wystarcza. Nieco bardziej zaawansowang technikg mozna zmniejszy¢ te
liczbe do 5. Z drugiej strony, istnieja mapy, dla ktérych 3 kolory to za mato. 1
tak sformutowano hipoteze, ktorg zdata sie potwierdzaé¢ praktyka: kazda mape
na ptaszczyznie lub sferze mozna poprawnie pokolorowaé¢ przy uzyciu czterech
koloréw. Szybko stata sie ona stawna, gdyz mimo prostego sformutowania nijak
nie dawata sie udowodni¢ ani tez obali¢.

Pierwszy ,dow6d” podal w 1879 roku Alfred Bray Kempe. Swiat nauki uznat
problem za rozwiazany, a autora dowodu uhonorowano nawet wieloma zaszczyta-
mi. Jednak w 1890 roku Percy John Heawood znalazt w dowodzie Kempego btad
na tyle powazny, ze nie dato si¢ go usuna¢, i tak twierdzenie o czterech kolorach
z powrotem stato si¢ hipoteza. Po tym wydarzeniu zainteresowanie problemem
wzrosto wielokrotnie. Przez kolejne dziesigtki lat wielu matematykow zmagato sie
z nim bezskutecznie. Osiagano pewne cze$ciowe wyniki (na przyktad podnoszo-
no sukcesywnie liczbe panstw na mapach, ktére na pewno dadza sie pokolorowaé
4 barwami), analizowano coraz wieksza liczbe nowych przypadkéw, jednak for-
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malny Scisty dowod nadal pozostawal poza zasiegiem ludzkich umystow. Dopiero
po uptywie 124 lat w 1976 roku Kenneth Appel i Wolfgang Haken przedstawili
wielostronicowy dowod polegajacy na redukcji problemu do wielogodzinnej kom-
puterowej analizy okoto dwoch tysiecy pojedynczych przypadkow.

Zamiast spodziewanego uczucia ulgi i radosci, ze ponad stuletni problem zostat
w koncu rozwiazany, rozpetata sie prawdziwa burza na pograniczu matematyki i
filozofii. Zaczeto stawia¢ fundamentalne pytania. Co wtasciwie moze by¢ uznane
za dowod twierdzenia? Czy dowod niemozliwy do weryfikacji przez cztowieka mo-
ze by¢ uznany za poprawny? Na domiar ztego okazalo sie, ze dowdd 6w zawieral
kilka istotnych luk. Jednak po kolejnych poprawkach i redukcji liczby przypadkow,
matematycy uznali twierdzenie o czterech kolorach za udowodnione. Pewien nie-
dosyt jednak pozostal i z pewnoscig wielu matematykéw nie ustanie w wysitkach
w poszukiwaniu ,dowodu z Ksiegi” lub cho¢by takiego, ze jego weryfikacja nie
bedzie wymagaé¢ uzycia komputera.

1.2 Kolorowanie map jako gra

W roku 1981 profesor nauk politycznych z Uniwersytetu Nowojorskiego — Steven
Brams wiedziony nadzieja, ze da si¢ w ten sposéb znalez¢é nowy, tatwiejszy do-
wod twierdzenia o czterech kolorach, postanowitl problem kolorowania map nieco
skomplikowa¢. Wpadt on na pomyst, zeby kolorowanie mapy odbywato sie jako
dwuosobowa gra o bardzo prostych regutach. Dwaj gracze — Jacek i Placek (ory-
ginalnie Minimizer i Maximizer) na przemian koloruja regiony (panstwa) zadanej
mapy, majac do dyspozycji ustalony (ten sam dla obu) zbiér koloréw. Gre roz-
poczyna Jacek i jego celem jest takie wybieranie regionéow i koloréow, aby cala
mapa zostata poprawnie pokolorowana. Natomiast jego przeciwnik — Placek chce
temu zapobiec. Obu graczy obowigzuje reguta poprawnego kolorowania, to zna-
czy, ze w kazdym momencie gry regiony pokolorowane, ktére granicza ze soba
muszg mie¢ rézne kolory. Jacek zwycieza, gdy cata mapa zostanie poprawnie po-
kolorowana, zas Placek w przeciwnym przypadku. Ide¢ Bramsa opublikowal w
1981 roku Martin Gardner w swojej popularnej rubryce Mathematical Games w
czasopismie Scientific American ([24]). Zadal on réwniez pytanie, o najmniejsza
liczbe koloréow, ktéra zapewni Jackowi zwyciestwo na dowolnej mapie.

Latwo pokazaé, ze istnieja takie mapy, na ktorych 4 kolory nie wystarcza Jac-
kowi do zwyciestwa. Wezmy mape, ktoérej regiony odpowiadaja $cianom zwyktego
szescianu i rozwazmy rozgrywke przy uzyciu koloréow ze zbioru {1,2,3,4}. Przy-
puéémy, ze Jacek w pierwszym swoim ruchu koloruje pewna Sciane kolorem 1.
Placek odpowiada pokolorowaniem przeciwlegtej sciany kolorem 2, co spowoduje,
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Rysunek 1.1: Rozgrywka na szedcianie

ze kolory 1 i 2 nie moga by¢ juz wiecej uzyte. Jacek musi wiec w drugim ruchu
uzy¢ koloru 3, a Placek odpowiada kolorem 4 na przeciwleglej Scianie i wygrywa
gre (patrz rysunek 1.1).

Rysunek 1.2: Rozgrywka na dwunastoscianie foremnym

W jednym z kolejnych numeréw Scientific American ([24]) Lloyd Shapley po-
kazatl, ze rowniez 5 koloréw nie zagwarantuje Jackowi zwyciestwa. Tym razem
gra toczy sie na modelu dwunastoscianu foremnego przy uzyciu kolorow ze zbio-
ru {1,2,3,4,5}. Strategia Placka ponownie polega na tym, aby kolorowaé $ciane
przeciwlegta do tej, ktérg pokolorwat Jacek w poprzednim ruchu. Tym razem robi
on to zawsze tym samym kolorem, ktérego uzyt uprzednio Jacek. Patrzgc na model
dwunastoscianu foremnego (rysunek 1.2) latwo zauwazy¢, ze Jacek jest zmuszony
w kazdym swoim ruchu uzywac¢ nowego koloru, a co za tym idzie nie jest w stanie
wygraé gry przy uzyciu pieciu koloréw.

W nastepnym numerze ([24]) Robert High podal przyktad 20-$ciennej ma-
py (ponownie byt to model bryly), dla ktérej nawet 6 koloréw nie zagwarantuje
Jackowi zwyciestwa. Jednoczesnie postawit on hipoteze, ze 7 koloréw wystarczy
Jackowi do zwyciestwa na kazdej mapie, choé¢ z drugiej strony, nie bylo nawet
wiadomo, czy jakakolwiek skonczona liczba kolorow moze mu to zagwarantowac.
Wiecej publikacji w Scientific American na ten temat nie bylo, wiec hipoteza
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High’a pozostata otwarta.

1.3 Kolorowanie graféw jako gra

W 1991 roku Hans Bodlaender opublikowal prace ([14]), w ktérej badat ztozonosé
obliczeniowa pewnych problemow zwigzanych z kolorowaniem wierzchotkow gra-
fow. Jednym z nich byta gra, ktorej reguty byty grafowym odpowiednikiem regut
zaproponowanych przez Bramsa. Dwaj gracze — Jacek i Placek na przemian (zaczy-
na Jacek) koloruja wierzchotki danego grafu G przy uzyciu koloréw z ustalonego
zbioru C'. Obu graczy obowiazuje reguta poprawnego kolorowania, czyli sasiednie
wierzchotki musza otrzymywac rézne kolory. Celem Jacka jest uzyskanie popraw-
nego kolorowania catego grafu G i tylko w takim przypadku zwycieza. Placek
chce temu zapobiec, to znaczy uzyskaé takie czedciowe pokolorowanie wierzchot-
kow, ktorego nie da sie rozszerzy¢ na caly graf G i wowcezas on zostaje zwyciezca.
Bodlaender wprowadzil parametr, zwany rozgrywang liczbg chromatyczng (ang.
game chromatic number) grafu, zdefiniowany jako najmniejsza liczba koloréw, dla
ktorej Jacek ma zwycieska strategie na grafie G (oznaczamy go obecnie przez
Xy(G)). Postawil on tez hipoteze, ze x, jest skonczona na klasie wszystkich gra-
fow planarnych. Nie pokusit sie jednak o podanie zadnej konkretnej statej, ktora
mogtaby by¢ ograniczeniem, mimo ze High probowat ja podac juz 10 lat wczesniej.

Po tej publikacji specjalisci z teorii grafow zywo zainteresowali si¢ problemem
gry w kolorowanie. W 1994 roku Hal Kierstead i William Trotter ([30]) pozy-
tywnie zweryfikowali hipoteze Bodlaendera podajac pierwsze gérne oszacowanie:
Xg(P) < 33 dla dowolnego grafu planarnego P. Obalili przy okazji hipoteze Higha
znajdujac graf planarny dla ktorego 7 koloréw nie gwarantuje Jackowi zwyciestwa.
W 5 lat pdZniej ukazata sie praca Thomasa Dinsky’ego i Xudinga Zhu ([21]), w
ktorej podali oni zaskakujaco prosty i elegancki dowdd nieco lepszego oszacowa-
nia x4(P) < 30. Wkrétce Zhu ([35]) obnizyt to oszacowanie do 19, a nastepnie
Kierstead ([29]) poprawil ten wynik do 18, uzywajac skomplikowanej metody ak-
tywacji. Aktualny rekord wynosi 17 koloréw i nalezy ponownie do Zhu ([36]).
Biorac pod uwage dystans pomiedzy 8 a 17 oraz rosnaca komplikacje stosowanych
technik dowodowych nalezy sadzi¢, ze wyscig ten niepredko sie skonczy i pewnie
jeszcze dhugo przyjdzie nam czeka¢ na ostateczne rozwiazanie tego intrygujacego
problemu.

Przy tej okazji warto wspomnie¢, ze do 2007 roku we wszystkich publikacjach
traktujacych o grze w kolorowanie grafow jako jej tworca podawany byt Bodlaen-
der, mimo ze 10 lat wczesniej, zupekie niezaleznie, gre te wymy$lit Brams. Rzecz
jasna matematycy zawsze oddaja nalezng czes¢ autorom probleméw, a ze tym ra-
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zem tak si¢ nie stato wynikato z tego, iz zaden z nich nie miat pojecia o istnieniu
pomystéow Stevena Bramsa opublikowanych w czasopi$mie popularnonaukowym.

Historia gry w kolorowanie zostata opublikowana po raz pierwszy w 2005 roku
w miesieczniku Delta ([7]), a dwa lata pézniej w American Mathematical Monthly

([9)-

1.4 Podstawowe fakty i wazne obserwacje

Gra w kolorowanie wierzchokéw ma nastepujace wlasnosci:

(i) jest gra skonczona, bo zbiér V(G) jest skonczony,
(ii) jest gra deterministyczna, bo nie ma w niej elementéw losowych,

(iii) jest gra o pelnej informacji, bo zar6wno graf G jak i zbiér C' jest znany obu
graczom, wiec nie ma dzialania w niepewnosci,

(iv) remis w grze nie jest mozliwy.

Zatem dla danego grafu G i przy ustalonym zbiorze koloréw C' jeden z graczy ma
strategie wygrywajaca.

Przez x,(G) oznaczaé¢ bedziemy rozgrywang liczbg chromatyczng (ang. game
chromatic number) grafu G = (V, E), zdefinowana jako najmniejsza liczbe kolorow
w zbiorze C', przy ktorej Jacek ma strategie wygrywajaca na grafie G. Zauwazmy,
ze jezeli |C| = |V(G)], to dowolna strategia jest zwycigska dla Jacka, wiec para-
metr x,(G) jest dobrze zdefiniowany. Bez koniecznosci wprowadzania dodatkowe-
go oznaczenia mozemy rozgrywang liczbe chromatyczng zdefiniowaé¢ dla dowolnej
klasy grafow G jako

Xg(9) = max{x,(G) : G € G},
lub
Xg(g) = o0,
gdy to maksimum nie istnieje.

Powstaje naturalny problem wyznaczenia x,(G) dla réznych klas grafow. W
celu oszacowania a < X4(G) < b konieczne bedzie znalezienie dwéch strategii.
Dla pokazania gérnego oszacowania nalezy znalez¢ strategie gry dla Jacka przy
uzyciu b kolorow, ktéra prowadzi do zwyciestwa na dowolnym grafie G € G. Dla
pokazania dolnego oszacowania nalezy poda¢ przyktad grafu Gy € G oraz strategii
dla Placka, ktéra uniemozliwia pokolorowanie grafu G przy uzyciu mniej niz
a kolorow. Oczywiscie gdyby a = b, wowczas wyznaczona zastataby doktadna
wartos¢ x,(G9), lecz moze to by¢ zadanie niezwykle trudne. Pierwsze tego typu
trywialne oszacowanie jest nastepujace.
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Fakt 1.1. Dla dowolnego grafu G zachodzg nieréwnosci
X(G) < xy(G) < A(G) + 1.

Dowdd. Jest oczywiste, ze aby istniata strategia wygrywajaca dla Jacka w grze
na grafie GG i ze zbiorem kolorow C', to musi istnie¢ poprawne kolorowanie wierz-
chotkow grafu G przy uzyciu koloréow z C' a zatem musi ich by¢ co najmniej tyle,
ile wynosi liczba chromatyczna tego grafu.

Z drugiej strony, jezeli gracze maja do dyspozycji A(G) + 1 koloréw, to Jacek
moze stosowaé trywialng strategie, polegajaca na tym, ze w kazdym swoim ruchu
wybiera dowolny niepokolorowany wierzchotek i nadaje mu kolor, rézny od kolo-
réw wszystkich jego sasiadéw. Poniewaz wierzchotek moze mie¢ co najwyzej A(G)
sasiadéw, a do dyspozycji jest A(G) + 1 koloréw, to caly graf zostanie poprawnie
pokolorowany. O

Bezposrednig konsekwencja powyzszej nieréwnosci jest.

Fakt 1.2. Jezeli K, oznacza graf petny na n wierzchotkach, to
Xg(Kn) = n,

ponadto jezeli graf G zawiera K, jako podgraf, to
Xg(G) = n.

Latwo tez wyznaczy¢ x,(G) dla graféw o maksymalnym stopniu wierzchotka
rownym 2, czyli cykli i Sciezek.

Fakt 1.3. Jezeli P, oznacza Sciezke na n wierzchotkach, to

1, dla n=1,
Xg(Pn) =14 2, dla n=23,
3, dla n>4.

Dowéd. Dla n = 1,2 jest to oczywiste.

Dla $ciezki na trzech wierzchotkach Jackowi wystarcza 2 kolory, o ile tylko zacznie
kolorowanie od srodkowego wierzchotka.

Dla n > 4 dwa kolory nie wystarcza Jackowi do zwyciestwa. W swoim pierw-
szym ruchu Placek zawsze znajdzie niepokolorowany wierzchotek odlegly o 2 od
wierzchotka pokolorowanego przez Jacka i nada mu drugi z dostepnych koloréw, a
wowcezas srodkowy wierzchotek bedzie mieé¢ sgsiadéw w obu dotepnych kolorach.
Przy trzech kolorach zwycieza Jacek (fakt 1.1), co konczy dowdd. O
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Fakt 1.4. Jezeli C,, oznacza cykl na n wierzchotkach, to

xq(Crn) = 3.

Dowdéd. Cykl Cf jest trojkatem, czyli grafem petnym. Dla dtuzszych cykli argu-
ment jest taki sam, jak dla Sciezek. O

W szczegélnosci x,(Cy) = 3. Rozwazmy rozgrywke na grafie G = K; U Cy
(bedacym roztaczna suma cyklu i wierzchotka izolowanego) przy uzyciu jedynie
dwoéch koloréw. Jacek moze w tatwy sposdb wygraé gre, rozpoczynajac ja od
pokolorowania wierzchotka izolowanego. Spowoduje to, ze Placek bedzie zmuszony
do wykonania swojego pierwszego ruchu na cyklu Cy. Jacek w odpowiedzi uzywa
tego samego koloru na przeciwlegtym wierzchotku i wygrywa gre, wiec x,(G) = 2.

Powyzszy przyktad prowadzi do pierwszej bardzo waznej obserwacji. Rozgry-
wana liczba chromatyczna nie jest monotoniczna ze wzgledu na branie podgra-
fow, czyli z faktu, ze H C G nie wynika nieréwno$¢ x,(H) < x,(G). Anomalia
ta wprowadza znaczne utrudnienie w badaniu rozgrywanej liczby chromatycznej,
gdyz zadne lokalne strategie nie mogg by¢ zastosowane globalnie i odwrotnie. W
praktyce utrudnia to, badZz wrecz uniemozliwia, stosowanie technik indukcyjnych
w dowodach twierdzen.

Kolejne dwa przyktady pokaza, ze niemonotonicznosé¢ rozgrywanej liczby chro-
matycznej ma charakter o wiele szerszy. Niech K, ,, oznacza graf pelny dwudzielny.
Zatézmy, ze K, ,, = (UUV, E), gdzie U 1V sg zbiorami wierzcholkéw niezaleznych
postaci U = {uq, .., u,} 1V ={v1,..., v, }.

Fakt 1.5. Jezelin > 2, to x4(K,,) = 3.

Dowdd. Jasne jest, ze dwa kolory nie wystarcza Jackowi do zwyciestwa, bo jeze-
li w pierwszym ruchu pokolorowat on wierzchotek v; kolorem 1, to Placek moze
pokolorowa¢ wierzchotek vy kolorem 2.

Jesli jednak gracze maja do dyspozycji trzy kolory, to Jacek moze w swoim dru-
gim ruchu pokolorowaé¢ dowolny wierzchotek z U kolorem 3. Prowadzi to do jego
wygranej, gdyz w toku dalszej gry, wierzchotki z V' beda mogty dostawac kolory
1 Tub 2, zas wierzchotki z U kolor 3. O]

Rozwazmy graf K, ,, —nK>, (patrz rysunek 1.3), ktéry powstaje po usunigciu z
pelnego grafu dwudzielnego K, ,, skojarzenia doskonalego (ang. perfect matching),
czyli wszystkich krawedzi postaci v;u;, dlaz=1,...,n.

Fakt 1.6. Dia dowolnego n zachodzi réuwnosé

Xg(Kpn — nkKy) = n.
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Rysunek 1.3: Rozgrywka na na grafie K, , — nKk»

Dowdd. Jezeli w grze bedzie dostepnych mniej niz n kolorow, to Placek ma stra-
tegie wygrywajaca. Zalézmy, ze Jacek koloruje w pierwszym ruchu wierzchotek
vy kolorem 1. Odpowiedzia Placka jest pokolorowanie wierzchotka u; kolorem 1, a
moze to zrobi¢, bo krawedz vy u; zostala z grafu K, ,, usunigta. W tej sytuacji kolor
1 nie moze juz by¢ wiecej uzyty przez zadnego z graczy, gdyz wszystkie niepoko-
lorowane wierzcholki maja sasiada w kolorze 1. W dalszej grze Placek postepuje
analogicznie (patrz rysunek 1.3). Ilekro¢ Jacek nada kolor ¢ wierzchotkowi v; lub
u;, Placek nadaje kolor ¢ odpowiednio u; lub v;. Zmusza to Jacka do uzycia nowego
koloru w kazdym kolejnym ruchu i prowadzi do zwyciestwa Placka. Jezeli w grze
dostepnych bedzie n koloréw, to zwycieza Jacek (fakt 1.1), co konczy dowdd. [

Podsumujmy poczynione w tym podrozdziale obserwacje.

(1) Z faktu, ze H C G nie wynika nieréwno$¢ x,(H) < x4(G) i to nawet w
przypadku, gdy ograniczymy sie tylko do podgraféw rozpinajacych badz
indukowanych.

(2) x, jest nieograniczona na klasie wszystkich graféw dwudzielnych.
(3) Réznica x,(G) — x(G) moze by¢ dowolnie duza.
(4) x, nie da si¢ ograniczy¢ z géry przez zadng funkcje x.

Na zakonczenie wspomnijmy o jeszcze jednym niecodziennym problemie, ktory
po raz pierwszy dostrzegl i postawil Xuding Zhu ([35]). Zatézmy, ze Jacek ma na
pewnym grafie G strategie wygrywajaca w grze z uzyciem k koloréw. Czy Jacek
ma rowniez strategie wygrywajaca na grafie GG, jezeli w grze bedzie dostepnych
k + 1 koloréw?! Pytanie to na pierwszy rzut oka wydaje sie absurdalne. Czy moz-
liwe jest, aby zwiekszenie liczby koloréw mogto zaszkodzi¢ Jackowi w rozgrywce
na tym samym grafie? Intuicyjnie mozna postawic¢ hipoteze, ze zwiekszenie liczby
koloréw nie moze by¢ dla Jacka niekorzystne, lecz jak do tej pory nikomu nie udato
sie tego udowodni¢ poza przypadkiem k = 2 ([16]). Oczywiscie wszystkie narzu-
cajace sie indukcyjne rozwigzania, polegajace na utozsamieniu dwoch kolorow i
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kopiowaniu strategii, po krotkiej analizie okazuja si¢ by¢ btedne. Jeszcze wigkszym
zaskoczeniem jest, ze o wiele stabsza hipoteza réwniez pozostaje otwarta.

Hipoteza 1 (Zhu [35]). Istnieje taka funkcja f : N — N, Ze na dowolnym
grafie, dla ktorego Jacek ma strategie zwycieskq w grze przy uZyciu k koloréw, ma
on rowniez strategie zwycieskq w grze przy uzyciu f(k) i kazdej wigkszej liczby
kolorow.

Intuicja podpowiada nam, ze f(k) = k + 1, lecz nikt do tej pory nie potrafit
tego pokazac.
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Rozdzial 2
Przeglad wynikow

W rozdziale tym zaprezentujemy kilka najwazniejszych znanych gérnych oszaco-
wan na rozgrywana liczbe chromatyczna. StaraliSmy sie wybra¢ takie, ktore dadza
najlepszy przeglad strategii wymyslonych w przeszto pigtnastoletniej historii roz-
grywanego kolorowania graféw. Wyniki te byty publikowane w renomowanych
czasopismach ([14], [21], [23], [29], [30], [35]), gdyZ kazdy z nich mozna uznaé
za przetomowy. Warto podkresli¢, ze zaréwno wszystkie zawarte w tym rozdziale
opisy strategii jak i dowody ich poprawnosci (opublikowane w pracy przegladowe;j
[9]) zostaly napisane niemal w calosci ,od podstaw”, z potozeniem szczegdlnego
nacisku na pogladowo$¢ i przejrzystosé oraz przystepnosé, nawet dla czytelnika
niebedacego specjalista w dziedzinie rozgrywanego kolorowania grafow.

2.1 Mozliwe strategie dla Jacka

Rozwazmy rozgrywke na pewnym grafie G przy uzyciu k koloréw z ustalonego
zbioru C' i zastanéwmy sie, jak Jacek powinien zaplanowadl jej przebieg, aby od-
nies¢ zwycigstwo. Zauwazmy, ze kazdy pokolorowany przez Placka wierzchotek v
stanowi zagrozenie dla wszystkich jego niepokolorowanych sasiadéw, gdyz Placek
dazy do sytuacji, w ktorej w sasiedztwie niepokolorowanego wierzchotka pojawia
si¢ wierzchotki we wszystkich dostepnych kolorach. Jacek w swoim ruchu moze
staraé sie zniwelowac to zagrozenie, kolorujac wierzchotek w sasiedni z wierzchot-
kiem v, ale pozostate niepokolorowane sasiedztwo wierzchotka v nadal pozostaje
zagrozone, a ponadto wierzchotek w stwarza nowe zagrozenie dla kolejnych swoich
niepokolorowanych sasiadéw. Zatem Jacek powinien tak zaplanowaé¢ swoje ruchy;,
aby zagrozenia niwelowa¢ w takiej kolejnosci, ktéra nigdy nie doprowadzi go do po-
zycji przegrywajacej. W poprzednim rozdziale pokazalidémy, ze rozgrywana liczba
chromatyczna nie daje si¢ ograniczy¢ z goéry przez zadna funkcje zwyktlej licz-
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by chromatycznej. Mogtoby to sugerowaé, ze znajomos$¢ poprawnego kolorowania
grafu GG, nie bedzie pomocna Jackowi przy planowaniu strategii w rozgrywce z
Plackiem. Pokazemy dalej, ze w niektérych przypadkach nie musi to by¢ prawda,
wskazujac strategie, w ktorych kluczowa role odgrywa wtasnie poprawne koloro-
wanie grafu, na ktérym ma toczy¢ sie gra.

Ogolna idea jest nastepujaca. Niech x(G) = k oraz niech f : V(G) —
{c1,...,cx} bedzie optymalnym kolorowaniem. W trakcie rozgrywki gracze be-
da uzywac koloréw ze zbioru

C:UCi:{CgiiE[k]ajG[t]},

gdzie kazdy ze zbioréw C; sktada sie z t réznych odcieni koloru ¢;. Zaktadamy,
ze zbiory C; sa parami rozlaczne, zatem |C| = tk. Méwimy, ze kolor ¢ jest do-
bry dla wierzchotka v, gdy jest on jest jednym z odcieni koloru f(v) = ¢; (czyli
gdy c =l e C;), kazdy inny kolor jest zty dla tego wierzchotka. Gtéwne zaloze-
nie strategii Jacka jest takie, aby w kazdym swoim ruchu kolorowat on wybrany
wierzchotek v dobrym kolorem. Da mu to gwarancje, ze zaden z jego wczesniej-
szych ruchéw nie bedzie kolidowal z nastepnymi. Jedynym problemem pozostanie,
zatem ograniczenie maksymalnej liczby zle pokolorowanych (przez Placka) wierz-
chotkow sasiednich z wierzchotkiem niepokolorowanym. Jacek musi zadba¢ o to,
aby w kazdym momencie gry, kazdy niepokolorowany wierzchotek v byt sasiedni
z mniej niz ¢t wierzchotkami pokolorowanym przez Placka jednym z odcieni f(v).

W zwyklym (nierozgrywanym) kolorowaniu graféw istnieje dobrze znana stra-
tegia kolorowania, dzieki ktérej mozemy ograniczy¢ liczbe chromatyczng grafu
przez jego liczbe kolorujgcg (ang. coloring number) col(G) zdefiniowana jako naj-
mniejsze takie k, ze kazdy podgraf grafu G zawiera wierzchotek o stopniu mniej-
szym od k. Polega ona na tym, ze Jacek ustawia wierzchotki grafu w porzadku
v1,...,0, W taki sposob, aby kazdy z nich mial mniej niz k sgsiadéw o nizszych
numerach. Robi to od konca, wyrywajac z grafu wierzchotki o stopniu mniejszym
niz k. Nastepnie koloruje je kolejno przy uzyciu k kolorow, uzywajac za kazdym
razem dowolnego dostepnego koloru. Kolorowanie takie nie musi by¢ optymalne,
jednak daje nam gorne ograniczenie na liczbe chromatyczna: x(G) < col(G). Za-
uwazmy, ze strategii tej nie da sie zastosowad, jesli zatozymy, ze co drugi ruch
bedzie nalezal do Placka. Jacek moze, w odpowiedzi na ruch Placka, probowac
pokolorowaé sasiedni wierzchotek o najnizszym numerze. Cho¢ liczba sasiadow
wierzchotka, o nizszych numerach jest ograniczona przez k, to liczba jego poko-
lorowanych sasiadéw o numerach wyzszych moze rosna¢ nieograniczenie. Mimo
ze porzadek wynikajacy z col(G) okazal sie bezuzyteczny w rozgrywce, to sama
idea odpowiedniego uporzadkowania wierzchotkéw znalazta zastosowanie w pro-
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blemach rozgrywanego kolorowania grafow.

2.2 Lepszy porzadek

Zatézmy, ze wierzchotki grafu G zostaly uporzadkowane kolejno vy, v, ..., v,.
Wierzchotek vy, bedziemy nazywaé wstepnym (ang. loose backward neighbor)
wierzchotka v;, jezeli h < i oraz zachodzi ktorys z nastepujacych warunkéw (patrz
rysunek 2.1):

(a) vy jest sasiedni z v,

(b) wierzcholki vy, 1 v; maja wspoélnego sasiada v; takiego, ze h < i < j.

Rysunek 2.1: Wstepnymi wierzchotka v; sa wierzchotki vy i ve

W konkretnym porzadku mozemy dla kazdego wierzchotka znalezé liczbe jego
wstepnych, a nastepnie wyznaczy¢ maksimum tych liczb. Szukamy porzadku, dla
ktérego to maksimum bedzie mozliwie najmniejsze. Drugq liczbg kolorujgcg (ang.
2-coloring number) grafu G (oznaczang przez coly(G)) nazywamy najmniejsza
liczbe catkowita k taka, ze istnieje taki porzadek wierzchotkow grafu G, ze kazdy
wierzchotek posiada w nim mniej niz k£ wstepnych.

Parametr coly jest modyfikacja pojecia aranzowalnosci (ang. arrangeability)
grafu, wprowadzonego przez Chena i Shelpa ([20]). Wykorzystali je oni do poka-
zania, ze pewna wazna w teorii Ramseya hipoteza (postawiona w 1977 roku przez
Burra i Erdésa ([18]), a w ogélnoscei do dzi$ nierozstrzygnieta) jest prawdziwa dla
graféw planarnych. Ich kluczowym wynikiem bylo pokazanie, ze cola(P) < 761 dla
dowolnego grafu planarnego P, przy czym nie przywiazywali oni wagi do wielkos¢
stalej ograniczajacej, a jedynie do jej istnienia.

Kierstead 1 Trotter zauwazyli ([30]), ze pojecie aranzowalnosci odgrywa réw-
niez kluczowa role w ograniczeniu rozgrywanej liczby chromatycznej graféow pla-
narnych.

Twierdzenie 2.1 ([9]). Dla dowolnego grafu G zachodzi nieréwnosé

Xg(G) < X(G)(1 + cola(G)).
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Dowdd. Niech x(G) = k i coly(G) = t. Przed rozgrywka Jacek ustala optymalne
kolorowanie f : V(G) — {ci,...,cx} oraz porzadek wierzchotkéw vy, ..., v,, kto-
ry realizuje rownos¢ coly(G) = t. Zaréwno kolorowanie jak i porzadek moga by¢
znane rowniez Plackowi, ale informacja ta nie przyniesie mu korzysci. W trakcie
rozgrywki gracze beda uzywaé kolorow ze zbioru C, sktadajacego sie z t + 1 réz-
nych odcieni kazdego z k wyjsciowych koloréw ¢;, a zatem |C| = k(1 + t) (patrz
podrozdzial 2.1). Zwycieska strategia dla Jacka polega na zastosowaniu sie do
ponizszych zasad:

(i) Jacek w kazdym swoim ruchu koloruje pewien wierzchotek dobrym kolorem,

(ii) jezeli Placek pokolorowal wierzchotek v;, to Jacek w kolejnym swoim ruchu
koloruje sasiedni z nim wierzchotek v, o mozliwie najnizszym numerze i taki,
ze h < j,

(iii) jezeli taki wierzchotek nie istnieje, to Jacek koloruje wierzchotek niepokolo-
rowany o najnizszym numerze.

Wystarczy pokazaé, ze na kazdym etapie gry (zaréwno po ruchu Jacka jak i Plac-
ka), dla dowolnego niepokolorowanego wierzchotka v; bedzie istnial dobry dla nie-
go kolor (czyli w odcieniu f(v;)), ktory bedzie rézny od wszystkich koloréw jego
sasiadow. Zauwazmy, ze jezeli w sasiedztwie niepokolorowanego wierzchotka v;
pojawity sie groZzne wierzchotki pokolorowane odcieniami koloru f(v;), to musiaty
one zosta¢ pokolorowane przez Placka, gdyz Jacek zawsze koloruje wierzchotek
dobrym kolorem, a taki ruch nie niesie zagrozenia dla sasiadow tego wierzchotka.
Pokazemy, ze w sasiedztwie niepokolorowanego wierzchotka v; moze pojawic¢ sie
co najwyzej t wierzchotkéw pokolorowanych przez Placka.

Rozwazmy sytuacje po ruchu Jacka, w ktoérej wierzchotek v; pozostaje niepo-
kolorowany i Placek pokolorowat t; jego sasiadow o numerach nizszych i ¢y sgsia-
déw o numerach wyzszych. Jezeli Placek w pewnym ruchu pokolorowal sasiedni
z v; wierzchotek v; o wyzszym numerze (i < j), to zgodnie ze strategia Jacek
w kolejnym ruchu powinien pokolorowa¢ wierzchotek vy, sasiedni z v;, posiadajg-
cy mozliwie najnizszy numer. Skoro v; pozostal niepokolorowany, to znaczy, ze
h <i < 7, wiec vy, jest wstepnym wierzchotka v;. Takich wstepnych wierzchotka v;
pojawito sie doktadnie t,. Wstepnymi wierzchotka v; sg réwniez wszystkie sasied-
nie z nim wierzchotki o nizszych numerach pokolorowane przez Placka, a jest ich
doktadnie t;. Zgodnie z definicjg coly zachodzi nieréwnosé t; + t < t, zatem po
ruchu Jacka dla kazdego niepokolorowanego wierzchotka v; bedzie dostepny dobry
kolor. Jezeli ponadto t; + t5 = t — 1, to niepokolorowany wierzchotek v; nazwie-
my krytycznym. Zauwazmy, ze wszyscy wstepni kazdego wierzchotka krytycznego
zostali pokolorowani, co w szczegoélnosci oznacza, ze dwa wierzchotki krytyczne
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nie moga mie¢ wspolnego sasiada o wyzszym numerze, gdyz wowczas jeden z nich
bytby niepokolorowanym wstepnym drugiego. Zatdézmy, ze w nastepnym ruchu
Placek pokolorowat kolejnego sasiada wierzchotka v; o wyzszym numerze. Ruch
taki niesie zagrozenie tylko w przypadku, gdy v; byt wierzchotkiem krytycznym,
gdyz bedzie on teraz posiadal ¢t sasiadéw pokolorowanych przez Placka. Ale skoro
v; jest wierzchotkiem krytycznym, to strategia nakazuje Jackowi pokolorowanie
go dobrym kolorem, gdyz ma on najnizszy numer spo$rod niepokolorowanym sg-
siadéw wierzchotka pokolorowanego przez Placka. Jest to zawsze mozliwe, gdyz
dla wierzchotka v; Jacek ma do dyspozycji t + 1 dobrych koloréw. To, w potacze-
niu z wczesniejsza obserwacja, ze dwa wierzchotki krytyczne nie miaty wspélnego
sgsiada o wyzszym numerze, konczy dowdd. ]

Twierdzenie to, w potaczeniu z wezesniejszym wynikiem Chena i Shelpa oraz
twierdzeniem o czterech kolorach, daje nieréwnosé x,(P) < 3044 dla dowolne-
go grafu planarnego P. Kierstead i Trotter ([30]) pokazali znacznie wiecej. Po
pierwsze znalezli lepsze oszacowanie na druga liczbe kolorujaca graféw planar-
nych: coly(P) < 10, co daje x4(P) < 44. Po drugie pokazali, ze x,(P) < 33 dla
dowolnego grafu planarnego P, co byto pierwszym znanym gérnym ograniczeniem
i pozytywna weryfikacja hipotezy Bodlaendera ([14]). W dowodzie tej nieréwnosci
uzyli oni znacznie bardziej wyrafinowanej strategii opartej na parametrze podob-
nym do coly, ale lepiej dobranym do potrzeb rozgrywki.

2.3 Lepsze kolorowanie

Kolorowanie f : V(G) — {ci,...,cx} nazywamy acyklicznym, gdy jest ono po-
prawne (w zwyklym sensie) oraz dodatkowo, gdy kazdy podgraf indukowany przez
wierzchotki z dowolnych dwoch klas koloréw jest acykliczny lub rownowaznie, gdy
zaden cykl w grafie nie jest dwukolorowy. Najmniejszg liczbe kolorow potrzebng
do acyklicznego pokolorowania wierzchotkéw grafu G nazywamy acykliczng liczbg
chromatyczng (ang. acyclic chromatic number) i oznaczamy przez x.(G). Pojecie
to zostalo wprowadzone w 1973 przez Griilnbauma ([25]), ktéry postawil hipoteze,
ze Xa(P) < 5 dla dowolnego grafu planarnego P. Udowodnit ja w 1979 Borodin
(113)).

Wiadomo, ze x(G) < col(G). Analogiczny zwiazek zachodzi miedzy acykliczng
liczbg chromatyczng i druga liczba kolorujaca.

Fakt 2.1. Dla dowolnego grafu G zachodzi nieréwnosé

Xa(G) < coly(G).
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Dowéd. Ustalmy porzadek wierzchotkéw grafu vy, . . ., v,, ktéry realizuje wartosé
coly(@). Kolorujemy wierzchotki zgodnie z tym porzadkiem w taki sposob, aby kaz-
dy kolejny wierzchotek otrzymatl inny kolor niz wszyscy jego wstepni. Oczywiscie
wystarczy do tego coly(G) koloréw i kolorowanie to bedzie poprawne w zwyklym
sensie. Aby pokaza¢, ze na dowolnym cyklu C' pojawia sie co najmniej trzy kolo-
ry, wystarczy rozpatrzy¢ kolorowanie wierzchotka v; € C' o najwyzszym numerze
oraz dwbch jego sasiadéw vy, v; € C. Zaltézmy, ze h < i < j (patrz rysunek 2.2).
Wierzchotki vy, i v; musialy otrzymac¢ dwa rozne kolory, gdyz wierzchotek vy, jest
wstepnym wierzchotka v;. Wierzchotek v; sasiaduje z kazdym z nich wigc musiatl
otrzymac trzeci kolor. O

Rysunek 2.2: Trzy kolory na cyklu

Dinski i Zhu pokazali ([21]), jak wykorzysta¢ acykliczne kolorowanie wierz-
chotkéw do zaplanowania zwycieskiej strategii dla Jacka.

Twierdzenie 2.2 (Dinski, Zhu [21]). Dla dowolnego grafu G zachodzi nieréw-
nosé

Xg(G) < Xa(G)(Xa(G) + 1),

Dowdéd. ([9]) Niech x,(G) = k. Przed rozgrywka Jacek ustala optymalne acy-
kliczne kolorowanie f : V(G) — {c1,...,cx}. Niech Vi, ..., Vj beda klasami wierz-
chotkéw w poszczegdlnych kolorach (V; = f~1({c;})). W trakcie rozgrywki gracze
beda uzywac koloréw ze zbioru C' sktadajacego sie z k + 1 réznych odcieni kazde-
go z k wyjsciowych koloréw ¢;, a zatem |C| = k(k + 1) (patrz podrozdziat 2.1).
Dla ¢ # j oznaczmy przez F;; C G podgraf indukowany przez wierzchotki ze
zbioru V; U V;. Zgodnie z definicjg acyklicznego kolorowania f kazdy podgraf Fj;
jest lasem. Dodatkowo przed rozgrywka Jacek nadaje taka orientacj¢ krawedziom
kazdego lasu Fj;, aby stopien wyjscia kazdego wierzchotka (liczony w podgrafie
F;;) wynosit co najwyzej 1. Poniewaz kazda krawedz grafu G nalezy do doktadnie
jednego lasu Fj;, to kazdy wierzcholek v € V; posiada co najwyzej jednego sasiada
wychodzacego w kazdej klasie V;, dla ¢ # j. Stopien wyjscia dowolnego wierzchot-
ka wynosi wiec co najwyzej k — 1. Zaréwno kolorowanie f jak i orientacja grafu G
moga by¢ znane réwniez Plackowi, ale informacja ta nie przyniesie mu korzysci.
W trakcie rozgrywki wierzchotek v € V; nazywaé¢ bedziemy niebezpiecznym,
jezeli jest on niepokolorowny i posiada sasiada wchodzacego u pokolorowanego

24



jednym z odcieni koloru ¢; (patrz rysunek 2.3). Zwycieska strategia dla Jacka
polega na zastosowaniu si¢ do ponizszych zasad:

(i) Jacek w kazdym swoim ruchu koloruje pewien wierzchotek dobrym kolorem,
(ii) jezeli w grafie istnieje niebezpieczny wierzcholek, to Jacek koloruje go,

(iii) jezeli taki wierzcholek nie istnieje, to Jacek koloruje dowolny wierzchotek.

Rysunek 2.3: Niebezpieczny wierzcholek v zostanie pokolorowany przez Jacka w naj-
blizszym ruchu

Pokazemy, ze po ruchu Jacka w grafie nie ma niebezpiecznych wierzchotkéw, zas
po ruchu Placka moze pojawic¢ si¢ co najwyzej jeden niebezpieczny wierzchotek.
Zauwazmy, ze pokolorowanie dowolnego wierzchotka dobrym kolorem (a tak poste-
puje Jacek) nie moze spowodowaé pojawienia sie w grafie nowego niebezpiecznego
wierzchotka. Zatem niebezpieczny wierzchotek mégt pojawié sie tylko po ruchu
Placka. Co wigcej, Placek w jednym ruchu moégt stworzy¢ co najwyzej jeden taki
wierzcholek. Istotnie, jezeli Placek pokolorowal wierzchotek u € V; ztym dla nie-
go odcieniem koloru ¢;, to (zgodnie z nadana orientacja) wierzchotek u moze byé
sgsiadem wchodzacym dla co najwyzej jednego wierzchotka v € V;. Wierzchotki
z innych niz V; klas koloréw nie stana sie niebezpieczne. Po takim ruchu Placka
strategia nakazuje Jackowi pokolorowanie niebezpiecznego wierzchotka dobrym
kolorem, a zatem przestaje on by¢ niebezpieczny.

Wystarczy jeszcze pokazaé, ze na kazdym etapie gry (zaréwno po ruchu Jac-
ka jak i Placka), dla dowolnego niepokolorowanego wierzchotka v € V; bedzie
istniat dobry dla niego odcien koloru ¢;. Wierzchotek v moze mie¢ po jednym sa-
siedzie wychodzacym w kazdej z k£ — 1 pozostatych klas koloréw. W najgorszym
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razie wszyscy oni moga by¢ pokolorowani odcieniami koloru ¢;, a po ruchu Placka
wierzchotek v moze mie¢ dodatkowo co najwyzej jednego sasiada wchodzacego
pokolorowanego tym odcieniem. Poniewaz w grze kazdy kolor ¢; uzywany jest w
k 4+ 1 odcieniach, to jeden z nich bedzie dostepny dla wierzchotka v, co konczy
dowod. O

Twierdzenie to w potaczeniu ze wspomnianym wynikiem Borodina dato lepsze
gérne ograniczenie: x,(P) < 30 dla dowolnego grafu planarnego P.

2.4 Daltonizm moze pomoc

Wszystkie strategie dla Jacka opisywane w poprzednich podrozdziatach miaty
charakter lokalny. Zaktadaty one bowiem, ze Jacek w kazdym swoim ruchu bedzie
staral sie pokolorowa¢ wierzchotek sasiedni (badZ wstepny) z wierzchotkiem po-
kolorowanym uprzednio przez Placka. Wiadomo nie od dzi$, ze w wielu grach (jak
choéby szachy czy go) lepsze efekty przynosza strategie globalne oparte na anali-
zie sytuacji na calej planszy i pozwalajace zaplanowac¢ nie tylko najblizszy ruch,
ale réwniez kilka nastepnych. W rozwazanej przez nas grze jedna ze strategii tego
typu nazywana jest strategiq aktywacji (ang. activation strategy). Stanowi ona
obecnie najlepsze narzedzie do wyznaczania goérnych ograniczen na rozgrywana
liczbe chromatyczna. Zanim podamy jej dokladny opis (podrozdzial 2.5) i po-
kazemy kilka spektakularnych zastosowan (podrozdzial 2.6) musimy wprowadzié
pewne istotne utrudnienie dla Jacka.

Zatézmy, ze Jacek cierpi na catkowita slepote barw — potocznie nazywang dal-
tonizmem. Nie rozréznia on zadnych koloréw, a potrafi tylko stwierdzi¢, czy dany
wierzchotek jest pokolorowany czy nie. Chcac nadal gra¢ (i wygrac¢) z Plackiem
musi zaproponowa¢ mu modyfikacje regut gry. Zatem gracze zamiast uzywac kolo-
row z danego zbioru C' ustalaja tylko liczbe naturalng k. Kazdy ruch Jacka bedzie
teraz polegal na wskazaniu pewnego niepokolorowanego jeszcze wierzchotka bez
okreslenia, jaki kolor ma by¢ mu nadany. Jacek deklaruje, ze bedzie w taki sposéb
wybieral wierzchotki, aby w kazdym momencie gry (zar6wno po jego ruchu jak i
przeciwnika) kazdy niepokolorowany wierzcholek (takze ten aktualnie przez niego
wskazany) byl incydentny z co najwyzej k — 1 wierzchotkami pokolorowanymi. Je-
sli uda mu sie osiggnaé ten cel, to zostaje zwyciezca, w przeciwnym razie wygrywa
Placek. Najmniejsze k, dla ktérego Jacek—daltonista ma strategie wygrywajaca na
grafie G nazywamy rozgrywang liczbg kolorujgcg (ang. game coloring number) i
oznaczamy col,(G). Jasne jest, ze strategia zwycieska dla Jacka w grze bez roz-
rézniania barw (ang. marking game) moze by¢ z powodzeniem zastosowana w
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wyjsciowe] grze przy zalozeniu, ze |C| = k, co wyraza sie nieréwnoscia
Xg(G) < coly(G).

Parametr col,(G) zostal po raz pierwszy formalnie zdefiniowany przez Zhu
([35]) jako narzedzie do wyznaczania rozgrywanej liczby chromatycznej. Réwno-
waznie mozemy go traktowa¢ jako rozgrywany odpowiednik zwyktej liczby ko-
lorujacej (stad oznaczenie). Zamiast méwi¢ o kolorowaniu wierzchotkéw moze-
my zalozy¢, ze gracze zaznaczajac je na przemian, ustawiaja je kolejno w pew-
nym porzadku. Rezultatem gry bedzie uporzadkowanie wszystkich wierzchotkow
vy, ..., Uy. Jacek zostaje zwyciezca, jesli kazdy wierzchotek v; ma w tym porzadku
mniej niz k sasiadéw o nizszych numerach. Najmniejsze takie k, ktore zapewni
mu zwyciestwo, niezaleznie od poczynan Placka, wyznacza warto$¢ coly(G).

2.5 Strategia aktywacji

Zgodnie z modyfikacja regut (z podrozdziatu 2.4) Jacek w trakcie rozgrywki be-
dzie tylko wskazywat, ktory wierzchotek ma zosta¢ pokolorowany, bez okreslenia
koloru, jaki ma mu zosta¢ nadany. Poniewaz strategie aktywacji prezentujemy z
mysla o zastosowaniu jej w oryginalnej grze, to bedziemy moéwié, ze Jacek koloruje
wierzchotek.

Przed rozgrywka Jacek ustala pewien porzadek wierzchotkow vy, ..., v,. Przez
N7*(v) i N~ (v) oznaczaé¢ bedziemy odpowiednio zbiory sasiadéw wierzchotka v
o numerach nizszych (sgsiedztwo wychodzgce) i wyzszych (sgsiedztwo wchodzgce).
Ponadto na kazdym wierzchotku Jacek umieszcza specjalny znacznik, ktory be-
dzie go informowal, czy dany wierzchotek jest aktywny. Mozemy wyobrazi¢ sobie,
ze w kazdym wierzchotku grafu zostata umieszczona zarowka, ktora zapala sie w
momencie aktywacji. Tylko Jacek moze aktywowaé wierzchotki przez wtaczanie
odpowiednich zaréwek. Na poczatku gry wszystkie wierzchotki sg nieaktywne, a
wierzchotek, ktory zostanie raz aktywowany pozostanie aktywny do kotica roz-
grywki. Informacja zaréwno o porzadku wierzchotkéw grafu G, jak i o tym, ktére
z nich sg aktywne, jest jawna rowniez dla Placka, jednak nie przyniesie mu ona
korzysci. Pomocne przy prezentacji strategii oraz dla tatwiejszego zapamietania
oznaczenn NT(v) i N~ (v) bedzie nadanie takiej orientacji krawedziom grafu, ktéra
wynika z ustalonego porzadku. Przyjmijmy, ze zwrot strzatki na kazdej krawe-
dzi odpowiada znakowi < pomiedzy numerami wierzchotkow na jej koncach, czyli
v; <= v; oznacza, ze 1 < j.

W pierwszym swoim ruchu Jacek aktywuje i koloruje wierzchotek v;. Po ruchu
Placka, polegajacym na pokolorowaniu wierzchotka v, Jacek musi wykonaé spe-
cjalna procedure (jej kolejne etapy bedziemy dalej nazywaé skokami), ktéra konczy
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sie w momencie wybrania wierzchotka do pokolorowania. Na poczatku Jacek ska-
cze do wierzchotka v i aktywuje go, jesli byt nieaktywny. Jezeli w zbiorze N (v)
nie ma niepokolorowanych wierzchotkéw, to Jacek koloruje (i aktywuje o ile byt
nieaktywny) niepokolorowany wierzcholek o najnizszym numerze. W przeciwnym
razie Jacek skacze do niepokolorowanego wierzchotka v € N (v), o najnizszym
numerze i

(i) jezeli u jest aktywny, to koloruje go,

(ii) jezeli u jest nieaktywny, to aktywuje go i kontynuuje procedure szukajac
niepokolorowanego wierzchotka w € Nt (u), o najnizszym numerze

(iii) jezeli w zbiorze N (u) nie ma niepokolorowanych wierzchotkéw, to Jacek
koloruje wierzchotek wu,

(iv) w przeciwnym razie Jacek skacze do wierzchotka w i postepuje zgodnie z
punktami (i)-(iv), przyjmujac u := w.

Zauwazmy, ze jezeli Jacek bedzie postepowal zgodnie z regutami (i)-(iv), to zawsze
po skonczonej liczbie skokéw znajdzie wierzchotek u, ktéry pokoloruje. Zakoncze-
nie procedury aktywacji moze nastapi¢ z dwoch powoddéw: albo wierzchotek w
byt aktywny, albo nie miat zadnego niepokolorowanego sasiada o nizszym nume-
rze. Zauwazmy ponadto, ze po ruchu Jacka wszystkie wierzchotki pokolorowane
sg aktywne, zas po ruchu Placka moze istnie¢ co najwyzej jeden pokolorowany
wierzchotek, ktory jest nieaktywny.

Strategia aktywacji (w odréznieniu od tych z podrozdziatéw 2.2 1 2.3) jest dwu-
stopniowa i globalna. Jacek, skaczac do wierzchotka po raz pierwszy, rozwaza jego
pokolorowanie i aktywuje go zapalajac zaréwke, co stanowi sygnal ostrzegawczy.
Ponadto uwzglednia on fakt, ze natychmiastowe pokolorowanie takiego wierzchot-
ka mogtoby stanowi¢ zagrozenie dla jego niepokolorowanych sasiadéw (o nizszych
numerach), wiec rozwaza z kolei pokolorowanie jednego z nich, nastepnie sasia-
déw tego sasiada i tak dalej, az przeanalizuje sytuacje w caltym grafie i dokona
optymalnego wyboru. Kolorowanie wierzchotkow, ktére byty wezesniej rozwazane
(aktywowane), ale nie zostaly pokolorowane, nastapi dopiero po tym, jak Jacek
wykona do nich drugi skok.

Jasne jest, ze kluczowg role w skutecznosci strategii aktywacji odgrywa wstep-
ne uporzadkowanie wierzchotkéw grafu. Z samego opisu strategii trudno od razu
wywnioskowaé, jaki porzadek bedzie na danej klasie graféw optymalny.

Strategie przypominajace strategie aktywacji byly stosowane wczesniej na
pewnych klasach graféw ([23],[35]), jednak po raz pierwszy zostata ona formal-
nie zdefiniowana w 2000 roku przez Kiersteada ([29]). Pokazal on réwniez, jakie
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w ogdlnosci warunki musi spetnia¢ porzadek, aby wynik rozgrywki byt dla Jacka
mozliwie najlepszy. W kolejnych podrozdziatach pokazemy, jak dziata strategia
aktywacji na pewnych klasach grafow.

2.6 Drzewa i k-drzewa

Za pierwowzor strategii aktywacji mozna uznaé¢ wynik Faigle’a i innych ([23]) z
roku 1993, podajacy optymalne ograniczenie na rozgrywang liczbe chromatyczna
drzew. W oryginalnym dowodzie nie pojawito si¢ ani stowo aktywacja ani parametr
coly, a sam opis strategii podany byt w nieco innym jezyku.

Twierdzenie 2.3 (Faigle, Kern, Kierstead, Trotter [23]). Dia dowolnego
drzewa T zachodzi nieréwnosé

coly(T) < 4.

Dowéd. ([9]) Przed gra Jacek ustala porzadek vy,...,v, w taki sposéb, aby
kazdy wierzchotek (z wyjatkiem v;) miat dokladnie jednego sasiada o nizszym nu-
merze. Mozna to zawsze zrobi¢ przyjmujac za v; dowolny wierzchotek (nazywany
korzeniem), a pozostate numerujac kolejno, poczawszy od tych, ktore sa najblizej
korzenia, a skonczywszy na tych najdalszych. Porzadek ten generuje orientacje o
stopniu wyjscia rownym jeden. Jacek rozpoczyna gre od wierzchotka vy (rysunek
2.4a) i kontynuuje ja zgodnie ze strategia aktywacji wedlug ustalonego porzadku.
Jezeli w swoim ruchu Placek pokolorowat wierzchotek u, to strategia nakazuje
Jackowi aktywowaé cata skierowana Sciezke, zaczynajaca si¢ w wierzchotku u, a
konczaca sie w pewnym aktywnym wierzchotku i pokolorowaé¢ ostatni niepokolo-
rowany na niej wierzchotek (rysunek 2.4bd).

Wystarczy pokazaé, ze po ruchu Jacka dowolny niepokolorowany wierzchotek
v moze mie¢ co najwyzej dwoch aktywnych sasiadéw. W zbiorze NT(v) moze
by¢ co najwyzej jeden aktywny wierzchotek, co wynika z porzadku. Ale réwniez
w zbiorze N~ (v) moze pojawié¢ si¢ co najwyzej jeden aktywny wierzchotek, co
wynika z opisu strategii. Zaltézmy, ze dwa roézne wierzcholki u,w € N~ (v) sa
aktywne, a wierzchotek v jest niepokolorowany. Jest to niemozliwe, bo zgodnie
ze strategia Jacek po aktywowaniu zaréwno u jak i v musial wykona¢ skok do
wierzchotka v, wigec nie mogt on pozosta¢ niepokolorowany. Po ruchu Placka moze
pojawi¢ sie jeden dodatkowy pokolorowany i nieaktywny wierzcholek w zbiorze
N~ (v), ale zgodnie ze strategia zostanie on natychmiast aktywowany, a nastepnie
Jacek wykona skok do aktywnego juz wierzchotka v, ktory zostanie pokolorowany
(rysunek 2.4d).
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Pokazalismy wiec, ze w dowolnym momencie gry, kazdy niepokolorowany wierz-
chotek moze mie¢ co najwyzej trzech pokolorowanych sasiadow, co implikuje nie-
rownos¢ zawarta w tezie. O]

Rysunek 2.4: Rozgrywka na drzewie

Whniosek 2.1. Dla dowolnego drzewa T zachodzi nierownosé
xg(T) < 4.

Sukces strategii aktywacji w grze na drzewach zapewnito takie uporzadkowa-
nie wierzchotkow, ze stopien wyjscia orientacji generowanej przez ten porzadek byt
ograniczony przez jedynke. Mogtoby to dawaé¢ nadzieje, ze w przypadku innych
porzadkow, ktore generuja orientacje o ograniczonym stopniu wyjscia, strategia
aktywacji bedzie réwniez skuteczna, co datoby szanse powigzania parametréw col i
coly. Niestety, rowniez w tym przypadku porzadek realizujacy liczbe kolorujaca ma
za stabe wlasnosci. Ale juz porzadek zwiazany z druga liczba kolorujaca (zdefinio-

wang w podrozdziale 2.2) daje dobre efekty i pozwala wzmocnié teze twierdzenia
2.1.
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Twierdzenie 2.4 ([9]). Dla dowolnego grafu G zachodzi nieréwnosé
col,(G) < 3coly(G) — 1.

Dowdéd. Niech coly(G) = t. Przed rozgrywka Jacek ustala porzadek wierzchotkow
U1, ..., Up, Ktory realizuje rownosé cols(G) = t i wedtug niego prowadzi gre zgodnie
ze strategia aktywacji.

Pokazemy, ze po ruchu Jacka, dowolny niepokolorowany wierzchotek v; moze
mieé¢ co najwyzej 3t — 3 aktywnych sasiadow. W zbiorze N7 (v;) moze ich by¢
co najwyzej t — 1, co wynika wprost definicji coly(G). Jezeli w trakcie rozgrywki
pojawit si¢ aktywny wierzchotek v; € N~ (v;), to zgodnie ze strategia Jacek mu-
sial wykona¢ z niego skok do wierzchotka v, € N*(v;) o najnizszym numerze.
Jezeli tylko v, # v;, to oznacza, ze h < i < j, a wiec vy, jest wstepnym wierz-
chotka v;. Liczba wstepnych jest, zgodnie z definicja coly(G), ograniczona przez
t — 1. Do kazdego wstepnego wierzchotka v; Jacek mogt skoczy¢ co najwyzej dwa
razy, za pierwszym razem aktywujac go, a za drugim kolorujac. Zatem liczba ak-
tywnych wierzchotkéw w zbiorze N~ (v;) nie moze przekroczyé 2t — 2. Co wiecej,
jezeli zachodzi najgorszy przypadek i jest ich doktadnie 2t — 2, to oznacza, ze
wszyscy wstepni wierzchotka v; (w tym wszyscy jego sasiedzi ze zbioru N7T(v;))
sg pokolorowani, a wierzchotek pozostal nieaktywny. Daje to nam co najwyzej
3t — 3 aktywnych sasiadow dla niepokolorowanego i nieaktywnego wierzchotka v;.
Po ruchu Placka moze pojawi¢ si¢ jeden dodatkowy pokolorowany i nieaktywny
wierzchotek w zbiorze N~ (v;). Zgodnie ze strategia zostanie on natychmiast ak-
tywowany, a nastepnie Jacek wykona skok do wierzchotka v;, z ktérego nie mozna
juz wykonaé dalszego skoku (bo wszystkie wierzchotki ze zbioru N*(v;) sa juz
pokolorowane), zatem zostanie on aktywowany i pokolorowany. Przypadek, gdy v;
zostal aktywowany wczesniej, jest dla Jacka jeszcze korzystniejszy.

Pokazalismy wiec, ze w dowolnym momencie gry, kazdy niepokolorowany wierz-
chotek moze mieé¢ co najwyzej 3t — 2 pokolorowanych sasiadéw, co implikuje nie-
rowno$é zawarty w tezie. ]

Istnieje ciekawa klasa graféw, dla ktérej ograniczenie z twierdzenia 2.4 jest
optymalne. k-Drzewem nazywamy kazdy graf T}, ktéry mozemy otrzymac¢ w skon-
czonej liczbie krokow nastepujacej konstrukeji: w pierwszym kroku bierzemy k
wierzchotkéw vy, . . ., v tworzacych klike; w kazdym kolejnym kroku dodajemy do
skonstruowanego wczesniej grafu nowy wierzchotek i tagczymy go z k wierzchotkami
tworzacymi klike K} (patrz rysunek 2.5).

Fakt 2.2. Dla dowolnego k-drzewa T}, # Ky zachodzi rownosé

coly(Ty) = k + 1.
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Rysunek 2.5: Konstrukcja 3-drzewa

Dowdéd. Niech vy,..., 0%, Vgt1,...,0, bedzie porzadkiem wynikajacym z kon-
strukeji grafu Tj. Zauwazmy, ze w kazdym takim grafie wierzchotki vy, ..., vgyq
tworza klike, zatem coly(Ty) > k + 1. Latwo tez zauwazy¢, ze porzadek wierz-
chotkéw, ktéry wynika z konstrukeji k-drzewa, realizuje réwnosé coly(Ty) = k+ 1.
Istotnie, dla i > k kazdy wierzcholtek v; posiada doktadnie k sasiadéw (tworza-
cych klike) o nizszych numerach i sa to wszyscy jego wstepni. Gdyby dodatkowy
wierzchotek v, byl wstepnym wierzchotka v;, oznaczaloby to, ze v, i v; maja ta-
kiego wspdlnego sgsiada v;, ze h <1 < j. Jest to sprzeczne z krokiem konstrukeji,
w ktorym do grafu dodany zostat wierzcholek v;, bo wierzchotki v, i v; nie sg
sasiednie, wigc nie mogly naleze¢ do tej samej kliki. O

Whniosek 2.2. Dla dowolnego k-drzewa T}, zachodzi nieréuwnosé
Xg(Tk) < coly(Ty) < 3k + 2.

Ponadto, Wu i Zhu pokazali ([34]), ze dla kazdego k > 1 mozna skonstruowac
takie k-drzewo T}, ze coly(Ty) = 3k + 2.

2.7 Porzadek za szes$é zlotych

Z twierdzenia 2.4 wynika, ze x,(P) < 29 dla dowolnego grafu planarnego P. Oka-
zuje sie jednak, ze porzadek, realizujacy réwnosé coly(P) = 10 dla graféw planar-
nych, nie jest optymalny dla strategii aktywacji. W tym podrozdziale pokazemy,
ze X4(P) < 18 dla dowolnego grafu planarnego P.

Niech P(V, F) bedzie grafem planarnym. Zacznijmy od zdefiniowania porzadku
v, - . ., Uy Na zbiorze wierzchotkéw, ktory bedzie pdzniej wykorzystany przez Jacka
w rozgrywce wedtug strategii aktywacji. Bedziemy wybieraé z grafu P wierzchotki
i ustawia¢ je w odwrotnej kolejnosci, czyli od v,, do v,. Zaczynamy od wierzchotka
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v, 0 stopniu nie wiekszym niz 5. Dalsza procedura bedzie zdefiniowana rekuren-
cyjnie. Zatézmy, ze wybraliSmy juz wierzchotki v,, > v,,_1 > -+ > v;41 1 szukamy
wierzchotka v;. Podzielmy zbiér V(P) na dwa podzbiory. Niech W = {v,,, ..., v;41}
bedzie zbiorem wierzchotkow wybranych, zas U = V \ W zbiorem wierzchotkéw
niewybranych. Konstruujemy nowy, pomocniczy graf H w nastepujacy sposob
(rysunek 2.6):

Rysunek 2.6: Wybér wierzchotka v;

(i) usuwamy z grafu P wszystkie krawedzie pomiedzy wierzchotkami ze zbioru

w,

(ii) usuwamy z grafu P kazdy wierzchotek w € W, ktéry ma nie wiecej niz trzech
sasiadow w zbiorze U,

(iii) dla kazdego usunietego wierzchotka w € W dodajemy wszystkie mozliwe
krawedzie pomiedzy jego sasiadami w zbiorze U tak, aby utworzyli klike.

Zauwazmy, ze w zbiorze U wszystkie wierzchotki zostaly zachowane. Latwo spraw-
dzi¢ (patrz rysunek 2.7), ze graf H jest rowniez grafem planarnym, wiec spetnia
wynikajaca ze wzoru Eulera nier6wnosé |E(H)| < 3|V (H)| — 6.

Kladziemy na kazdej krawedzi e € E(H) kwote dwoch ztotych, w czterech
monetach po 0.50 zt. Nastepnie wszystkie monety przesuwamy, z krawedzi na
incydentne z nimi wierzchotki, wedhug nastepujacych regut:

(i) jezeli krawedz e taczy dwa wierzcholki ze zbioru U, to kazdy z nich otrzymuje
po 1 zt,
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Rysunek 2.7: Graf H jest planarny

(ii) jezeli krawedz e taczy dwa wierzchotki u € U i w € W, to wierzchotek u
otrzymuje 0.50 zt, a wierzchotek w otrzymuje 1.50 zt.

Laczna kwota pieniedzy znajdujaca sie na wierzchotkach wynosi 2|F(H)| zt. Ze
wzoru Eulera mamy ostra nieréwnosé¢ 2|E(H)| < 6|V (H)|, wiec w grafie H musi
istnie¢ wierzchotek v, ktéry otrzymat mniej niz 6 zt. Zauwazmy, ze v ¢ W, gdyz
zgodnie z regutami dystrybucji i konstrukcji grafu H, kazdy pozostaty w zbiorze
W wierzchotek otrzymat co najmniej 4 x 1.50 zt. Wierzchotek v byt wierzchotkiem
niewybranym wyjsciowego grafu P, wiec wybieramy go, ktadac v; = v.

Twierdzenie 2.5 (Kierstead [29]). Dla dowolnego grafu planarnego P zachodzi
nierownosc
col,(P) < 18.

Dowéd. ([9]) Przed gra Jacek ustala opisany wyzej ,szeScioztotowy” porzadek
wierzchotkéw vy, ..., v, 1 wedtug niego prowadzi gre zgodnie ze strategia aktywa-
cji. Pokazemy, ze po ruchu Jacka, dowolny niepokolorowany wierzchotek v; moze
mie¢ co najwyzej 16 aktywnych sasiadéw. Niech H bedzie grafem skonstruowanym
przed wybraniem wierzchotka v;, za§ W i U odpowiednimi zbiorami (opisanymi
w procedurze tworzenia porzadku). Oznaczmy przez D zbidr tych sasiadéw wierz-
chotka v; w grafie P, ktore zostaly usuniete w trakcie tworzenia grafu H. Ponadto
przez Z oznaczmy zbiér sasiadéw wierzchotka v; ze zbioru U w grafie H (patrz
rysunek 2.6). Zgodnie z tymi oznaczeniami zachodza zawierania

DC N (v;) CW oraz Nt(v;) CZ CU.

Zauwazmy, ze zgodnie ze strategia aktywacji i wygenerowanym porzadkiem, Jacek
po aktywowaniu wierzchotka v; € D musial skoczy¢ do pewnego wierzchotka v, €
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Z, badz do samego wierzchotka v;. W najgorszym przypadku, gdy wierzchotek v;
pozostal nieaktywny, a kazdy wierzchotek ze zbioru Z zostat odwiedzony dwa razy
(a wiec zostal pokolorowany), moglo pojawié¢ sie 2|Z| aktywnych wierzchotkéw w
zbiorze D. Zatem liczba aktywnych sgsiadéw nieaktywnego i niepokolorowanego
wierzchotka v; moze wynosi¢ co najwyzej

INF ()| +2Z] + [N~ (v:) \ DI,
co, z uwagi na zawieranie N T (v;) C Z, nie przekracza
31Z| + [N~ (vi) \ DI.

Zgodnie z procedura porzadkowania wierzchotek v; otrzymat mniej niz 6 ztotych,
co przy przyjetych oznaczeniach wyraza sie jako nierownosé

1.00 x |Z] +0.50 x [N~ (v;) \ D| < 6.
Latwo sprawdzi¢, ze wynika z niej zadana nieréwnosé
3|Z] +|N~(v;) \ D| < 16.

Po ruchu Placka moze pojawi¢ sie jeden dodatkowy pokolorowany i nieaktywny
wierzchotek v; w zbiorze D. Zgodnie ze strategia zostanie on natychmiast ak-
tywowany, a nastepnie Jacek bedzie musial wykonaé¢ skok do wierzchotka v;, bo
Nt(vj) € ZU{v;}, a w zbiorze Z wszystkie wierzcholki sg juz pokolorowane. Z
tego samego powodu z wierzchotka v; nie mozna wykonaé¢ kolejnego skoku, wiec
zostanie on aktywowany i pokolorowany. Przypadek, gdy v; zostat aktywowany
wczesniej jest dla Jacka jeszcze korzystniejszy.

Pokazalismy wigc, ze w dowolnym momencie gry, kazdy niepokolorowany wierz-
chotek moze mie¢ co najwyzej 17 pokolorowanych sasiadéw, co implikuje nieréw-
nos¢ zawartag w tezie. ]

Wynik z twierdzenia 2.5 zostal poprawiony przez Zhu ([36]), ktéry pokazat,
ze X4(P) < coly(P) < 17 dla dowolnego grafu planarnego P i jest to obecnie naj-
lepsze znane gérne oszacowanie dla obu parametréw. W dowodzie zostata rowniez
uzyta strategia aktywacji, lecz nowym pomystem byto zastosowanie dynamiczne-
go porzadku wierzchotkow, czyli takiego, ktory ulega zmianie w trakcie trwania
rozgrywki. Nalezy jeszcze doda¢, ze najlepsze dzi$ znane dolne oszacowania dla
graféw planarnych wynosza odpowiednio 8 < x,(P) oraz 11 < col,(P).
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Rozdziat 3

Rozgrywane kolorowanie
produktu kartezjanskiego graféw

Produkt dwéch graféw mozemy definiowaé¢ na rézne sposoby. Badanie wtasnosci
produktu kartezjanskiego graféw jest bardzo ciekawym problrmem i powstalo na
ten temat wiele prac naukowych (przeglad wazniejszych wynikéw mozna znalezé w
[27]). Jest duzo popularnych gier (na przyktad szachy, warcaby, Go), ktérych plan-
sza moze by¢ traktowana jako produkt kartezjanski dwoch Sciezek. Mozna wiec
uznaé¢ (z pewnym przymruzeniem oka), ze tematyka poruszana w tym rozdziale
ma swoje korzenie w zyciu codziennym.

Produkt kartezjarniski (ang. Cartesian product) dwoch graféw G i H (patrz
rysunek 3.1) oznaczamy przez GOH i definiujemy nastepujaco:

(i) zbiorem wierzchotkéw grafu GOH jest V(G) x V(H),

(ii) wierzcholki (u1,vy1) i (ug,v2) sa sasiednie wtedy i tylko wtedy, gdy w1 = us
i vive € E(H) lub vy = ve i ujus € E(G).

Grafy G i H nazywamy czynnikami (ang. factor graphs) produktu kartezjanskiego
GOH. Dla dowolnego wierzchotka v € V(H ) definiujemy G, C GOH jako podgraf
indukowany przez wszystkie wierzchotki ze zbioru {(u,v) : u € V(G)}. Podgrafy
G, nazywamy warstwamsi grafu G (ang. G-fiber). Analogicznie definiujemy war-
stwy grafu H. Latwo zauwazy¢, ze operator brania produktu kartezjanskiego jest
(z doktadnoscia do izomorfizmu) przemienny i taczny, wiec jego definicje mozna
w naturalny sposob rozszerzy¢ na dowolna skonczong liczbe czynnikéw.
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warstwa grafu A

P
warstwa grafu G

Rysunek 3.1: Produkt kartezjanski Csl1P;

3.1 Wartosci dokltadne

W podrozdziale tym przedstawiamy przyktady rozgrywki na kilku niezbyt skom-
plikowanych przyktadach produktow kartezjanskich.

Twierdzenie 3.1 ([4]). Jezeli P, oznacza $cieike na n wierzchotkach, to

2, dla n=1,
Xg(KoOP,) =<¢ 3, dla n=2,3,
4, dla n>4.

Dowéd. Dla n = 1 mamy Ks[IP, = Ky, za$ dla n = 2 mamy Ko1P, = Cy4 i
oba te przypadki sa trywialne. Dla n = 3 produkt kartezjanski Ks[1P; posiada
doktadnie dwa wierzchotki stopnia 3. Jacek, majac do dyspozycji trzy kolory,
pokoloruje je w dwoch pierwszych ruchach i wygra gre.

Niech n > 4. Oznaczmy wierzchotki dwéch warstw Sciezki P, odpowiednio
przez vy, vg, ..., U, 1 V1,05, ... vl (patrz rysunek 3.2). Zalézmy, ze gracze maja
do dyspozycji kolory ze zbioru {1,2,3}. Z uwagi na symetri¢, Jacek ma tylko
dwie istotnie rozne mozliwosci wykonania pierwszego ruchu. Jezeli rozpocznie on
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1 ==
Vi Vo Vi Vi v
Rysunek 3.2: Rozgrywka na produkcie kartezjanskim Ks[P,

gre od pokolorowania wierzchotka stopnia 3, powiedzmy vy kolorem 1, to Placek
odpowiada pokolorowaniem wierzchotka v} kolorem 2. Po nastepnym ruchu Jacka
co najmniej jeden z wierzchotkéw vz lub v}, pozostanie niepokolorowany. Jezeli jest
to wierzchotek vs, to Placek koloruje vy kolorem 3; jezeli jest to wierzcholek vj, to
koloruje on v} kolorem 3 i w obu przypadkach zwycieza.

Jezeli Jacek rozpocznie gre od pokolorowania wierzchotka stopnia 2, powiedz-
my vy kolorem 1, to Placek odpowiada pokolorowaniem wierzchotka v} kolorem 1.
Dalsza rozgrywke Placek prowadzi w taki sposéb, aby:

(i) Jacek jako pierwszy musial pokolorowaé¢ jeden z wierzchotkéw ze zbioru
P = {'Ull,'Ué,Ug,Ug},

(ii) wierzchotek vy byt pokolorowany kolorem 1.

Jezeli spelnione beda oba te warunki to Placek zwyciezy (patrz rysunek 3.2).
Wierzchotki ze zbioru P indukuja $ciezke P, i kazdy lezacy na niej wierzchotek
ma juz sasiada w kolorze 1. Gre na $ciezce musi rozpocza¢ Jacek majac do dyspo-
zycji jedynie kolory 21 3, a to (fakt 1.3) oznacza zwyciestwo Placka. Zauwazmy, ze
warunek (ii) jest istotny dla powyzszego rozumowania. Gdyby bowiem wierzchotek
vy otrzymal w toku gry inny kolor niz 1, powiedzmy 2, to Jacek kolorujac wierz-
chotek v} kolorem 3 doprowadzi gre na Sciezce P do konca przy uzyciu koloréw 2
i3.

Pozostaje pokazaé, ze Placek moze wymusié¢ spelienie warunkow (i)-(ii). Poza
zbiorem P w grafie pozostata parzysta liczba niepokolorowanych wierzchotkow, a
ruch przypada na Jacka, wiec spelniony bedzie warunek (i). Aby spenié warunek
(ii) Placek planuje pokolorowanie wierzchotka vy kolorem 1 w swoim drugim ruchu.
Jacek moze temu zapobiec na dwa sposoby, ale kazdy z nich prowadzi do natych-
miastowe] przegranej. Jezeli Jacek pokoloruje wierzchotek v, kolorem 2 to Placek
koloruje wierzchotek v} kolorem 3 i zwycieza. Jezeli Jacek pokoloruje wierzchotek
v5 kolorem 1 to Placek koloruje wierzchotek vs kolorem 2, aby w kolejnym ruchu
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pokolorowaé kolorem 3 wierzchotek v/, lub v/, i réwniez zwyciezy¢. To w polaczeniu
z trywialnym oszacowaniem (fakt 1.1) koniczy dowdd. O

Twierdzenie 3.2 ([4]). Jezeli C,, oznacza cykl na n wierzchotkach, to
o (K0C,) = 4.

Dowdéd. Oznaczmy wierzchotki dwoch warstw cyklu C),, odpowiednio przez
/

U1, Vo, ..., Uy 1 U], 05, ... v Zalozmy, ze gracze maja do dyspozycji kolory ze
zbioru {1,2,3}. Z uwagi na symetrie, Jacek ma tylko jedna mozliwosé wykonania
pierwszego ruchu. Zatézmy, ze koloruje on wierzchotek v, kolorem 1. Jezeli n > 5,
to Placek koloruje wierzcholek v} kolorem 2, aby w kolejnym ruchu pokolorowaé
kolorem 3 wierzcholek v lub vy i zwycigzy¢ gre. Strategia ta nie dziata dla n = 4,
gdyz Jacek moze w drugim ruchu pokolorowaé¢ wierzchotek v, kolorem 3. Jednak-
ze KoOC, = K44 — 4K, 1 (fakt 1.6) réwniez mamy x,(K,0C;) = 4. Dla n = 3
Placek w pierwszym ruchu koloruje wierzchotek v§ kolorem 1, co wymusza na Jac-
ku uzycie nowego koloru w drugim ruch i prowadzi do zwycigstwa Placka. To w

potaczeniu z trywialnym oszacowaniem (fakt 1.1) konczy dowdd. O

Twierdzenie 3.3 ([4]). Jezeli K,, oznacza graf pelny na n wierzcholkach, to
Xo(KOK,) = n+ 1.

Dowdéd. Dla n = 1,2 rezultat jest oczywisty. Zatézmy, ze n > 3 1 w grze dostep-
nych jest n koloréw. W swoich pierwszych n—2 ruchach Placek stosuje nastepujace
reguty:

(i) jezeli Jacek pokolorowal wierzchotek w jednej z warstw grafu K, pewnym
kolorem, to Placek w najblizszym ruchu koloruje wierzchotek z przeciwnej
warstwy grafu K, tym samym kolorem,

(ii) jezeli to mozliwe, to Placek koloruje wierzcholek, ktérego jedyny sasiad z
przeciwnej warstwy grafu K, zostal wczesniej pokolorowany.

Zastosowanie reguty (i) powoduje, ze Jacek w kazdym swoim ruchu musi uzy¢ no-
wego koloru, zatem po n — 2 ruchach kazdego z graczy uzytych zostanie doktadnie
n — 2 koloréw. Zastosowanie reguly (ii) powoduje, ze po n — 2 ruchach kazdego
z graczy pozostate cztery niepokolorowane wierzchotki indukuja Sciezke Py badz
cykl Cy. Jacek musi rozpoczaé kolorowanie jednego z tych wierzchotkéw majac do
dyspozycji jedynie dwa kolory. W obu przypadkach (Sciezki i cyklu) Placek wy-
grywa gre (fakty 1.31 1.4). To w potaczeniu z trywialnymi oszacowaniami: dolnym
(fakt 1.2) i gérnym (fakt 1.1) konczy dowdd. O

40



Rezultaty powyzsze moglyby nasuna¢ przypuszczenie, ze x,(K.0G) =
Xy(G) + 1 dla dowolnego grafu G. Nie jest to jednak prawda ([4]). Badanie do-
ktadnych wartosci rozgrywanej liczby chromatycznej nawet dla stosunkowo ma-
tych graféw jest do$¢ ztozonym problemem. Dodatkowsa trudnoscig jest niemo-
notoniczno$¢ tego parametru na branie podgraféw (nawet indukowanych badz
rozpinajacych). W produkcie kartezjanskim GOH grafy G i H pojawiaja sie jako
podgrafy indukowane, bedace jego warstwami. Nie oznacza to jednak, ze znajo-
mos¢ rozgrywanej liczby chromatycznej dla produktu pozwala wnioskowaé o jej
wartodciach dla poszczegdlnych czynnikéw i odwrotnie. Pokazemy to w kolejnym
podrozdziale.

3.2 Gra kombinacyjna

Przedstawimy teraz gtowny wynik tego rozdziatu mowiacy, ze rozgrywana liczba
chromatyczna produktu dwoch graféw nie da sie w ogodlnosci ograniczy¢ z gory
przez jakakolwiek funkcje rozgrywanych liczb chromatycznych czynnikow.

Dla potrzeb dowodu gltownego twierdzenia zdefiniujmy pomocnicza gre kombi-
nacyjng (ang. game of combinations), ktéra jest szczegblnym przypadkiem dobrze
znanej gry Ramseya ([10],[11]). Niech dany bedzie zbiér F' = {1,...,n} oraz
rodzina F zlozona z niektérych jego [7]-elementowych podzbioréw. Elementy F
nazywaé bedziemy kombinacjami zabronionymi (ang. forbidden combinations). W
grze kombinacyjnej bierze udzial dwoch graczy: unikacz (ang. avoider) i wymu-
szacz (ang. forcer). Gracze wykonuja ruchy na przemian, zaczyna unikacz. Kazdy
ruch w grze polega na wybraniu ze zbioru F' jednego elementu, ktory nie zostat
jeszcze wybrany przez zadnego z graczy. Gra konczy sie po n ruchach, a jej wyni-
kiem jest podziat zbioru F' = U U W. Zbiér U zawiera |5 | elementéw wybranych
przez unikacza, za$ zbiér W zawiera | 3] elementéw wybranych przez wymusza-
cza. Unikacz wygrywa, jezeli wybrany przez niego zbiér U nie nalezy do rodziny
kombinacji zabronionych (U ¢ F). W przeciwnym przypadku (U € F) wygrywa
wymuszacz. Rodzina F jest ustalona przed gra i znana obu graczom.

Dla tak zdefiniowanej gry i konkretnego zbioru kombinacji zabronionych jeden
z graczy ma strategie wygrywajaca. W szczegdlnych przypadkach gra jest try-
wialna. Jezeli F = (), to unikacz wygrywa niezaleznie od przyjetej strategii. Dla
odmiany, jezeli |F| = (f%)’ to zawsze Wygrywa wymuszacz.

Rozwazmy dwie modyfikacje gry kombinacyjnej. U-grg nazywaé¢ bedziemy gre
kombinacyjna, w ktérej unikacz ma prawo spasowaé¢ w dowolnym swoim ruchu, zas
W-grg nazywac¢ bedziemy gre kombinacyjna, w ktorej takie prawo ma wymuszacz.
Przez spasowanie rozumiemy ruch, w ktérym gracz rezygnuje z przystugujacego
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mu prawa wybrania elementu ze zbioru F' i nastepny ruch wykonuje przeciwnik.
Liczba pasow jest dowolna. Zaktadamy ponadto, ze U-gra konczy sie w chwili, gdy
wymuszacz wybral [ 7] elementoéw ze zbioru F, zas W-gra konczy si¢ w chwili, gdy
unikacz wybral [§] elementéw. W momencie zakornczenia gry pozostate niewybra-
ne elementy zbioru F' sg automatycznie przydzielane do zbioru U (w U-grze) badz
W (w W-grze) i rozstrzygniecie nastepuje zgodnie z weze$niejszymi regutami.

W dalszej czesci uzyteczne beda dwa proste spostrzezenia, ktére sformutujemy
jako lematy.

Lemat 3.4. Jezeli unikacz ma zwycieskq strategie w grze kombinacyjnej na zbiorze
E' ze zbiorem kombinacji zabronionych F, to ma rowniez strategie wygrywajgcg w
W -grze na zbiorze F' ze zbiorem kombinacji zabronionych F.

Lemat 3.5. Jezeli wymuszacz ma zwycieskq strategie w grze kombinacyjnej na
zbiorze F' ze zbiorem kombinacji zabronionych F, to ma réowniez strategie wygry-
wajgeq w U-grze na zbiorze F' ze zbiorem kombinacji zabronionych F.

Dowéd. Gracz (w U-grze wymuszcz, a w W-grze unikacz) prowadzi gre wedlug
zwycieskiej strategii. Jezeli przeciwnik spasowat, to gracz moze zasymulowaé jego
ruch (ktadac specjalny znacznik na dowolny niewybrany i niezaznaczony element
zbioru F') i dalej gra¢ wedtug zwycieskiej strategii. Podobnie czyni, gdy przeciwnik
wybierze element, ktéry wezesniej zostal zaznaczony. Postepowanie takie dopro-
wadzi do wybrania zwycieskiej konfiguracji w grze kombinacyjnej. Konfiguracja ta
jest réwniez zwycieska w U-grze lub W-grze, co konczy dowod obu lematow. [

Wiadomo, ze dla dowolnego k > 2 zachodzi réwnos$¢ x,(Kj ) = 3 (fakt 1.5).
Gdyby istniata uniwersalna funkcja f : N? — N, ktora ograniczataby z goéry
rozgrywang liczbe chromatyczng dowolnego produktu kartezjanskiego w sposéb

XQ(GDH) < f(Xg(G)an(H)):

to oznaczaloby to, ze istnieje taka uniwersalna stata n, ze
Xg(Kk,kDKm,m) < n,

dla dowolnych k£ i m. Pokazemy, ze taka stata nie istnieje.

Whprowadzmy nastepujace oznaczenia. Niech V(K ) = Vi U Vs, gdzie V; sa
zbiorami niezaleznymi oraz V(Kp,.,) = Wi U Ws,, gdzie W; sa zbiorami nie-
zaleznymi. Wierzchotki produktu Kj ;U K,, ,,, mozemy podzieli¢ na cztery km-
elementowe podzbiory postaci V; x W, ktére oznaczmy przez A, B,C i D. Dla
ustalenia uwagi przyjmijmy, ze kazdy wierzchotek ze zbioru A posiada m sasiadow
w zbiorze C, k sasiadéw w zbiorze B oraz nie posiada sasiadéw w zbiorze D (patrz
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Rysunek 3.3: Rozgrywka na produkcie kartezjanskim Ky, , U Ky,

rysunek 3.3). Zbiér wszystkich wierzchotkéw L C C', ktére maja wspolne sasie-
dzwo w zbiorze A nazywaé bedziemy CA-wiéknem (ang. C-A-fiber). Podobnie
definiujemy AC-wtokno oraz wszystkie XY -wtokna, gdzie X 1Y sg para réznych
elementéw ze zbioru {A, B,C, D}. Zauwazmy, ze C'A-wtékno L C C' sktada sie
z m wierzchotkéw, ktore posiadaja m wspolnych sgsiadow w zbiorze A. Zbior
wszystkich tych sgsiadow L' C A tworzy AC-widkno, ktére nazywaé bedziemy
dopetnieniem (ang. complementary) wtékna L. Analogicznie definiujemy dopet-
nienia pozostatych XY-wtékien (patrz rysunek 3.3).

Twierdzenie 3.6 ([4]). Dla dowolnej liczny naturalnej n istniejg takie liczby
naturalne k oraz m, ze
Xg(Kk:,k DKm,m) >n.

Dowéd. Niech G = Kj, UK, ,, 1 niech gracze uzywaja koloréw ze zbioru F' =
{1,...,n}. Zalézmy, ze liczby k i m sa na tyle duze, ze kazde wltékno grafu G
zawiera wystarczajaca (dla opisanej nizej strategii) liczbe wierzchotkéw. Bedzie to
zawsze mozliwe, gdyz (co zobaczymy z opisu strategii) wielkosé liczb k i m zaleze
bedzie bedzie jedynie od n. Pokazemy strategie dla Placka, ktora doprowadzi do
tego, ze w grafie G pojawi sie niepokolorowany wierzchotek (w zbiorze A), ktory
bedzie posiadat pokolorowanych sasiadoéw we wszystkich kolorach ze zbioru F'.
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Oznaczmy przez C'V (G) zbiér wierzchotkéw pokolorowanych na danym etapie
gry. Dla v € CV(QG) niech c¢(u) oznacza kolor wierzchotka w. Dla L C V/(G)
definiujemy CV (L) = LN CV(G) oraz ¢(L) = {c(u) : u € CV(L)}. Jezeli na
pewnym etapie gry ¢(L) = (), to méwimy, ze zbiér L jest wolny.

Strategie Placka podzielmy na dwa etapy. W pierwszym etapie Placek koloruje
wylacznie wierzchotki ze zbioru C'. Ponadto podzielmy pierwszy etap na naste-
pujace po sobie fazy. Na poczatku kazdej z faz Placek wybiera wolne C' A-wtdkno
L, ktérego dopelnienie L' (bedace AC-wiéknem) jest réwniez wolne. Kazda faza
sktada si¢ z [ | ruchéw Placka (| 5] ruchéw Jacka), w ktérych koloruje on wytacz-
nie wierzchotki z ustalonego na poczatku C'A-wtékna L. Jedynym ograniczeniem
dla Placka sa kolory, ktére Jacek nadal wierzchotkom z widkna L’ (ewentualnie
ze zbioru D), gdyz nie moga sie juz one pojawi¢ na wierzchotkach z wtékna L.

Rozwazmy poczatek nowej fazy gry i zdefiniujmy dla niej rodzine

F={c(K): KCL, L jest CA-wloknem i |c¢(K)| = Fﬂ }.
Rozwazmy W-gre na zbiorze F' ze zbiorem kombinacji zabronionych F, w ktorej
Placek jest unikaczem, za$ Jacek wymuszaczem. Jeden z graczy ma w tej grze
strategie wygrywajaca. Zauwazmy, ze na poczatku gry zbiér F jest pusty, zatem
unikacz (Placek) ma strategie wygrywajaca. Rozwazmy poczatek takiej fazy gry,
ze dla zdefiniowanej powyzej W-gry unikacz (Placek) ma strategie wygrywajaca.
Placek stosuje te strategie do gry w kolorowanie w ten sposoéb, ze wedlug niej wy-
biera kolory ze zbioru F' i nadaje je niepokolorowanym wierzchotkom C'A-wtdkna
L (ustalonego na poczatku fazy). Ruchy Jacka polegajace na kolorowaniu wierz-
chotkéw z wldékna L' traktuje on jak ruchy wymuszacza w W-grze, bo kolory
uzyte w nich przez Jacka nie mogg by¢ juz uzyte przez Placka w dalszej czesci
tej fazy gry. Wszystkie inne ruchy Jacka Placek traktuje jak pasy wymuszacza w
W-grze. Poniewaz Placek ma strategie zwycieska w W-grze, to po zakonczeniu tej
fazy gry kombinacja koloréw wierzchotkow z wiokna L bedzie rézna od wszystkich
kombinacji ze zbioru F. Przed przystapieniem do kolejnej fazy gry Placek musi
okresli¢ nowy zbiér F. Latwo zauwazy¢, ze zbiér ten musi by¢ istotnie wickszy,
gdyz naleze¢ do niego bedzie co najmniej jedna dodatkowa kombinacja koloréow —
ta uzyskana przez Placka w poprzedniej fazie. Po co najwyzej ((%) fazach pierw-
szego etapu gry zbiér F bedzie juz na tyle duzy, ze unikacz (Placek) nie bedzie
miec¢ juz strategii wygrywajacej w W-grze. W tym momencie Placek konczy pierw-
szy (wielofazowy) etap gry i zaczyna drugi, ktéry sktadaé sie bedzie tylko z jednej
fazy.

W drugim etapie Placek koloruje wytacznie wierzchotki ze zbioru B. Wybie-
ra on wolne BA-wtékno M, ktérego dopelnienie M’ (bedace AB-wiéknem) jest
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réwniez wolne. Etap ten sktada si¢ z || ruchéw Placka, w ktérych koloruje on
wierzchotki z ustalonego na poczatku BA-wtokna M. Jedynym ograniczeniem dla
Placka sa kolory, ktore Jacek nadal wierzchotkom z wtékna M’ (ewentualnie ze
zbioru D), gdyz nie moga sie juz one pojawié¢ na wierzchotkach z wtékna M. Roz-
wazmy U-gre na zbiorze F' ze zbiorem kombinacji zabronionych F, w ktorej Placek
jest tym razem wymuszaczem, za$ Jacek unikaczem. Wymuszacz (Placek) ma w
tej grze strategie wygrywajaca. Placek stosuje te strategie do gry w kolorowanie
w ten sposob, ze wedtug niej wybiera kolory ze zbioru F' i nadaje je niepokolo-
rowanym wierzchotkom BA-wlokna M. Ruchy Jacka polegajace na kolorowaniu
wierzchotkéw z wtokna M’ traktuje on jak ruchy unikacza w U-grze, bo kolory
uzyte w nich przez Jacka nie moga by¢ juz uzyte przez Placka w dalszej czesci gry.
Wszystkie inne ruchy Jacka Placek traktuje jak pasy unikacza w U-grze. Poniewaz
Placek ma strategie zwycieska w U-grze, to po jego 5] ruchach kombinacja ko-
loréow wierzcholtkéw z wtékna M bedzie dopelnieniem (do F') jednej z kombinacji
zabronionych z F. Zgodnie z okresleniem zbioru F istnieje takie C'A-wtokno L, ze
c(L)Uc(M) = F. Jedyny wierzcholek u € A, ktory nalezy do L' N M’ ma w swoim
sasiedztwie wierzchotki pokolorowane kazdym z dostepnych koloréw (co w szcze-
gélnosci oznacza, ze jest on niepokolorowany), zatem opisana powyzej strategia
powoduje, ze Placek wygrywa gre (patrz rysunek 3.3).

Zauwazmy, ze czas trwania rozgrywki, po ktorym Placek osigga zwycieska kon-
figuracje zalezy jedynie od liczby kolorow, wiec liczby k& i m moga by¢ dowolnie
duze. Latwo zauwazy¢, ze Placek moze stosowaé te sama strategie, jesli w grze do-
stepnych bedzie mniej niz n koloréw. Jezeli Jacek w trakcie rozgrywki kolorowac
bedzie wierzchotki ze zbioru D, to niektore wierzchotki z C'A-widkien i z BA-
wlokien beda mialy ograniczong mozliwo$é nadawania im koloréow, co mogloby
prowadzi¢ do pewnych komplikacji. Jednak wobec dowolnoéci liczb k£ i m, Pla-
cek zawsze znajdzie w wybranym wtéknie dostateczna liczbe niepokolorowanych
wierzchotkéw, ktorych wszyscy sasiedzi w zbiorze D sg réwniez niepokolorowani.

To konczy dowdd. ]

Pokazalismy wiec, ze rozgrywana liczba chromatyczna produktu kartezjanskie-
go nie daje sie w ogélnosci ograniczy¢ przez zadng funkcje rozgrywanych liczb
chromatycznych czynnikow. Mozemy to uznac¢ za kolejna anomali¢ rozgrywanego
kolorowania, gdyz w przypadku zwyktej liczby chromatycznej mamy rownosé

X(GOH) = max{x(G), x(H)}.

Analiza malych przypadkéw z podrozdziatu 3.1 oraz wynik z twierdzenia 3.6
uprawnia nas do postawienia hipotezy.
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Hipoteza 2. Dla dowolnych grafow G i H zachodzi nieréuwnosé

Xg(GOH) > max{xy(G), x4(H)}.

3.3 Produkty drzew i graféw planarnych

Naturalnym problemem wydaje si¢ poszukiwanie nietrywialnych (w tym przypad-
ku o nieograniczonym stopniu) klas graféw, ktérych produkty kartezjanskie maja
ograniczona rozgrywang liczbe chromatyczna. Bardzo przydatne okazuje si¢ tu
by¢ twierdzenie 2.2. Przypomnijmy, ze kolorowanie f : V(G) — C nazywamy
acyklicznym, gdy jest ono poprawne (w zwyklym sensie) oraz dodatkowo, gdy
podgraf indukowany przez wierzchotki z dowolnych dwdéch klas koloréw jest acy-
kliczny. Najmniejsza liczbe koloréw potrzebna do acyklicznego pokolorowania gra-
fu G nazywamy acykliczng liczbg chromatyczng (ang. acyclic chromatic number)
i oznaczamy przez x.(G).
Dinski i Zhu pokazali ([21]), ze dla dowolnego grafu G zachodzi nieréwnosé

Xg(G) < Xa(G)(Xa(G) +1).

Jamison i inni pokazali ([28]), ze acykliczna liczba chromatyczna produktu karte-
zjanskiego dwoch drzew nie przekracza 3. Dostajemy zatem nastepujace ograni-
czenie.

Twierdzenie 3.7 ([4]). Dla dowolnych drzew Ty i Ty zachodzi nieréwno$é
Xg(T1DT2> < 12.

Roéwniez dla produktu kartezjanskiego dwoch grafow planarnych rozgrywana
liczba chromatyczna jest ograniczona, co wynika z nastepujacej nieréwnosci.

Fakt 3.1. Dla dowolnych grafow G i H zachodzi nieréunos$c
Xa(GOH) < Xa(G)xa(H).

Dowdéd. Niech x.(G) =k, xo(H) = [ oraz niech g : V(G) — [k] i h: V(H) — [[]
beda optymalnymi acyklicznymi kolorowaniami. Pokazemy, ze kolorowanie f :

V(GOH) — [k] x [l] zdefiniowane jako

f(u,v) = (g(u), h(v))

jest rowniez acykliczne. Jest ono poprawne w zwyklym sensie, bo kolorowania ¢
i h byly poprawne. Pokazemy, ze na dowolnym cyklu C' C GUH wystepuja co
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najmniej trzy kolory (patrz rysunek 3.4). Jezeli caly cykl C' jest zawarty w jednej
warstwie (grafu G badz H), to z uwagi na acyklicznosé kolorowania (odpowiednio
g lub h) musi on mie¢ trzy rézne kolory w kolorowaniu f. W przeciwnym wypadku
istnieja trzy kolejne wierzchotki (uq, vs), (uy, v1), (ug, v1) € C takie, ze (uy,vy) jest
sasiedni zaréwno z (uq,v2) jak i (ug,v;). Oznacza to, ze wierzcholki uy i ug byty
sasiednie w grafie GG, a wierzchotki vy i vy byty sasiednie w grafie H. Z poprawnosci
kolorowan ¢ i h dostajemy, ze g(uy) # g(uz) oraz h(vy) # h(vs), a to zgodnie z
okresleniem kolorowania f oznacza, ze wierzchotki (u,vs), (u1,v1), (ug,v1) € C
dostaty trzy rézne kolory, odpowiednio (g(uy), h(v2)), (g(u1), h(v1)), (g(ug), h(vy)).
To konczy dowod. O]

@)

Q
f@
>

Rysunek 3.4: Trzy kolory na cyklu

Fakt ten w potaczeniu z twierdzeniem Borodina ([15]), méwiacym, ze acyklicz-
na liczba chromatyczna grafu planarnego nie przekracza 5 daje nam nastepujace
ograniczenia.

Twierdzenie 3.8 ([4]). Dla dowolnych graféw planarnych Py i Py zachodzi nie-
rownosé

Xo(POPy) < 650.

47



Twierdzenie 3.9 ([4]). Dla dowolnego drzewa T i dowolego grafu planarnego P
zachodzi nieréwnosé
Xo(TOP) < 110.

State ograniczajace w twierdzeniach 3.7, 3.8 i 3.9 nie sa optymalne. W celu
znalezienia lepszych oszacowan nalezy poszuka¢ lepszej strategii dla Jacka. Jak
pokazaliSmy w rozdziale 2, dobre wyniki w szacowaniu z gory rozgrywanej licz-
by chromatycznej réznych klas graféw (np. planarnych) dato zalozenie, ze Jacek
nie rozroznia koloréw. Prowadzito to do gry w ktoérej Jacek minimalizowat liczbe
pokolorowanych sgsiadéw kazdego niepokolorowanego wierzchotka. Dato to kilka
nowych strategii, z ktorych najskuteczniejsza okazala sie strategia aktywacji.

Ciekawa koncepcje mieszane] strategii zaprezentowal Zhu ([37]). Méwigc w
najwickszym uproszczeniu, w rozgrywce na produkcie kartezjanskim GUH Jacek
stosuje jednoczesnie dwie strategie. Dla warstw grafu G stosuje on strategie acy-
klicznego kolorowania, natomiast dla warstw grafu H strategie aktywacji. Daje to
oszacowanie ktére mozna symbolicznie zapisa¢ w postaci

Xg(GOH) < f(Xa(G), coly(H)),

gdzie f jest pewna funkcja. W szczegélnosci poprawia ono wyniki z twierdzen 3.7,
3.813.9.

Twierdzenie 3.10 (Zhu [37]). Dla dowolnych drzew Ty i Ty oraz dla dowolnych
grafow planarnych Py i Py zachodzq nierownosci:

Xg(T1DT2> < 10,

Xg(PlDPQ) < 105,
Xo(TyOP,) < 36.

7 pewnoscig powyzsze state rowniez nie sa optymalne. Kolejnym naturalnym
krokiem w celu ich poprawienia wydaje si¢ zastosowanie globalnej strategii (na
przykltad aktywacji) i skorzystanie z oszacowania

X¢(GOH) < coly,(GOH).

Pokazalismy w rozdziale 2, ze takie podejscie dato Swietne rezultaty zaréwno dla
drzew (optymalne oszacowanie x,(7") < 4) jak i dla graféw planarnych (najlep-
sze znane oszacowanie X,(P) < 17), wiec mozna by mie¢ nadzieje, ze podobnie
bedzie dla produktu kartezjanskiego. Niestety tak nie jest. Nawet dla produktu
kartezjanskiego dwoch gwiazd rozgrywana liczba kolorujaca jest nieograniczona.
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Twierdzenie 3.11 ([4]). Dla dowolnej liczny naturalnej n istnieje taka liczba

naturalna k, Ze
coly (K, O Ky ) > n.

Dow6d. Dowdd tego twierdzenia mozna przeprowadzi¢ wprost, metodami po-
dobnymi do tych uzytych w dowodzie twierdzenia 3.6. Podamy tu jednak krétsze
uzasadnienie wynikajace wprost z twierdzenia Kiersteada i Trottera. Zdefiniujmy
graf sdy(G) (ang. subdivision graph), ktéry powstaje z grafu G przez zastapienie
w nim kazdej krawedzi $ciezka dtugosci 2 (lub réwnowaznie, przez wstawienie do-
datkowego wierzchotka na kazdej krawedzi). Kierstead i Trotter pokazali ([31]), ze
col,(sdy(Kyy)) rosnie asymptotycznie jak In k. Graf K4, O Ky 4 \ {(uo,v0)}, ktory
otrzymujemy przez usuniecie z grafu K, j [ K ;, wierzchotka o najwigkszym stop-
niu jest izomorficzny z grafem sd (K ), zatem rowniez coly (K5, O Ky ) rosnie
asymptotycznie jak In k, co implikuje teze. ]
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Rozdziat 4

Rozgrywane kolorowanie
krawedzi graféow

4.1 Rozgrywany indeks chromatyczny

W rozdziale tym rozwaza¢ bedziemy krawedziowa wersje gry, ktorej reguly sa ana-
logiczne do rozpatrywanej wczesniej gry na wierzchotkach. Dwaj gracze - Jacek
i Placek na przemian koloruja krawedzie danego grafu GG przy uzyciu koloréw z
ustalonego zbioru C'. Obu graczy obowiazuje reguta poprawnego kolorowania, czyli
w kazdym momencie gry kazde dwie incydentne i pokolorowane krawedzie musza
mie¢ rozne kolory. Celem Jacka jest uzyskanie poprawnego kolorowania catego gra-
fu G i tylko w takim przypadku zwycieza. Placek chce temu zapobiec, to znaczy
uzyskaé takie czesciowe pokolorowanie krawedzi grafu, ktére nie da sie rozszerzy¢
(bez koniecznosci wprowadzenia dodatkowego koloru) do poprawnego krawedzio-
wo kolorowania catego grafu i wowczas on zostaje zwyciezca. Dla zadanego zbioru
koloréw C'i danego grafu G jeden z graczy ma strategie wygrywajaca.

Dla tak okreslonej gry i zadanego grafu G definiujemy rozgrywany indeks chro-
matyczny (ang. game chromatic index) jako najmniejsza liczbe koloréw, dla kto-
rej Jacek ma strategie zwycieska w krawedziowej grze na grafie G. Parametr ten,
oznaczany przez X,(G), jest dobrze zdefiniowany, gdyz w najgorszym razie dla
|C| = |E(G)| dowolna strategia Jacka jest zwycieska. Mozemy go réwniez zdefi-
niowaé dla dowolnej (skonczonej lub nieskoriczonej) klasy graféw G jako

Xg(G) = max{x;(G) : G € g},
przyjmujac, ze x,(G) = oo, gdy to maksimum nie istnieje.
Fakt 4.1. W grafie G o maksymalnym stopniu wierzchotka rownym A zachodzg

51



nierownosct

V(G) < X,(@) <28 - 1.

Dowdd. Jest oczywiste, ze aby istniata strategia wygrywajaca dla Jacka w grze
na grafie G i ze zbiorem koloréw C', to musi istnie¢ poprawne kolorowanie krawe-
dzi grafu G przy uzyciu kolorow z C, a zatem musi ich by¢ co najmniej tyle, ile
wynosi indeks chromatyczny tego grafu.

W przypadku gornego oszacowania wystarczy zauwazy¢, ze w grafie o maksymal-
nym stopniu wierzchotka A kazda krawedz jest incydentna z co najwyzej 2A — 2
krawedziami, wiec w grze z dostepnymi 2A — 1 kolorami Jacek musi wygra¢. [

Zarowno dolne jak i gérne oszacowanie moze by¢ osiggniete. Zauwazmy, ze w
rozgrywce na grafie pelnym K, przy uzyciu koloréw ze zbioru C' = {1,2,3,4}
Placek moze wygraé¢ gre (patrz rysunek 4.1). Z uwagi na pelng symetrie mozemy
zatozy¢, ze Jacek rozpoczyna gre od pokolorowania krawedzi e; kolorem 1. Placek
odpowiada kolorujac jedyna nieincydentna z e; krawedz e} kolorem 2, co sprawia,
ze kolory 1 i 2 nie moga by¢ juz uzyte w dalszej czesci gry. Jacek w kolejnym
ruchu musi uzy¢ nowego koloru, powiedzmy 3 na krawedzi e,. Placek odpowiada
kolorem 4 na nieincydentnej z es krawedzi €}, co gwarantuje mu zwyciestwo, gdyz
pozostate dwie niepokolorowane krawedzie e i €} sa juz incydentne z krawedziami
we wszystkich dostepnych kolorach. Mamy zatem x;(Ky) =23 —1=5.

Rysunek 4.1: Rozgrywka na grafie Ky

Z drugiej strony, wezmy graf K, U Ky bedacy roztaczna suma dwoéch klik.
Zauwazmy, ze Y (K, U K3) = A = 3 i rozwazmy rozgrywke, w ktérej dostepne
sa 3 kolory (patrz rysunek 4.2). Jacek w pierwszym ruchu moze pokolorowaé
izolowang krawedz e, ze sktadowej K5 co spowoduje, ze rozgrywke na sktadowej Ky
musi rozpoczaé Placek. Dzieki temu Jacek ma teraz tatwg strategie wygrywajaca.
Po kazdym ruchu Placka polegajacym na pokolorowaniu krawedzi e; kolorem i
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odpowiada on kolorujac jedyna nieincydentna z e; krawedz e tym samym kolorem,
co doprowadzi do poprawnego pokolorowania sktadowej K, trzema kolorami i
zwycigstwa Jacka. Mamy zatem x; (K4 U Ky) = 3.

Dwa powyzsze przyktady pokazuja przy okazji, ze rozgrywany indeks chroma-
tyczny, podobnie jak jego odpowiednik wierzchotkowy, nie jest monotoniczny ze
wzgledu na branie podgraféw.

Rysunek 4.2: Rozgrywka na grafie Ky U Ko

4.2 Aktywacja krawedziowa

Zajmiemy sie teraz goérnym oszacowaniem rozgrywanego indeksu chromatyczne-
go. Punktem wyjscia niech bedzie oszacowanie trywialne zapisane jako X;(G) <
A+ A — 1. Poniewaz w przypadku wygranej Jacka otrzymujemy poprawne kolo-
rowanie krawedzi, to po prawej stronie kazdego takiego oszacowania musi pojawic¢
sie parametr A. Wskazane byloby zastapienie drugiej A przez pewng funkcja in-
nego parametru grafowego. Nie powinien on zaleze¢ od maksymalnego stopnia w
grafie oraz powinien daé sie ograniczy¢ przez stalg, jesli nie dla wszystkich gra-
fow, to przynajmniej dla pewnych klas. Szuka¢ bedziemy zatem nieréwnosci, ktére
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mozemy symbolicznie zapisa¢ w postaci
Xy(G) <AG) + £(G).

W przypadku zwyktego (nierozgrywanego) indeksu chromatycznego w powyzszym
wzorze mogliby$my przyja¢ f = 1 dla wszystkich graféw (dla niektérych nawet
f =0), o czym méwi klasyczne twierdzenie Vizinga.

Pierwsze tego typu oszacowanie dla rozgrywanego indeksu chromatycznego
podali Cai i Zhu ([19]).

Twierdzenie 4.1 (Cai, Zhu [19]). Dla dowolnego d-zdegenerowanego grafu G
zachodzi nieréwnosé

XL(G) < A(G) +3d — 1.

Moéwimy, ze graf G jest d-zdegenerowany (ang. d-degenerate), jezeli kazdy je-
go podgraf zawiera wierzcholek stopnia co najwyzej d. Aby oszacowanie w po-
wyzszym twierdzeniu byto mozliwie najlepsze nalezy wzig¢ najmniejsze d o tej
wlasnodci, ktére nazywamy stopniem zdegenerowania (ang. degeneracy) grafu i
oznaczamy przez deg(G). Pojecie stopnia zdegenerowania jest w zasadzie réwno-
wazne wprowadzonemu wczesniej pojeciu liczby kolorujacej, a jedyna réznica jest
taka, ze deg(G) = col(G) — 1. Istnieje wiele klas graféow o nieograniczonym stop-
niu maksymalnym, ale o ograniczonym stopniu zdegenerowania i dla tych klas
twierdzenie to istotnie poprawia wczesniejsze trywialne oszacowanie. Wiemy, ze
drzewa (lasy) sa l-zdegenerowane, zatem x;(7") < A(T') + 2 dla dowolnego acy-
klicznego grafu T. Wiadomo réwniez, ze grafy planarne sa 5-zdegenerowane, co
daje x;(P) < A(P) + 14 dla kazdego planarnego grafu P.

W dowodzie twierdzenia 4.1 autorzy wykorzystali zmodyfikowana strategie ak-
tywacji znang z gry na wierzchotkach. Opierata si¢ ona na porzadku na zbiorze
wierzchotkéw, ktéry wynikal ze zdegenerowania grafu i miat t¢ wlasnosé, ze kazdy
wierzchotek ma co najwyzej d sasiadow wsrod wierzchotkéw stojacych wezesniej
w tym porzadku. Takie naturalne uporzadkowanie grafu d-zdegenerowanego jest
zawsze mozliwe. Wystarczy kolejno usuwac z grafu wierzchotki o stopniu co najwy-
zej d i ustawiaé je w odwrotnej kolejnosci. Porzadek ten generuje pewne czesciowe
uporzadkowanie zbioru krawedzi, ktére po zastosowaniu odpowiedniej procedury
aktywacyjnej umozliwia Jackowi wyboér krawedzi, ktora ma pokolorowa¢ w swoim
ruchu. Podobnie jak w przypadku gry na wierzchotkach, takze tym razem Jacek
tylko wskazuje krawedz do pokolorowania, nie dbajac o kolor, jaki ma by¢ jej
nadany. Zwyciestwo w grze zagwarantuje mu wybieranie krawedzi w taki sposob,
aby w dowolnym momencie gry, kazda niepokolorowana krawedz byta incydentna
z co najwyzej A(G) + 3d — 2 krawedziami pokolorowanymi.
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W dalszej czesci tego rozdziatu pokazemy rezultat, w ktérym poprawiamy
oszacowanie z twierdzenia 4.1. W jego dowodzie réwniez wykorzystujemy strate-
gie aktywacji. Nowym pomystem, ktory znacznie upraszcza zarowno dowdd, jak i
opis samej strategii, jest rezygnacja z porzadkowania wierzchotkow na rzecz od-
powiedniej orientacji krawedzi grafu.

WprowadZmy kilka niezbednych oznaczen. Dla danego grafu G = (V, E) przez
G = (V, E) oznaczamy graf skierowany (ang. directed graph) powstaly z G przez
zorientowanie jego krawedzi. Zbiér wszystkich mozliwych orientacji grafu G ozna-
czamy przez O(G). Przez O,(G) C O(G) oznaczamy zbiér wszystkich orientacyi
porzgdkowych. Orientacje porzadkowa zgodna z ustalonym porzadkiem wierzchot-
kéw vy, ..., v, tworzymy w ten sposob, ze zwrot strzatki na kazdej krawedzi odpo-
wiada znakowi < pomiedzy numerami wierzchotkéw na jej koncach, czyli v; « v,
oznacza, ze ¢ < j. Niech v € V bedzie wierzchotkiem w grafie skierowanym. Przez
E*(v) oznaczamy zbiér krawedzi wychodzacych z wierzchotka v, a przez d*(v)
ich liczbe (stopien wyjscia), analogicznie przez E~(v) oznaczamy zbior krawedzi
wehodzacych do wierzcholka v, a przez d=(v) ich liczbe (stopien wejscia). A*(G)
oznacza maksymalny stopien wyjscia w grafie skierowanym, zas

AT(G) = min max d* (v).
O(G) veV
Zauwazmy ponadto, ze stopien zdegenerowania grafu mozemy réwnowaznie zde-
finiowa¢ w nastepujacy sposob:

deg(G) = om(ig) max d*(v).

Sformutujemy teraz gtowne twierdzenie tego rozdziatu.

Twierdzenie 4.2 ([5]). Dla dowolnego grafu G zachodzi nieréwnosé
Xy(G) < A(G) +3A7(G) — 1.

Poréwnujac definicje AT(G) i deg(G) tatwo zauwazamy, ze AT (G) < deg(G),
wiec wynik z twierdzenia 4.2 jest na pewno nie gorszy od tego z twierdzenia 4.1.
Na konicu tego podrozdziatu pokazemy, ze na pewnych klasach graféw moze by¢
on istotnie lepszy.

Dla potrzeb dowodu zalézmy, ze Jacek nie rozréznia zadnych koloréw, a potrafi
tylko stwierdzi¢, czy dana krawed? jest pokolorowana czy nie. Cheac nadal graé (i
wygrac) z Plackiem musi zaproponowa¢ mu modyfikacje regut gry. Gracze, zamiast
uzywac kolorow z danego zbioru C, ustalaja przed gra liczbe naturalng k. Kazdy
ruch Jacka bedzie teraz polegal na wskazaniu pewnej niepokolorowanej krawedzi
bez okreslenia, jaki kolor ma by¢ jej nadany. Jacek deklaruje, ze bedzie w taki
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sposob wybierat krawedzie, aby w kazdym momencie gry kazda niepokolorowana
krawedZ byta incydentana z co najwyzej k — 1 krawedziami pokolorowanymi. Jesli
uda mu si¢ osiagnaé ten cel, to zostaje zwyciezca. W przeciwnym razie wygrywa
Placek. Najmniejsze k, dla ktorego Jacek—daltonista ma strategie wygrywajaca na
grafie G nazywamy rozgrywanym indeksem kolorujgcym (ang. game coloring in-
dex) i oznaczamy przez col, (G). Jasne jest, ze strategia zwycigska dla Jacka w grze
bez rozrézniania barw (ang. marking game) moze by¢ z powodzeniem zastosowana
w wyjsciowej grze przy zatozeniu, ze |C| = k, co wyraza sie nieréwnoscia

Xy (G) < coly(G).
Teza twierdzenia 4.2 bedzie tatwym wnioskiem z ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie 4.3 ([5]). Dla dowolnego grafu G zachodzi nieréwnosé
coly (G) < A(G) 4+ 3A7(G) — 1.

Dowdéd. Zacznijmy od opisania strategii dla Jacka. Przed rozgrywka Jacek na-
daje taka orientacje krawedziom grafu, aby maksymalny stopien wyjsécia byt moz-
liwie najmniejszy, czyli réwny A1 (G). Ponadto na kazdej krawedzi umieszcza on
specjalny znacznik, ktory bedzie go informowal, czy dana krawedz jest aktywna.
Mozemy wyobrazi¢ sobie, ze krawedzie grafu zostaty wykonane z dtugich $wie-
tlowek, ktore zapalaja sie w momencie aktywacji. Tylko Jacek moze aktywowaé
krawedzie. Na poczatku gry wszystkie krawedzie sg nieaktywne, a krawedz, ktora
zostaje raz aktywowana pozostaje aktywna do konca rozgrywki. Orientacja grafu
G oraz wiedza o tym, ktore krawedzie sa aktywne, jest znana Plackowi, ale nie
przyniesie mu to zadnej korzysci.

Jacek w celu wybrania krawedzi, ktérg ma pokolorowaé¢ wykonuje spacer (jego
kolejne etapy bedziemy nazywaé skokami) po krawedziach grafu stosujac naste-

pujace reguty:

(i) z krawedzi z Jacek skacze do dowolnej niepokolorowanej krawedzi yz €
E*(y),

(ii) jezeli krawedZ y% jest nieaktywna, to aktywuje ja i kontynuuje zgodnie z (i)
przyjmujac xi = y%,

(iii) jezeli krawedZ y% jest aktywna, to koloruje ja,

(iv) jezeli Jacek skoczyl do krawedzi x¥, z ktorej nie moze wykonaé kolejnego
skoku (bo nie ma juz zadnej niepokolorowanej krawedzi w zbiorze E*(y)),
to koloruje zy.
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Zauwazmy, ze jezeli Jacek rozpocznie spacer od pewnej krawedzi i bedzie go kon-
tynuowal zgodnie z regutami (i)-(iv), to zawsze zakonczy go po skonczonej liczbie
skokéw, kolorujac ostatniag odwiedzong krawedz. Do pelnego opisu strategii nalezy
jeszcze wskazac, od ktorej krawedzi Jacek powinien zaczac¢ spacer. W pierwszym
ruchu Jacek skacze do dowolnej krawedzi i kontynuuje spacer zgodnie z regutami
(i)-(iv) az pokoloruje jaka$ krawedz. Po ruchu Placka polegajacym na pokoloro-
waniu pewnej krawedzi xj Jacek odpowiada nastepujaco:

(a) jezeli krawedz 2y jest aktywna, to Jacek skacze do dowolnej niepokolorowa-
nej krawedzi,

(b) jezeli krawedz xy jest nieaktywna, to Jacek, w pierwszej kolejnosci, aktywuje
ja, a nastepnie:

— jezeli w zbiorze E™(y) sa jeszcze niepokolorowane krawedzie, to Jacek
skacze do jednej z nich,

— jezeli w zbiorze ET(y) nie ma zadnej niepokolorowanej krawedzi, to
Jacek skacze do dowolnej niepokolorowanej krawedzi.

Zauwazmy, ze po ruchu Jacka wszystkie pokolorowane krawedzie sa aktywne, nato-
miast po ruchu Placka moze pojawié sie co najwyzej jedna pokolorowana krawedz,
ktora jest nieaktywna, jednak mozemy ja juz w tym momencie zaliczy¢ do krawe-
dzi aktywnych — zgodnie z punktem (b) powyzszej strategii. Zatem dla dowodu
poprawnosci strategii wystarczy ograniczy¢ z gory liczbe aktywnych krawedzi in-
cydentnych z dowolng niepokolorowang krawedzia.

Ustalmy dowolng krawedz 27 i zal6zmy, ze po ruchu Jacka jest ona niepokoloro-
wana oraz nieaktywna (patrz rysunek 4.3). Liczbe wszystkich aktywnych krawedzi
incydentnych z nia w wierzchotku y mozemy ograniczy¢ przez A(G) — 1, za$ liczbe
aktywnych krawedzi wychodzacych z wierzchotka x (ze zbioru E*(x) \ {£¥}) mo-
zemy ograniczy¢ przez AT(G) — 11 oba te ograniczenia nie zaleza od strategii, a
jedynie od niezmiennikéw A i A*. Chegce oszacowaé z gory liczbe aktywnych kra-
wedzi wchodzacych do wierzchotka x (ze zbioru E~(z)) musimy przeanalizowaé
strategie dla Jacka, gdyz tylko on mogt aktywowac te krawedzie skaczac do nich
w pewnym etapie procedury aktywacji. Zauwazmy, ze ilekro¢ Jacek aktywowal
krawedz ze zbioru E~(x), tylekro¢ musial wykonaé¢ z niej skok do ktoérejs niepo-
kolorowanej krawedzi ze zbioru E*(x) \ {¥}. Poniewaz krawedzi w tym zbiorze
jest co najwyzej A1(G) — 1, a kazda z nich mogta zostaé¢ odwiedzona przez Jac-
ka co najwyzej dwukrotnie (za pierwszym razem zostala aktywowana, za drugim
pokolorowana), to krawedzi aktywnych w zbiorze E~(x) moze by¢ co najwyzej
2(AT(G)—1). Ponadto, jezeli ograniczenie to jest osiagniete, to wszystkie (oprocz
2y) krawedzie wychodzace z wierzchotka x musialy zostaé pokolorowane.
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Rysunek 4.3: Aktywne krawedzie incydentne z ¥

Zatézmy, ze zachodzi graniczny przypadek dla wszystkich powyzszych oszaco-
wan, co oznacza, ze nieaktywna (wiec réwniez niepokolorowana) krawedz zj jest
incydentna z A(G)+3AT(G) — 4 aktywnymi krawedziami. Kolejny ruch przypada
na Placka. Zalézmy, ze pokolorowal on nieaktywna krawedz ze zbioru E~(x). Po-
niewaz jedyna niepokolorowang krawedzig wychodzaca z x jest xy, to Jacek musi
do niej skoczy¢ i aktywowaé ja. Jezeli w zbiorze E~(x) pojawi sie jeszcze jedna
aktywna krawedz, to Jacek, zgodnie ze strategia, bedzie zmuszony wykonaé z niej
drugi skok do aktywnej krawedzi 7y, wiec tym samym zostanie ona pokolorowana.

Wobec dowolnosci wyboru krawedzi 2y pokazalidémy, ze na dowolnym etapie
gry kazda niepokolorowana krawedz moze by¢ incydentna z co najwyzej A(G) +
3AT(G)—2 aktywnymi krawedziami, a to w potaczeniu z faktem, ze tylko aktywne
krawedzie moga by¢ pokolorowane, konczy dowod twierdzenia. n

Zauwazmy, ze dowod pozostaje poprawny rowniez, gdy gre zaczyna Placek,
dlatego w obu twierdzeniach nie byto koniecznosci zaktadania spdjnosci grafu
G. Ponadto strategia aktywacji pozostaje skuteczna nawet w przypadku, gdyby
Placek w jednym ruchu mogt kolorowaé¢ dowolng liczbe aktywnych krawedzi oraz
jedng krawedz nieaktywna.

Przejdziemy teraz do poréwnania wynikow z twierdzen 4.1 i 4.2. Z przytoczo-
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nych wczesniej definicji wynika, ze AT(G) < deg(G), wiec wynik z twierdzenia
4.2 jest nie gorszy od wyniku z twierdzenia 4.1, a dla niektoérych graféw moze by¢
istotnie lepszy.

Zacznijmy od wprowadzenia jeszcze jednego parametru grafowego powigzane-
go Scisle z poprzednimi. Lesistoscig (ang. arboricity) grafu nazywamy najmniejsza
liczbe lasow, na ktére mozna podzieli¢ zbior wszystkich krawedzi grafu lub réwno-
waznie najmniejsza liczbe drzew (rozpinajacych), ktérymi mozna pokry¢ wszystkie
jego krawedzie. Lesistosé¢ grafu G oznaczamy przez arb(G). Lesistosé jest pewna
miarg lokalnej gestosci grafu i mozemy ja wyliczy¢ w oparciu o znane twierdzenie
Nash-Williamsa moéwiace, ze

_ |E(H)]
0=y a1

gdzie maksimum jest brane po wszystkich podgrafach grafu G.
Lesisto$¢ grafu G jest $ciSle powiazana z parametrem A1 (G).

Fakt 4.2. Dla dowolnego grafu G zachodzg nieréwnosci
arb(G) — 1 < A™(GQ) < arb(G).

Dowéd. Krawedzie grafu G mozemy podzieli¢ na arb(G) krawedziowo roztacz-
nych lasow. Kazdy z nich mozemy tak zorientowaé, aby stopien wyjscia kazdego
wierzchotka (liczony w obrebie danego lasu) wynosit co najwyzej 1, co da zada-
na orientacje calego grafu G i gorne oszacowanie. Dowod dolnego oszacowania
pominiemy (mozna go znalezé w wielu pracach, np. [1]). O

Fakt 4.3. Dla dowolnego grafu G zachodzi nieréuwnosé
deg(G) < 2arb(G) — 1.

Dowéd. Niech k = arb(G). Sredni stopieri wierzcholka w grafie acyklicznym jest
mniejszy od 2, co implikuje, ze sredni stopien wierzchotka w dowolnym podgrafie
H C G jest mniejszy od 2k, wiec musi on zawiera¢ wierzchotek stopnia mniejszego
niz 2k, a zatem graf G jest (2k — 1)-zdegenerowany. ]

Wprawdzie nierowno$¢ w powyzszym fakcie jest w ,ztg” strone, jednak na
niektorych klasach graféw moze by¢ osiagnieta réwnos$é deg(G) = 2arb(G) — 1,
co w polaczeniu z faktem 4.2 pokazuje, ze wynik z twierdzenia 4.2 jest istotnie
lepszy od tego z twierdzenia 4.1.

Whniosek 4.1. Dla dowolnego grafu planarnego P zachodzi nierowno$é

X’Q(P) < A(P) + 8.
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Dowdd. Z twierdzenia Nash-Williamsa oraz z nieréwnosci |V (H)| < 3|E(H)|—6
wynika, ze arb(P) < 3, co gwarantuje istnienie orientacji w grafie P o stopniu
wyjscia co najwyzej 3, do ktorej mozemy zastosowaé twierdzenie 4.2. O]

4.3 Problemy otwarte

Gléwnym problemem zwiazanym z rozgrywanym indeksem chromatycznym jest
okreslenie, jak bardzo moze on odbiega¢ od maksymalnego stopnia grafu, a co
za tym idzie od swojego nierozgrywanego odpowiednika. Wyniki pokazane w po-
przednim podrozdziale opieraty sie na strategii, w ktoérej Jacek nie dbat o kolory
nadawane krawedziom, a jedynie kontrolowal liczbe krawedzi pokolorowanych in-
cydentnych z krawedzig niepokolorowang. Strategia taka jest, niestety, bezuzytecz-
na dla graféw regularnych, gdyz dla nich oszacowanie x;,(G) < A(G)+3A%(G) 1
jest gorsze od trywialnego. Juz dla wiekszych graféw pelnych, czy pelnych dwu-
dzielnych nie znamy zadnych konkretnych strategii, ani wartosci x;,(G).

Nawet dla drzew sprawa dtugo nie byta do konca rozstrzygnieta. Twierdzenia
4.11 4.2 daja oszacowanie X (T') < coly(T) < A(T) +2 i mozna pokazaé, ze wynik
ten jest optymalny dla COI;(T), dla drzew o A > 3. Oszacowanie na rozgrywany
indeks chromatyczny drzew daje si¢ jednak poprawi¢. Pokazano ([2], [19] i [22]), ze
X, (T) < A(T) + 1 dla drzew o maksymalnym stopniu A = 2,3 oraz A > 5 i jest
to optymalne ograniczenie. Przypadek drzew o maksymalnym stopniu réwnym
doktadnie 4 najdtuzej pozostawal otwarty. Jego rozstrzygniecie ([33]) wymagato
zmudnej analizy pojedynczych przypadkow.

Podobnie, jak w przypadku gry na wierzchotkach, nie jest znana odpowiedz
na, wygladajace na pierwszy rzut oka niedorzecznie, pytanie. Czy, jezeli Jacek
ma na grafie G zwycieska strategie przy uzyciu k kolorow, to bedzie roéwniez w
stanie wygra¢ na G, jesli dostepnych bedzie k£ + 1 koloréw? Wiadomo tylko, ze
jezeli Jackowi wystarczy do zwyciestwa k koloréw, to wystarczy mu réwniez 2k — 1
(i wiecej) koloréw, jednak wynik ten jest tylko prosta konsekwencja trywialnych
oszacowan (A < x;(G) <2A —1).

Najbardziej interesujacym problemem jest okreslenie asymptotyki gérnego
ograniczenia na rozgrywany indeks chromatyczny. Wyniki uzyskane dla drzew
i grafow planarnych oraz klasyczne twierdzenie Vizinga nasunely naturalne przy-
puszczenie, ze by¢ moze istnieje taka stata C, ze x;,(G) < A(G)+C dla dowolnego
grafu G. Okazalo sie ono jednak nieprawdziwe. Beveridge i inni pokazali ([13]),
ze X, (G) > 1.008A(G) dla wszystkich graféw G o dostatecznie duzym maksymal-
nym stopniu. Z drugiej strony udowodnili oni réwniez, ze x;,(G) < (2—¢)A(G) dla
grafow o wystarczajaco duzej gestosci i dla pewnej matej statej ¢ > 0. Gléwnym
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problemem jest rozstrzygniecie, czy analogiczny wynik zachodzi dla wszystkich
grafow.

Hipoteza 3 ([13]). Istnieje taka stala € > 0, Ze dla kazdego grafu G o maksy-
malnym stopniu nie wiekszym od A zachodzi nierownosé

Xy(G) < (2= ¢)A.
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Rozdziatl 5

Gra w zalesianie

W poprzednich rozdziatach zajmowalismy sie rozgrywanym kolorowaniem wierz-
chotkow i krawedzi grafu, podajac szereg twierdzen dotyczacych rozgrywanych
odpowiednikow dwoch klasycznych niezmiennikow grafowych: liczby chromatycz-
nej i indeksu chromatycznego. Jasne jest, ze kazdy parametr grafowy, ktéry de-
finiuje sie przy pomocy kolorowania spelniajacego okreslone warunki, moze by¢
rozpatrywany jako gra, ktorej reguty bedag analogiczne do poznanych wczesniej.
W tym rozdziale zajmiemy si¢ rozgrywana wersja krawedziowej lesistosci grafu.
Zdefiniowalidémy ja na koncu poprzedniego rozdzialu, podajac takze pewne jej
zwigzki z innymi parametrami. Na potrzeby gry w zalesianie (ang. game of ar-
boricity) wygodniejsza bedzie nastepujaca réwnowazna definicja: lesistoscig (ang.
arboricity) grafu G' (oznaczana przez arb(G)) nazywamy najmniejsza liczbe ko-
loréw potrzebng do takiego pokolorowania wszystkich krawedzi grafu GG, aby nie
powstal jednokolorowy cykl.

5.1 Rozgrywana lesistos¢ grafow

Dwaj gracze - Jacek i Placek na przemian koloruja krawedzie danego grafu G
(zaczyna Jacek) przy uzyciu koloréw z ustalonego zbioru C'. Obaj gracze musza
tak nadawacé kolory krawedziom, aby w zadnym momencie gry nie pojawit sie
cykl, ktorego wszystkie krawedzie zostaly pokolorowane tym samym kolorem. Ce-
lem Jacka jest uzyskanie acyklicznego kolorowania catego grafu G i tylko w takim
przypadku zwycieza. Placek chce temu zapobiec, to znaczy uzyskaé takie czescio-
we pokolorowanie krawedzi grafu, ktére nie da sie rozszerzy¢ (bez koniecznosci
wprowadzenia dodatkowego koloru) do acyklicznego kolorowania catego grafu i
wowcezas on zostaje zwyciezca. Tak zdefiniowana gra zawsze rozstrzygnie sie po
skoriczonej liczbie ruchéw (remis jest niemozliwy), a zatem dla zadanego zbioru
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koloréw C'i grafu G jeden z graczy ma strategie wygrywajaca.

Dla tak okreslonej gry i zadanego grafu G definiujemy rozgrywang lesistosé
(ang. game arboricity) jako najmniejsza liczbe koloréw, dla ktorej Jacek ma stra-
tegie zwycieska na grafie G. Parametr ten, oznaczany przez arb,(G), jest dobrze
zdefiniowany, gdyz w najgorszym razie dla |C| = |E(G)| dowolna strategia Jac-
ka jest zwycieska. Mozemy go réowniez zdefiniowaé¢ dla dowolnej (skoniczonej lub
nieskonczonej) klasy grafow G jako

arb,(G) = max{arb,(G): G € G},
przyjmujac, ze arb,(G) = 0o, gdy to maksimum nie istnieje.
Fakt 5.1. Dla dowolnego grafu G zachodzg nieréwnosci

arb(G) < arby(G) < A(G).

Dowéd. Aby Jacek mial szanse na wygrana, to liczba koloréw dostepnych w grze
nie moze by¢ mniejsza od najmniejszej mozliwej, przy ktorej istnieje acykliczne ko-
lorowanie krawedzi, a ktora okresla arb(G). Z drugiej strony, aby uniknaé powsta-
nia jednokolorowego cyklu wystarczy nada¢ krawedzi kolor rézny od wszystkich
koloréw pojawiajacych sie na jednym z jej koncow, a tych moze by¢ w najgorszym
wypadku A(G) — 1. O

W istocie wystarczy rozpatrywac ten koniec kazdej krawedzi, ktéry ma mniej-
szy stopien, wiec gérne oszacowanie mozna nieco poprawic

arb,(G) < max min{d(z),d(y)} < A(G).
zyeE(G)

Zacznijmy od dwoch prostych przyktadow, pokazujacych, ze arb,(G) moze by¢
ostro wieksza od swojego nierozgrywanego odpowiednika oraz, ze, podobnie jak
inne rozgrywane parametry, nie jest monotoniczna ze wzgledu na branie podgra-
fow.

Wezmy graf pelny K, oraz zbior koloréw C' = {1,2}. Nietrudno pokolorowaé
acyklicznie krawedzie grafu K, dwoma kolorami, ale jesli graf bedzie kolorowa-
ny podczas rozgrywki, to Placek moze ja w tatwy sposéb wygraé (patrz rysunek
5.1). Z uwagi na pelma symetrie mozemy zalozyé¢, ze Jacek rozpoczyna gre od
pokolorowania krawedzi e; kolorem 1. Placek odpowiada na to kolorujac jedyna
nieincydentna z e; krawedz €] uzywajac koloru 2. Jacek w kolejnym ruchu musi
pokolorowaé krawedz taczaca konce pokolorowanych wezesniej krawedzi e i €] jed-
nym z kolorow. Placek koloruje drugim kolorem krawedz taczaca przeciwne konce
krawedzi e; i €}. Tym sposobem po pierwszych czterech ruchach powstanie cykl
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Cy, ktorego krawedzie sa pokolorowane kolejno 1,1,2,2. Jednej z cieciw tego cyklu
nie da sie tak pokolorowac, aby nie powstal monochromatyczny tréjkat, a zatem
Placek zwycieza, co w polaczeniu z gérnym oszacowaniem z faktu 5.1 pokazuje,
ze arb,(Ky) = 3. Z drugiej strony, wezmy graf K, U K, bedacy roztaczng sumg

Rysunek 5.1: Rozgrywka na grafie Ky

dwoch klik. Zauwazmy, ze arb(Ky U K3) = 2 i rozwazmy rozgrywke, w ktorej do-
stepne sa dwa kolory ze zbioru C' = {1, 2} (patrz rysunek 5.2). Jacek w pierwszym
ruchu moze pokolorowa¢ izolowang krawedz e ze sktadowej K5, co spowoduje, ze
rozgrywke na sktadowej K4 musi rozpocza¢ Placek. Dzigki temu Jacek ma stra-
tegie wygrywajaca. Zatézmy, ze Placek w swoim pierwszym ruchu pokolorowat
krawedz e; kolorem 1. Jacek odpowiada kolorujac jedyna nieincydentng z e; kra-
wedz €] tym samym kolorem, co zagwarantuje mu zwycigstwo, gdyz w nastepnym
ruchu uzyje on ponownie koloru 1, chyba ze wczes$niej uczyni to Placek.

Graf ztozony z krawedzi e = xy, ktorej konice x i y potaczone sa k krawedziowo
roztacznymi Sciezkami dtugosci co najmniej 2 nazywamy k-teczq. Zauwazmy, ze
aby Placek miat szanse w grze przy uzyciu k koloréw na grafie G, to musi on
zawiera¢ jako podgraf przynajmniej jedna k-tecze. Wygrana w grze zagwarantuje
Plackowi pokolorowanie kazdej $ciezki z x do y innym kolorem zanim krawedz xy
zostanie pokolorowana. W analizowanej wczesniej rozgrywce na grafie K, mielisémy
do czynienia z 2-tecza, ktorg tworzyt cykl Cy wraz z jedng ze swoich cieciw.

5.2 Grafy 2-zdegenerowane

Pokazemy teraz przyktad strategii dla Jacka, ktorej opis jest indukeyjny, to zna-
czy przenosi sie ona z podgrafow na caty graf. Jest to bardzo rzadki przypa-
dek, gdyz, jak juz wielokrotnie pokazywaliSmy, parametry rozgrywane nie sg mo-
notoniczne ze wzgledu na branie podgraféw. Przypomnijmy, ze graf G jest d-
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Rysunek 5.2: Rozgrywka na grafie K4 U Ko

zdegenerowany, jezeli kazdy jego podgraf zawiera wierzchotek stopnia co najwyzej
d. Najmniejsze d o tej wlasnosci nazywamy stopniem zdegenerowania grafu i ozna-
czamy przez deg(G). Pojecie stopnia zdegenerowania jest w zasadzie rownowazne
wprowadzonemu wczesniej pojeciu liczby kolorujacej, a jedyna réznica jest taka,
ze deg(G) = col(G) — 1.

Twierdzenie 5.1 ([8]). Jezeli G jest grafem 2-zdegenerowanym to
arb,(G) < 2.

Dowdd. Indukcja ze wzgledu na liczbe krawedzi. Teza jest prawdziwa dla wszyst-
kich graféw z jedng badz dwoma krawedziami. Zatézmy indukcyjnie, ze jest praw-
dziwa dla wszystkich graféw z co najwyzej m krawedziami i niech G bedzie grafem
2-zdegenerowanym z m+ 1 krawedziami. Jezeli G jest lasem, to wynik jest trywial-
ny. Jezeli G zawiera cykl, to na poczatku rozgrywki Jacek ustala w grafie G dwie
krawedzie e i f o tej wtasnosci, ze kazdy cykl zawierajacy jedna z nich zawiera
réwniez druga (patrz rysunek 5.3). W grafie 2-zdegenerowanym taka nierozlgcz-
na para musi istnie¢. Wystarczy zauwazy¢, ze maksymalny podgraf G, ktory nie
zawiera wierzchotkéw stopnia 1, musi (ze wzgledu na 2-zdegenerowanie) zawie-
ra¢ wierzchotek stopnia doktadnie 2 i krawedzie z nim incydentne maja zadana
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wlasnos¢. Jacek rozpoczyna gre na grafie G\ {e, f} i kontynuuje ja zgodnie ze

Rysunek 5.3: Nieroztaczna para krawedzi e i f

zwycieska dla niego strategia, ktorej istnienie gwarantuje zatozenie indukcyjne.
Jezeli w pewnym momencie gry Placek pokoloruje jedng z krawedzi e lub f, to
Jacek natychmiast koloruje druga z nich przeciwnym kolorem. Zauwazmy, ze taki
ruch nie moze spowodowa¢ powstania jednokolorowego cyklu, gdyz kazdy cykl w
grafie G zawiera obie krawedzie e i f badz nie zawiera zadnej z nich. Co wiecej,
taka para ruchow nie stworzy rowniez zadnej niebezpiecznej konfiguracji w catym
grafie G, wobec czego Jacek moze bez zadnych przeszkod powrdcié (po kolejnym
ruchu Placka) do rozgrywki na grafie G \ {e, f} wedlug zwycieskiej strategii. Je-
zeli Placek do samego konca gry nie bedzie kolorowat zadnej z krawedzi e i f, to
bedzie to oznaczaé, ze wszystkie krawedzie w grafie G \ {e, f} zostaly acyklicznie
pokolorowane. Pokolorowanie krawedzi e i f dwoma réznymi kolorami nie moze
stworzy¢ w grafie G jednokolorowego cyklu. To konczy dowdd. O

Szczegblnym przypadkiem graféw 2-zdegenerowanych sg grafy zewnetrznie pla-
narne.

Wnhiosek 5.1. Jezeli G jest grafem zewnetrznie planarnym, to arb,(G) < 2.

5.3 Acykliczno$¢ a zalesianie

W podrozdziale tym przedstawimy strategie dla Jacka (analogiczna do tej z twier-
dzenia 2.2) oparta na acyklicznym kolorowaniu wierzchotkéw grafu. Przypomnij-
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my, ze kolorowanie f : V(G) — C nazywamy acyklicznym, gdy jest ono poprawne
(w zwyklym sensie) oraz dodatkowo, gdy podgraf indukowany przez wierzchot-
ki z dowolnych dwoch klas koloréw jest acykliczny. Najmniejsza liczbe kolorow
potrzebna do acyklicznego pokolorowania grafu G nazywamy acykliczng liczbg
chromatyczng (ang. acyclic chromatic number) i oznaczamy przez xo(G).

Dla ustalonego acyklicznego kolorowania f : V(G) — C wierzchotkéw grafu G
mozemy wyznaczy¢ pochodne od niego kolorowanie f” : E(G) — C krawedzi grafu
skierowanego. Tworzymy je w dwoch krokach. Poniewaz kazda para klas kolorow
z C indukuje w grafie G podgraf acykliczny, to najpierw krawedzie kazdego ta-
kiego podgrafu tak orientujemy, aby stopien wyjscia kazdego wierzchotka (liczony
w podgrafie) byl co najwyzej 1. Dostaniemy w ten sposéb graf zorientowany G
(jego orientacje nazwiemy zgodng z f), ktérego kazdy wierzchotek bedzie posiadal
w swoim sasiedztwie wychodzacym po co najwyzej jednym wierzchotku w kaz-
dej klasie kolor6w. Nastepnie definiujemy f'(zy) = f(y), co oznacza, ze kazda
skierowana krawedz xy otrzyma kolor wierzchotka znajdujacego sie na jej koncu.

Fakt 5.2. Kolorowanie [’ : E(é) — C' pochodne od acyklicznego kolorowania
f:V(G) — C ma nastepujace wltasnosci:

(i) krawedzie wychodzgce z jednego wierzcholka majg rézine kolory,
(i) krawedzie wchodzgce do jednego wierzcholka majq ten sam kolor,
(111) krawedzie w dowolnym kolorze tworzq las gwiezdny (ang. star forest).

Dowdéd. Dwie pierwsze wlasnosci wynikajg wprost z definicji kolorowania f’. Aby
pokazaé trzecig wlasno$é wystarczy zauwazyé, ze w kolorowaniu f’ nie moze poja-
wic¢ sie jednokolorowy trojkat C3 ani jednokolorowa $ciezka Pj. Istotnie, w kazdej
orientacji krawedzi trojkata muszg sie¢ pojawic¢ dwie krawedzie skierowane zgodnie,
ale sytuacja taka jest niemozliwa, gdyz oznaczatoby to, ze w pierwotnym koloro-
waniu f byly dwa wierzchotki jednego koloru potaczone krawedzia. Natomiast
unikniecie takiej sytuacji na $ciezce spowoduje, ze pojawia sie dwie krawedzie wy-
chodzace z jednego wierzchotka, ale to jest z kolei sprzeczne z wlasnoscia (i). O

Wiasno$¢ (iii) implikuje w szczegélnosei, ze arb(G) < x.(G) oraz (w pota-
czeniu z twierdzeniem Borodina [15]) ze lesisto$é gwiezdna (ang. star arboricity)
grafu planarnego nie przekracza 5.

Twierdzenie 5.2 ([8]). Dla dowolnego grafu G zachodzi nieréwnosé
arb, (G) < xa(G)?.
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Dowdd. Niech k = x,(G). Przed rozpoczeciem rozgrywki Jacek ustala acykliczne
kolorowanie f : V(G) — {1,...,k} wierzchotkow grafu, a nastepnie wyznacza
zgodna z nim orientacje G oraz pochodne od niego kolorowanie f’. Zauwazmy, ze
stopien wyjscia wierzchotka w grafie G nie przekracza k — 1. W trakcie rozgrywki
gracze beda uzywac¢ kolorow ze zbioru

gdzie kazdy ze zbioréw S; sktada sie z k roznych odcieni koloru i. Zaktadamy, ze
zbiory S; s parami roztaczne, zatem |S| = k?. Méwimy, ze kolor s jest dobry dla
krawedzi 23, gdy jest on jednym z odcieni koloru f’(2%) (czyli gdy s € Sy),
kazdy inny kolor jest zty dla tej krawedzi. Skierowana krawedz xy nazywamy
niebezpieczng, jezeli jest niepokolorowana i istnieje skierowana krawedz 2, ktéra
zostata zle pokolorowana jednym z odcieni f'(zy) = f(y).

Zwycieska strategia dla Jacka polega na zastosowaniu sie do ponizszych regut:

(i) Jacek w kazdym swoim ruchu koloruje pewng krawedz dobrym kolorem,

(ii) jezeli w grafie nie ma niebezpiecznej krawedzi, to Jacek koloruje dowolna
krawedz,

(iii) jezeli po ruchu Placka w grafie pojawi si¢ niebezpieczna krawedz, to Jacek
koloruje ja w najblizszym ruchu.

Pokazemy, ze

(*) po ruchu Jacka w cze$ciowo pokolorowanym grafie G nie ma nie-
bezpiecznych krawedzi, natomiast po ruchu Placka moze pojawic si¢ co
najwyzej jedna niebezpieczna krawedz xj z doktadnie jedng krawedzig
Z& pokolorowang jednym z odcieni f'(xy) = f(y).

Warunek (*) zagwarantuje Jackowi zwyciestwo w grze, gdyz na kazdym jej etapie
dowolna niepokolorowana krawedZ xj bedzie incydentna w wierzchotku x z co
najwyzej k—1 krawedziami (po ruchu Jacka z k—2 krawedziami wychodzacymi z
a po ruchu Placka z jedna dodatkowa krawedzia wchodzaca do =) pokolorowanymi
dobrymi dla niej odcieniami f(y). Zatem dla kazdej niepokolorowanej krawedzi
bedzie istniat dobry kolor rézny od wszystkich koloréw krawedzi incydentnych
z nig w wierzchotku x, a to, zgodnie z wczesniejszymi obserwacjami, pozwala
uniknaé¢ jednokolorowego cyklu.

Zastosujemy indukcje ze wzgledu na liczbe ruchéw. Zauwazmy, ze pokoloro-
wanie dowolnej krawedzi dobrym kolorem nie moze spowodowaé¢ pojawienia sie

69



niebezpiecznej krawedzi, wiec w szczegdlnosci nie pojawi si¢ ona po pierwszym
ruchu Jacka. Ponadto Placek w pierwszym ruchu, kolorujac zle pewna krawedz
z&, moze spowodowaé pojawienie sie co najwyzej jednej niebezpiecznej krawedzi
xY, wiec warunek (*) jest spelniony na poczatku gry.

Zaktadamy indukcyjnie, ze na pewnym etapie gry warunek (*) jest spetniony
i pokazemy, ze bedzie spetniony rowniez po dowolnym ruchu ktéregokolwiek z
graczy. Jezeli kolejny ruch przypada na Jacka i w grafie nie ma niebezpiecznej
krawedzi, to Jacek koloruje dowolna krawedz dobrym kolorem. Jezeli w grafie
jest niebezpieczna krawedz x7y z doktadnie jedng incydentng z nig krawedzig zx
pokolorowana jednym z odcieni f'(zy) = f(y), to Jacek koloruje niebezpieczna
krawedz 27 dobrym kolorem. Ruch taki jest zawsze mozliwy, gdyz krawedz zy
moze by¢ incydentna z co najwyzej k—2 krawedziami wychodzacymi z wierzchotka
x pokolorowanymi kolorami ze zbioru Sy(,), a zgodnie z zatozeniem indukcyjnym
jedyna krawedzia wchodzaca do wierzchotka = i pokolorowang odcieniem f(y)
jest zx. Daje to w najgorszym razie tacznie k — 1 krawedzi w réznych odcieniach
f(y), zas kazdy kolor w grze wystepuje w k odcieniach. Zatem po nadaniu dobrego
koloru krawedzi i przestaje ona by¢ niebezpieczna i co wiecej zadna inna krawedz
nie stanie si¢ niebezpieczna. Jezeli kolejny ruch przypada na Placka, to zgodnie z
zalozeniem indukcyjnym w grafie nie ma niebezpiecznej krawedzi i nie bedzie jej
rowniez, gdy Placek pokoloruje dobrze pewna krawedz. Jezeli Placek pokoloruje
ztym kolorem pewna krawedz 2, to w grafie moze pojawic¢ sie co najwyzej jedna
incydentna z nig krawedz xj, ktéra jest niebezpieczna, co wynika natychmiast z
wlasnodci (i) w fakcie 5.2. SprawdziliSmy zatem, ze warunek (*) bedzie spelniony
zaréwno po ruchu Jacka jak i Placka, a to konczy dowdd indukcyjny. O]

Wynik ten pokazuje, jak acykliczne kolorowanie wierzchotkéw moze byé¢ wy-
korzystane do strategii w grze w zalesianie. Podobnie jak w przypadku gry wierz-
chotkowej znacznie lepsze oszacowania mozna uzyska¢ innymi metodami.

5.4 Strategia aktywacji

Zanim pokazemy gtéwny wynik tego podrozdziatu, ktéry mowi, ze arb,(G) <
3arb(G) wprowadzimy pomocnicza gre w zaznaczanie krawedzi (ang. edge-
marking game). Jacek i Placek ustalaja liczbe naturalna k i graf skierowany
G = (V, E) Gracze na przemian zaznaczajg krawedzie grafu G. Gre rozpoczy-
na Jacek, a jego celem jest takie zaznaczanie krawedzi, aby na kazdym etapie
gry (zaréwno po ruchu jego jak i Placka) kazda niezaznaczona krawedz xy by-
ta incydentna w swoim poczatku z z mniej niz k zaznaczonymi krawedziami.
Jesli Jackowi uda si¢ osiagnac¢ ten cel, to zostaje zwyciezca. W przeciwnym ra-
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zie wygrywa Placek. Oznaczmy najmniejsze k, dla ktérego Jacek ma zwycieska
strategie na grafie G przez callg(é). Parametr ten potraktujemy jedynie pomoc-
niczo. Jest on analogiczny do wprowadzonego w podrozdziale 4.2 rozgrywanego
indeksu kolorujacego grafu nieskierowanego col’g(G). Przypomnijmy, ze w definicji
col; wprowadziliSmy réwniez pomocnicza gre, w ktorej Jacek—daltonista starat si¢
zminimalizowaé liczbe pokolorowanych (zaznaczonych) krawedzi incydentnych z
kazda krawedzia niepokolorowana (niezaznaczona). Jedyna réznica miedzy obie-
ma grami jest taka, ze tym razem Jacek skupia swa uwage tylko na poczatku
(ustalonym przez orientacje é) kazdej z krawedzi.

Niech v € V bedzie wierzchotkiem w grafie skierowanym G. Przez E*(v) ozna-
czamy zbiér krawedzi wychodzacych z wierzchotka v, a przez d*(v) ich liczbe (sto-
pieni wyjscia). Analogicznie przez E~(v) oznaczamy zbiér krawedzi wchodzacych
do wierzchotka v, a przez d-(v) ich liczbe (stopien wejscia). A (G) oznacza mak-
symalny stopien wyjscia w grafie skierowanym G, za$ A*(G) minimalng wartosé

—

AT(G) wzieta po wszystkich orientacjach grafu G.
Lemat 5.3 ([8]). Dla dowolnego grafu skierowanego G zachodzi nieréunosé
col, (G) < 3A+(G).

Dowé6d. Niech £ = A+(é). Pokazemy strategie dla Jacka, gwarantujaca, ze w
kazdym momencie gry, dla kazdej niezaznaczonej krawedzi xy istnieje co najwyzej
3k — 1 zaznaczonych krawedzi incydentnych z nig w wierzchotku x. Zanim Ja-
cek wybierze krawedz, ktora ma zaznaczy¢, wykonuje procedure aktywacyi, ktorej
kolejne etapy bedziemy nazywac¢ skokami. Przed gra Jacek na kazdej krawedzi
umieszcza specjalny znacznik, ktory bedzie go informowal, czy dana krawedz jest
aktywna. Mozemy wyobrazi¢ sobie, ze krawedzie grafu zostaly wykonane z dhugich
swietlowek, ktore Jacek zapala w momencie aktywacji. Na poczatku gry wszystkie
krawedzie sa nieaktywne, a krawedz, ktéra zostanie raz aktywowana pozostanie
aktywna do konca rozgrywki. Niech U C E oznacza zbi6r krawedzi niezaznaczo-
nych w momencie, gdy ruch przypada na Jacka.

Procedura aktywacji jest analogiczna do tej uzytej w dowodzie twierdzenia 4.3
i wyglada nastepujaco:

(i) z krawedzi 2j Jacek skacze do dowolnej krawedzi y% € U N E* (y),

(ii) jezeli krawedz yZ jest nieaktywna, to aktywuje ja i kontynuuje zgodnie z (i)
przyjmujac 2y = yz,

(iii) jezeli krawedz yZ jest aktywna, to zaznacza ja,
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(iv) jezeli Jacek skoczyt do krawedzi z¥, z ktdérej nie moze wykonaé kolejnego
skoku (bo zbiér U N E*(y) jest pusty), to zaznacza xy.

Zauwazmy, ze procedura ta zawsze zakonczy si¢ po skonczonej liczbie skokdow,
zaznaczeniem ostatniej odwiedzonej krawedzi. Do pelnego opisu strategii nalezy
jeszcze wskazaé¢, od ktérej krawedzi Jacek powinien jg rozpoczaé. W pierwszym
ruchu Jacek rozpoczyna procedure od dowolnej krawedzi i kontynuuje ja zgodnie
z regutami (i)-(iv). Po ruchu Placka polegajacym na zaznaczeniu pewnej krawedzi
xy Jacek odpowiada nastepujaco:

(a) jezeli krawedz xy jest aktywna, to Jacek skacze do dowolnej krawedzi ze
zbioru U,

(b) jezeli krawedz 7 jest nieaktywna, to Jacek, w pierwszej kolejnosci, aktywuje
ja, a nastepnie:

— jezeli U N E*(y) # 0, to Jacek skacze do jednej z niezaznaczonych
krawedzi ze zbioru E* (y),

— jezeli UN E*(y) =0, to Jacek skacze do dowolnej niezaznaczonej kra-
wedzi.

Rysunek 5.4: Aktywne krawedzie incydentne z ¥
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Zauwazmy, ze po ruchu Jacka tylko aktywne krawedzie moga by¢ zaznaczone, na-
tomiast po ruchu Placka moze pojawié¢ si¢ co najwyzej jedna nieaktywna krawedz,
ktéra jest zaznaczona. Ustalmy dowolna krawedz zj i zauwazmy, ze dla dowodu
poprawnosci strategii wystarczy ograniczy¢ z gory liczbe aktywnych krawedzi w
zbiorze ET (x) U E~ (x) \ {a#¥} (patrz rysunek 5.4). Zauwazmy, ze zgodnie z proce-
durg aktywacji, do kazdej krawedzi Jacek mogt skoczy¢ co najwyzej dwukrotnie
(za pierwszym razem aktywujac ja, a za drugim zaznaczajac). Dlatego tez dla
kazdej aktywnej i zaznaczonej krawedzi 22 € E*(r) istnieja co najwyzej dwie
aktywne krawedzie w zbiorze E~ (z), z ktorych Jacek skoczyl bezposrednio do z%.
W zbiorze E*(z) \ {2y} jest co najwyzej k — 1 krawedzi i jezeli wszystkie one
zostaly zaznaczone, to w zbiorze E~(x) mogto pojawié sie co najwyzej 2(k — 1)
aktywnych krawedzi. Jezeli w zbiorze E~(x) pojawi sie kolejna aktywna krawedz,
to oy zostanie aktywowana, a po kolejnej aktywnej krawedzi w zbiorze E~(x)
zostanie ona zaznaczona. Dodajac wszystkie powyzsze warto$ci dostajemy co naj-
wyzej (k—1)+2(k—1)+1+1 = 3k —1 aktywnych krawedzi wokdl wierzchotka x
zanim krawedz xy zostanie zaznaczona, a to, wobec dowolnosci wyboru krawedzi
xy, konczy dowdd lematu. ]

Dzieki lematowi 5.3 mozemy ograniczy¢ rozgrywana lesisto$¢ grafu przez pew-
ng funkcje zwyktej lesistosci krawedziowe;.

Twierdzenie 5.4 ([8]). Dla dowolnego grafu G zachodzi nieréwnosé
arby(G) < 3arb(G).

Dowéd. Niech k = arb(G). Przed rozgrywka Jacek tak orientuje krawedzie grafu
G, aby maksymalny stopien wyjscia wynosit co najwyzej k. Jest to mozliwe, gdyz
kazdy las posiada orientacje o stopniu wyjscia co najwyzej 1, a lasow jest doktadnie
k. Na tak zorientowanym grafie G Jacek stosuje strategie aktywacji z lematu
5.3, ktora przy dostepnych 3k kolorach zagwarantuje mu zwyciestwo. Istotnie,
na kazdym etapie gry dowolna niepokolorowana krawedz xy jest incydentna w
wierzchotku = z co najwyzej 3k — 1 pokolorowanymi krawedziami. Gwarantuje to
istnienie przynajmniej jednego koloru, ktorego nadanie krawedzi 27 nie spowoduje
powstania jednokolorowego cyklu w grafie G. Dowodd tezy twierdzenia mozemy
zapisa¢ jako cigg nierownosci

arh, (G) < col, (G) < 3AT(G) < 3AT(G) < 3arb(G).
O

Orientacja é, ktora wynika z lesistosci grafu G jest zblizona do optymalnej,
jesli chodzi o zminimalizowanie maksymalnego stopnia wyjscia. Pokazemy jednak,
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ze w niektérych przypadkach, moze istnie¢ nieznacznie lepsza orientacja. Wpro-
wadzmy dodatkowy parametr L(G) = maxpycg ;ﬂggi, gdzie maksimum brane jest
po wszystkich podgrafach H grafu G. Miedzy L(G) a AT(G) zachodzi bardzo

Scisty zwiazek.

Lemat 5.5. Graf G posiada orientacje G o maksymalnym stopniu wyjscia rownym
co najwyzej k wtedy 1 tylko wtedy, gdy L(G) < k.

Dow6d pominiemy, mozna go znalezé w wielu pracach (na przyktad w [1].
Lesisto$¢ grafu G mozemy obliczy¢ ze wzoru Nash-Williamsa

1) = g |

gdzie maksimum jest réwniez brane po wszystkich podgrafach grafu G. Choé¢ L(G)
nie musi wyraza¢ sie liczba catkowita, to zachodzi oczywista nieréwno$é L(G) <
arb(G). Oba te parametry nie moga sie rézni¢ zbyt znacznie, gdyz [L(G)]
arb(G) lub [L(G)] = arb(G) — 1. Poniewaz istnieja grafy, dla ktérych zachodzi
druga rownos¢, to teza ponizszego twierdzenia wzmacnia nieco teze twierdzenia
54.

Twierdzenie 5.6 ([8]). Jezeli G jest grafem, dla ktérego L(G) < k, to
arb,(G) < 3k.

Lesistos¢ graféw planarnych wynosi co najwyzej 3, wiec natychmiast dostajemy
ponizszy wniosek.

Whiosek 5.2. Dla dowolnego grafu planarnego P zachodzi nieréwnosé

arb,(P) < 9.

5.5 QOgraniczenie dolne

PokazaliSmy w poprzednim podrozdziale, ze rozgrywang lesistos¢ mozna ograni-
czy¢ z gory przez liniowa funkcje zwyktlej lesistosci. Okazuje sig, ze takie uniwer-
salne ograniczenie liniowe jest optymalne, a jedynym jego ulepszeniem moze by¢
obnizenie wystepujacej w nim statej 3. W niniejszym podrozdziale pokazemy, ze
rozgrywana lesistos¢ moze dowolnie duzo rézni¢ si¢ od swojego nierozgrywanego
odpowiednika, a dolne ograniczenie jest réwniez funkcja liniowa ze stalg réwnag 2.

Zacznijmy od konstrukcji nieskonczonej rodziny graféw, ktorej elementy ozna-
czaé¢ bedziemy przez Hy, dla k € N. Graf H, = (V, E), ktéry nazywaé bedziemy
k-jezem (ang. k-hedgehog) definiujemy w nastepujacy sposéb (patrz rysunek 5.5):
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(i) V=QUI, gdzie QNI =0oraz |Q| =2k1i|I| = <2k)k2,
(ii) zbiér @ indukuje klike Koy, zas zbior I jest niezalezny w Hy,

(iii) dla kazdego k-elementowego zbioru S C () istnieje taki zbiér I C I o
mocy k2, ze krawedzie pomiedzy wierzchotkami z S i Iy tworza graf pelny
dwudzielny Ky y2,

(iv) dla S # T zbiory Ig i It sa roztaczne,

(v) w grafie Hy nie ma zadnych innych krawedzi.

Rysunek 5.5: Konstrukcja k-jeza

Klika Ky jest szkieletem k-jeza, a jej krawedzie nazywac¢ bedziemy kosciami.
Krawedzie pomiedzy zbiorami () i I nazywa¢ bedziemy kolcami.

Fakt 5.3. Lesistos¢ dowolnego grafu Hy wynosi doktadnie k.

Dowéd. Latwo zauwazy¢ (na przyklad stosujac wzér Nash-Williamsa), ze
arb(Kyy,) = k, zatem arb(Hy) > k. Z drugiej strony acykliczne kolorowanie szkie-
letu (realizujace réwnosé arb(Ky,) = k) mozna rozszerzy¢ do acyklicznego koloro-
wania calego jeza H. Wystarczy kazde k kolcow, majacych wspolny wierzchotek w
I pokolorowaé¢ k réznymi kolorami, co nie spowoduje powstania jednokolorowego
cyklu, a zatem arb(Hj) = k. O

Zauwazmy ponadto, ze tylko takie kolorowanie kolcow k-jeza jest optymalne.
Jezeli t kolcow, majacych wspélny wierzchotek w I otrzyma ten sam kolor, po-
wiedzmy czerwony, to co najwyzej 2k — t kosci moze otrzymac kolor czerwony,
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gdyz w przeciwnym wypadku powstalby czerwony cykl. Jest to oczywiste, gdyz
graf acykliczny na 2k + 1 wierzchotkach moze mie¢ co najwyzej 2k krawedzi. Suge-
ruje to, ze Placek, w celu wymuszenia w rozgrywce jak najwiekszej liczby kolorow,
powinien stara¢ sie pokolorowa¢ jednym kolorem jak najwiecej kolcéw, majacych
wspolny wierzchotek w 1.

Twierdzenie 5.7 ([8]). Dla kazdego k-jeza Hy, zachodzi nieréwnosé
arby(Hy) > 2k — 2.

Dowéd. Dla k =1 lub 2 teza jest trywialna. Zatézmy, ze k > 3 i gracze prowadza
rozgrywke na Hy majac do dyspozycji 2k — 3 kolorow. Placek koloruje wytacznie
kolce i zat6zmy na wstepie, ze Jacek koloruje wytacznie kosci. Pokazemy, ze Pla-
cek moze w taki sposob prowadzi¢ rozgrywke, aby w kazdym z koloréw pojawito
si¢ co najwyzej k + 1 kosSci. Zalézmy, ze w pierwszym swoim ruchu Jacek poko-
lorowal pewng krawedz e € () kolorem czerwonym. Placek ustala dwa roztaczne
k-elementowe podzbiory S, T C () oraz dwa wierzchotki u € Is i v € I, a na-
stepnie koloruje kolorem czerwonym dowolny kolec incydentny z jednym z nich.
Jezeli Jacek pokoloruje kolorem czerwonym pewna kosé¢, to Placek, o ile bedzie
to mozliwe, koloruje kolorem czerwonym kolec incydentny z wierzchotkiem wu lub
v. Poniewaz obaj gracze musza unika¢ utworzenia monochromatycznego cyklu, to
czerwona faza gry moze potrwaé co najwyzej 2k + 1 ruchéw, z ktérych co najmniej
k wykonal Placek. Istotnie, kazdy czerwony ruch Jacka zmniejsza o co najwyzej
jeden liczbe krawedzi pomiedzy wierzchotkami {u,v} a @, ktére moga otrzymaé
kolor czerwony. Zatem w trakcie rozgrywki moze pojawié¢ si¢ co najwyzej k + 1
czerwonych kosci w grafie Hy.

Jezeli Jacek wprowadzi do gry inny kolor zanim faza czerwona dobiegnie konca,
to Placek natychmiast wybiera dwa nowe k-elementowe podzbiory w () oraz dwa
odpowiednie dla nich wierzchotki w I, rozpoczynajgc tym samym nowa faze gry
w nastepnym kolorze. Zatem realna gra bedzie sktadac sie z wielu rozgrywanych
rownoczesnie roznokolorowych faz, ale w kazdej z nich pojawi sie co najwyzej k+1
kosci w jednym kolorze. Jednak zatozyliémy, ze w grze dostepne sg tylko 2k — 3
kolory, co daje zwyciestwo Plackowi, bowiem nieréwnos¢

(2% —3)(k+1) < <22k>

oznacza, ze jest ich za mato, aby szkielet jeza mogt by¢ acyklicznie pokolorowany.

Pozostaje pokazanie, ze rowniez kolorowanie kolcéw nie przyniesie Jackowi
zadnych korzysci. Ma on dwie mozliwosci. Moze zacza¢ kolorowaé kolce incydentne
z wybranymi wcze$niej przez Placka wierzchotkami u i v, badZ kolorowaé¢ kolce
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incydentne z wierzchotkami niewybranymi przez Placka do zadnej z kolorowych
faz. W pierwszym przypadku Placek kontynuuje rozpoczeta, powiedzmy czerwona,
faze gry, a poniewaz kolcow incydentnych z wierzchotkami u i v jest doktadnie
2k, to co najmniej k£ z nich Placek zdazy pokolorowaé¢ na czerwono. W drugim
przypadku Placek moze wrecz zignorowaé ruch Jacka i rozpoczaé nastepna faze gry
w kolejnym kolorze, ustalajac nowa pare wierzchotkow z I, a w przypadku, gdy
fazy we wszystkich kolorach zostaly juz rozpoczete, kontynuowaé jedna z nich.
Kazdy k-elementowy podzbiér zbioru () jest potaczony z wystarczajaca liczba
wierzchotkéw z I, a wiec Jacek bez trudu znajdzie wolng pare wierzchotkéw u, v €
I niezbedna do rozpoczecia nowej fazy rozgrywki. Gwarantuje mu to zwyciestwo
i konczy dowod. ]

5.6 Uwagi konncowe i problemy otwarte

Rezultaty zawarte w niniejszym rozdziale pokazuja, ze rozgrywana lesisto$¢ wyka-
zuje pewne anomalie (jak, na przyktad, niemonotoniczno$é na branie podgrafow)
podobne do swojego wierzchotkowego pierwowzoru. Twierdzenie 5.4 méwi, ze roz-
grywana lesisto$¢ moze by¢ ograniczona przez funkcje (w tym przypadku liniowa)
zwyktej lesistosci, co nie byto mozliwe w przypadku rozgrywanej liczby chroma-
tycznej. Wynika z niego réwniez, ze jezeli na pewnym grafie Jackowi wystarczy
do zwyciestwa k koloréw, to wystarczy mu réwniez f(k) = 3k (i wiecej) kolo-
row. Zaskakujace jest, ze pytanie o istnienie takiej funkcji dla oryginalnej gry
wierzchotkowej (hipoteza 1) jest nadal otwarte, cho¢ intuicyjnie zwiekszenie licz-
by koloréw nie powinno przynies¢ Jackowi zadnej szkody. W grze w zalesianie nie
wiemy jednak, czy funkcje f(k) = 3k mozemy zoptymalizowaé¢ do f(k) =k + 1.

Oznaczmy przez arb, (k) maksimum arb,(G) wziete po wszystkich grafach G
o lesistoséci co najwyzej k. Twierdzenia 5.4 i 5.7 daja nam liniowa asymptotyke
tego parametru wzgledem £

2k — 2 < arby(k) < 3k.

Interesujace bytoby rozstrzygniecie, ktore z powyzszych ograniczen jest blizsze
prawdy. Rezultat z twierdzenia 5.1 moze sugerowaé, ze, by¢ moze, arby(G) < d
dla dowolnego d-zdegenerowanego grafu G. Poniewaz kazdy graf o lesistosci £ jest
(2k — 1)-zdegenerowany (patrz fakt 4.3), to oznaczaloby to, ze arby(k) < 2k — 1.
Uprawnia nas to do zakonczenia tego rozdziatu postawieniem hipotezy.

Hipoteza 4. Dla dowolnego grafu G zachodzi nieréwnosé

arb,(G) < 2arb(G) — 1.
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