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Modelowanie dynamiki procesu

3 alternatywne podejscia:
1. Dziedzina czasu - réwnania rézniczkowe
2. Transformata Laplace’a (transmitancja, dziedzina s)

3. Reprezentacja w przestrzeni stanéw

Podejscia 2 i 3 stanowig dwa podstawowe podejscia do analizowania i
projektowania uktadéw regulacji.




Transformata Laplace'a

Przeksztatca sygnat z dziedziny czasu do dziedziny zmiennych
zespolonych (dziedzina-s)

F(s) = /O TF(t)etdt

Transformata Laplace'a posiada wiele uzytecznych wtasciwosci
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Transformata Laplace'a

Znaczenie operatora s

e dziedzina czasu s = %

e dziedzina czestotliwoéci s =0+ o
o o— et
o w=2xf
Rozwazamy tylko sygnaty w stanie ustalonym o =0 i dlatego
s =j2nf. Oznacza to, ze wszystkie funkcje zmiennej s mozemy
wyznaczy¢ przyjmujac s = j2nf (odpowiedz czestotliwosciowa).




Transformata Laplace'a

Przeksztatcenie G(s)|s—jo — G(j®)

jImG 4

G (5)-plane

Jo A
S| =0+ jo
s-plane  w [-—-—-—-— . _
I
|
I
I
0 o

G(jo) = Real(G(jw)) +jimag(G(jw))
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Transformata Laplace'a

Bode Diagram
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Transformata Laplace'a

= /Real(G(j®))2 + Imag(G(jo))2e/*8(F°) dla w € R
W’fasnosu (0= 27rf)
e przesuniecie fazowe (faza): Arg(G(jw))=—360xf x At® - At to
opdznienie
e wzmochnienie 20logyo(1/Real(G(j®))2 + Imag(G(jw))?)
e wzmocnienie w stanie ustalonym, tj. gdy s =0 lub t —

Funkcje MATLAB'a: bode, abs, angle, dcgain.




Transformata Laplace'a funkcji czasu ciagtego

Problem: Znajdz transformate Laplace'a funkgcji
f(t) = Ae ? u(t)
Rozwiazanie:
F(s) :/Om f(t)e *'dt = /ONAe’ate’Stdt

:A/‘oO ef(a—i-s)tdt — ief(s—&-a)t
0 s+a

* A

t=0 Sta




Podstawowe transformaty Laplace’a

Lp () F(s)
1 o(t) 1

2 u(t) 1

3 tu(t) siz
4 t"u(t) S
5 | e ?tu(t) ?13
6 | sinotu(t) | oV
7 | cosotu(t) | oin




Transformaty podstawowych elementéw

Mechanika - (V - predko$¢, F - sita)

Element F(s) f(t)
Sprezyna (K) | V(s) = £F(s) | v(0) = %G
Masa (M) | V(s)=LEE | v(t) = vo+ & [ F(t)dt
Thumik () | V(s) F(ﬁ v(t) = 18
Elektrotechnika - (E - napiecie, I - prad)
Element F(s) f(t)
Cewka (L) V(s) = £F(s) v(t) = £ 910
Kondensator (C) | V(s) = 4 ng) v(t) =vo+ 4 [ f(t)dt
Rezystor(R) E(s) = RI(s) e(t) = Ri(t)




WHtasnosci transformaty Laplace'a

Rézniczkowanie: f(")(t) — s"F(s)

Zastapienie manipulowaniem liniowymi réwnaniami rézniczkowymi

by ™ (£)+ b1y "V (£) 4.+ bry (£) +boy (t) =
ant"(t)+an_1u" 1 (t)+. . .+ayut(t)+aou(t)
liniowymi réwnaniami algebraicznymi

(bms™+b1s™ 1. 4 bis+bg) Y(s) =
(a,,s”+a,,,1s”_1+. ..Fais+ap) U(s)
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WHtasnosci transformaty Laplace'a

Lp Twierdzenie Nazwa

1 ZL[f(t)] = F(s) = [ f(t)e tdt Definicja transformaty

2 ZL[kf(t)] = kF(s) Liniowos$¢

3 Z[A(t)+ h(t)] = Fi(s) + F2(s) Liniowo$¢

4 Lle f(t)] = F(s+a) Przesuniecie w dziedzinie czest.

5 ZLIf(t-T))=eTF(s+a) Przesuniecie w dziedzinie czasu

6 ZLf(at)] = %F(g) Skalowanie

7 <z [Z—ﬂ =sF(s)—f(0-) Rézniczkowanie

8 | 2 {%] = s2F(s) — sf(0—) — £/(0—) Rézniczkowanie

9 | & [Z:,f] =s"F(s)—X_;s"Kfk1(0-) Rézniczkowanie

10 L[JE f(r)dt] = £ Catkowanie

11 f(e0) = Iin?)sF(s) Twierdzenie o war. koficowej
S—

12 f(0+) = Ii31 sF(s) Twierdzenie o war. poczatkowej
5-s00
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Odwrotna transformata Laplace’a

Wyznaczenie f(t) na podstawie F(s)
1 ot

LS =5 [ F(s)etds = F(t)u(t)
271:/ O—joo

gdzie

u(t)=1dlat 0
u(t)=0dlat <0




Odwrotna transformata Laplace'a funkgji

Problem: Znajdz odwrotna transformate Laplace’a funkgji

1

Als) =G

Rozwiazanie:

1. Zastosuj przesuniecie w dziedzinie czestotliwosci i transformate
sygnatu f(t) = tu(t)

2. Zauwaz, ze




Rozktad na utamki proste

Problem: Wyznacz odwrotna transformate Laplace’a skomplikowane;j

funkcji F(s) = gg;
N(s)

Rozwiazanie: Dokonaj rozktadu funkgji F(s) = D(s) Na sume wyrazdw,
ktérych transformata jest nam znana - metoda rozktadu na utamki
proste.

Mamy dwa ogélne przypadki:

e stopien (N(s)) > stopien (D(s)) - musimy wykona¢ dzielenie
wielomianéw

e stopien (N(s)) stopien (D(s)) - od razu stosujemy metode
rozktadu na utamki proste
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Rozktad na utamki proste

Przyktad: ZnajdZ odwrotng transformate Laplace'a funkcji (dwa rézne
rzeczywiste pierwiastki)

2

O 62

Mozemy F(s) zapisaé jako

B 2 K Ko
A= 60652 ~ 63D T 512

Aby znalez¢ K1 mnozymy powyzsze réwnanie przez (s+ 1) - izolujemy K

2 K2(5+1)
B (s+2)
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Rozktad na utamki proste

Jedli s — —1 wtedy eliminujemy ostatni wyraz i K3 =2. W podobny sposéb
izolujemy K3

2 Ki(s+2)
ke (s+1)

(s+1)

i uzyskujemy Ky = —2 (dla s — —2).
Ostatecznie korzystajac z tabeli transformat uzyskujemy

f(t) = (2e "t —2e ) u(t)




Rozktad na utamki proste

Uogdlniajac, dla

Py M) NGs)
D(s) (s+p)(s+p2)-(s+pm) - (s+pn)

:L‘FL‘F""‘V‘L‘F'”‘FL

(s+p1)  (s+p2) (5+Pm) (5+pn)

Aby wyznaczy¢ K, wykonujemy mnozenie przez (s+p,)

(s+Pm)N(s)
(s+p1)(s+p2)---(s+pm)---(s+pn)
(S+pm)K1 (5+pm)K2

= + +...+Km+...+
(s+p1) (s+p2)

(s+pm)F(s) =

(s+pm)Kn
(s+pn)
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Rozktad na utamki proste

Teraz dla s — —p, otrzymujemy

(s+Pm)N(s) p
(s+p)(s+p2)(sH+pm) - (s+P) s py

Ostatecznie korzystamy z tabeli transformat aby wyznaczy¢ oryginat funkgji
czyli f(t)




Rozwigzywanie réwnan rézniczkowych

Zadanie: Rozwiaz ponizsze réwnanie rézniczkowe dla zerowych
warunkéw poczatkowych. Zastosuj transformate Laplace’a.

d’y . dy

—= 4+ 12— +32y = 32u(t

gz T Y u(t)
Rozwiazanie: Podstaw odpowiednie transformaty za kolejne wyrazy
powyzszego réwnania, przyjmujac, ze y(0—)=01i y(0—)=0. W
rezultacie otrzymamy

2
s2Y(s)+12sY(s) +32Y(s) = 3?
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Rozwigzywanie réwnan rézniczkowych

Wyznaczamy Y(s)

32 R
(s2+1254+32)  s(s+4)(s+8)

Y(s)= <

Aby wyznaczy¢ f(t) musimy dokonaé rozktadu na utamki proste

32 K1 Ks K3

Y(s)

T+ 8)(518) s (5+4) " (ste)




Rozwigzywanie réwnan rézniczkowych

Wyznaczamy wspétczynniki K1, K, K3
32

Ki=———— =1
(s+4)(s+8) |50
32
2= —F— = —2
5(5+8) s——4
32
3= =
5(5+4) s——8




Rozwigzywanie réwnan rézniczkowych

Ostatecznie

1 2 1
YO =5 670 T 519

Korzystajac z tabeli transformat otrzymujemy

y(t) = (1—2e* +e ) u(t)




Rozktad na utamki proste

Problem: ZnajdZ odwrotng transformate Laplace’a funkcji (wielokrotne
rzeczywiste pierwiastki)

2
F =
A P ) | P
Wtedy F(s) musimy zapisaé jako
2 K1 Kz K3

Fls) = GIDGE 22 (D) (5122 (512

K1 wyznaczamy doktadnie tak samo jak poprzednio (K; = 2). Aby otrzymaé
Ko musimy je izolowaé

2 Ki(s+2)?

(S—I—l)_ (s+1) + Ko+ (s+2)Ks

Dla s — —2 otrzymujemy Ky = —2.
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Rozktad na utamki proste

Aby wyznaczy¢é K3 musimy zrézniczkowac poprzednie réwnanie, otrzymujac

-2 Ki(s+2)s
(s+1)2  (s+1)

+ Ko+ K3

Teraz K3 moze by¢ wyznaczone dla s — —2: K3 = —2.
Ostatecznie, korzystajac z tabeli transformat uzyskujemy

f(t)=2e " —2te 2t —2e 2t




Rozktad na utamki proste

Uogdlniajac, dla

_N(s) _ N(s)
Fs) - D(s)  (s+p1)(s+p2)--(s+pn)
Ky Ky K, Kii1 Kn

o) Gip) L Gtp) e (stpn)

Aby wyznaczy¢ K1 wykonujemy mnozenie przez (s+pm,)tis— —p1.
Wyznaczenie wspétczynnikéw od Kz do K, wymaga rézniczkowania

i-1
K= #dfl—‘(s) J=12...,r, 0l=1
(i—1)! dsi-1 so—p;



Rozktad na utamki proste

Problem: Znajdz odwrotng transformate Laplace'a funkcji (pierwiastki

zespolone)
3
F — e——
() s(s?+2s+5)
Wtedy F(s) mozemy zapisa¢ jako
3 K1 Kis+Kz

F = -
() s(s2+2s+5) s s2+2s5+5

K1 wyznaczamy dokfadnie tak samo jak poprzednio (K = %) Kz i K3 moga
by¢ znalezione poprzez przemnozenie ostatniego réwnania przez

s(s>+2s+5) i dla (K1 =3)

3 6
3:(K2+g)52+(K3+g)5+3
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Rozktad na utamki proste

Poréwnujac wspétczynniki otrzymujemy Kr = f% i K3= fg, gdyz
3 . 6
(K2+*)=OI(K3+*)=O
5 5
Dlatego
2 203 2
F(s)=————=35_-°2 ot
s(s2+25s+5) s 5s2+4+2s+5
Na postawie tabeli transformat mamy
_ A(s+a) ot Bw
at _ at _
X[Ae COS((Ot)]—m, .,E/ﬂ[Be Sln(wt)]—m
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Rozktad na utamki proste

Dlatego

A B
ZL[Ae ? cos(wt)+Be *'sin(wt)] = m

o 3(s+1)+(0.5)(2)
5 (s+1)2422

F(s)zé—

Ostatecznie

3 1
f(t)= 3 geft (c052t+ 2sin2t)

5




Rozktad na utamki proste

Rozwigzanie w MATLAB'ie
syms s;
f=ilaplace(3/(s*(s?+2*s+5)));
pretty(f)

Przydatne wyrazenia

o0 1 o0 o0 _ o—J0
% = cos@; 27_6 =sin@
-J




Transmitancja

(bms™+b1s™ 1. .+ bis+bg) Y(s) =
(ans”+an,1s”_1+. ..Fais+ag) U(s)

Y(s)  bms™+bis™ 14 4+ bys+bg

G = =
(s) U(s) aps"+ap_15"1+...4+a1s+ap
B
G(s)= AEZ; ...transmitancja
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Transmitancja

Wtasnosci

® Transmitancja to matematyczny model uktadu - postaé operatorowa
réwnania rézniczkowego reprezentujacego relacje wyjscia do wejscia
uktadu

e Transmitancja jest niezalezna od sygnatu pobudzajacego (sterujacego)

e Transmitancja nie odwzorowuje fizycznej struktury uktadu (wiele uktadéw
- jedna transmitancja).

e Jedli transmitancja jest znana to mozemy analizowaé odpowiedzi uktadu
na zadane pobudzenia (sterowania).

e Jesli nie znamy transmitancji to mozemy j3 ekperymentalnie wyznaczy¢
poprzez pobudzanie uktadu znanymi sygnatami i analizowaniem
odpowiedzi na te sygnaty.
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Transmitancja

Wtasnosci

e Splot .
Y(5)=6(5)U(s) (0= [ g@ut—r)dr,

gdzie dla t <0 g(t)=0,u(t)=0
e OdpowiedZ impulsowa (dla U(s) =1)

Y(s)=G(s) & y(t)=g(t)=2'[G(s)],




Odpowiedz uktadu na podstawie transmitancji

Problem: Wyznacz odpowiedz uktadu G(s) = 5%2 na pobudzenie skokiem

jednostkowym (r(t) =1 dla zerowych warunkéw poczatkowych).
Rozwiazanie:

e Transformata syg. wej. R(s) = %
e Wyjscie uktadu Y (s) = R(s)G(s) = ﬁ - % _ 50T52

Ostatecznie

y(t)=0.5-0.5e"2¢




Odpowiedz uktadu na podstawie transmitancji

® \Wyznaczenie odwrotnej transformaty Laplace'a
syms s;
Y=1/(s*(s+2));
Y=ilaplace(Y)

e Wyznaczenie charakterystyki
t=0:0.01:1;
plot(t,0.5-0.5%exp(-2*t));




Modele uktaddw elektrycznych

Impedancje elementéw elektrycznych

Element Dz. czasu Tr. Laplace | Impednacja
Rezystor V(t) = RI(t) V(s) = RI(s) Z=R
Kondensator | V(t) =L [I(t)dt | V(s)=L1/&) | Zz-1
Cewka V(t)=LZI(t) | V(s)=Lsl(s) | Z=slL




Modele uktaddw elektrycznych

Wzmacniacz operacyjny

0

Idealny wzmacniacz operacyjny
° i+ =i_=0
o v, —v_=0




Modele uktaddw elektrycznych
Uktady RLC

N R1C5+1’

__________ Transmitancja, pomiedzy E,, a Eye

. C 'Z,
I_IZITI EWy . Z> R RiCs+1

. 07 B AR RERARGH

Z1 Zr =Ry

‘i TR
Jedli, RiC =T i RiR, = O to

Ewy o Ts+1
Ene oaTs+1
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Modele uktaddw elektrycznych

Uktady ze wzmacniaczem operacyjnym

Vo~ Vie , Vo~ Vi _

=0
R R2
czyli
0~ Ve , 0=V _

R1 R>

oraz Y
—R

V= TR

Transmitancja, pomiedzy Vi, a Vie

R
Ry
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Modele uktadéw mechanicznych

pojazd

> s

e [

Y=Yg+y(t)

profi drogi
a

pozom odnesenia

U=UD+U (t)

® m - masa pojazdu
® k - wspdtczynnik sprezystosci zawieszenia
® B - predkosciowy wspdtczynnik zawieszenia

Suma sit w ukfadzie

d?Y(t) dY(t) dU(t) _
e +B< @& at >+k(Y(t)—U(t))_mg

W stanie ustalonym

® potozenie drogi Uy = const,

® pofozenie zawieszenia Yy = const,

® brak zmian oznacza, ze pochodne = 0.




Modele uktadéw mechanicznych

W stanie ustalonym

k(Yo —Uo) = mg
Przyjmujemy, ze
* Y =Yo+y(t)

o U=Uy+ u(t)
Ostatecznie, réwnanie dynamiki uktadu to
d?y(t)  Ldy(t) du(t)
B ky(t)=B ku(t
a2t dt+y() dt+u()
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Modele uktadéw mechanicznych

Stosujac przeksztatcenie Laplace'a, otrzymujemy
(ms®+ Bs+ k)Y (s) = (Bs + k)U(s)
czyli transmitancja to

Y(s) Bs+ k

U(s) ms®+Bs+k




Modele uktadéw mechanicznych

Step Response

Przyktadowe dane
e m =1000 [kg]
e B=200[Ns/m]
e k=20000[N/m]

e ] ® 2=0.05 -zmiana profilu drogi o

5cm




Uktady liniowe i nieliniowe

Podstawowe wtasnosci uktadéw liniowych

1. Superpozycja

ri(t)+r(t) = c(t)+ c(t)
2. Jednorodnos¢
Arp — Ac
Nieliniowos¢ jest skutkiem
® nasycenia
e wystepowania martwych stref

o |uzdw
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Linearyzacja uktadéw nielinowych

Punkt réwnowagi uktadu

Rozwazmy obiekt opisany nastepujacym réwnaniem rézniczkowym

d" d dnt du dmu
A0 (0, 50, T O )

Definicja 1. Punkt réwnowagi

Punktem réwnowagi systemu (1) nazywamy jego rozwigzanie dla
statej warto$ci wymuszenia u(t)

e Dla systemu liniowego (funkcja f(-) — liniowa) istnieje doktadnie jeden
punkt réwnowagi systemu (1)




Linearyzacja uktadéw nielinowych

Punkt réwnowagi uktadu

Rozwazmy obiekt opisany nastepujacym réwnaniem rézniczkowym

d" d dnt du dmu
A0 (0, 50, T O )

Definicja 1. Punkt réwnowagi

Punktem réwnowagi systemu (1) nazywamy jego rozwigzanie dla

statej warto$ci wymuszenia u(t)

e Dla systemu liniowego (funkcja f(-) — liniowa) istnieje doktadnie jeden
punkt réwnowagi systemu (1)

e Dla systemu nieliniowego (funkcja f(-) — nieliniowa) moze istnie¢ w
ogblnosci wiele punktéw réwnowagi systemu
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Linearyzacja uktadéw nielinowych

Punkt réwnowagi uktadu

Rozwazmy obiekt opisany nastepujacym réwnaniem rézniczkowym

d" d dnt du dmu
A0 (0, 50, T O )

Definicja 1. Punkt réwnowagi
Punktem réwnowagi systemu (1) nazywamy jego rozwigzanie dla
statej warto$ci wymuszenia u(t)

e Dla systemu liniowego (funkcja f(-) — liniowa) istnieje doktadnie jeden
punkt réwnowagi systemu (1)

e Dla systemu nieliniowego (funkcja f(-) — nieliniowa) moze istnie¢ w
ogblnosci wiele punktéw réwnowagi systemu

e Jedli system jest stabilny to zawsze bedzie dazyt do wyznaczonego

i pé14nktu réwnowagi, niezaleznie od warunkéw poczatkowych



Linearyzacja uktadéw nielinowych

Punkt réwnowagi uktadu

Charakterystyki czasowe systemu (skokowa, impulsowa) sa
chrakterystykami dynamicznymi




Linearyzacja uktadéw nielinowych

Punkt réwnowagi uktadu

Charakterystyki czasowe systemu (skokowa, impulsowa) sa
chrakterystykami dynamicznymi

Definicja 2. Charakterystyka statyczna

Charakterystyka statyczna — charakterystyka pokazujaca na zaleznosé
sygnatu wyjsciowego od sygnatu wejsciowego w stanie ustalonym
(punkcie réwnowagi), teoretycznie po uptunieciu nieskonczenie
dtugiego czasu




Linearyzacja uktadéw nielinowych

Punkt réwnowagi uktadu

Charakterystyki czasowe systemu (skokowa, impulsowa) sa
chrakterystykami dynamicznymi

Definicja 2. Charakterystyka statyczna

Charakterystyka statyczna — charakterystyka pokazujaca na zaleznosé
sygnatu wyjsciowego od sygnatu wejsciowego w stanie ustalonym
(punkcie réwnowagi), teoretycznie po uptunieciu nieskonczenie
dtugiego czasu

e Dla uktadéw liniowych charakterystyka statyczna jest linig prosta




Linearyzacja uktadéw nielinowych

Punkt réwnowagi uktadu

Charakterystyki czasowe systemu (skokowa, impulsowa) sa
chrakterystykami dynamicznymi

Definicja 2. Charakterystyka statyczna

Charakterystyka statyczna — charakterystyka pokazujaca na zaleznosé
sygnatu wyjsciowego od sygnatu wejsciowego w stanie ustalonym
(punkcie réwnowagi), teoretycznie po uptunieciu nieskonczenie
dtugiego czasu

e Dla uktadéw liniowych charakterystyka statyczna jest linig prosta

e Dla uktadéw nieliniowych zalezno$¢ sygnatu wejsciowego od
sygnatu wejsciowego w stanie ustalonym ma postac funkcji
nieliniowej



Linearyzacja uktadéw nielinowych

Punkt réwnowagi uktadu

Charakterystyke statyczng otrzymuje sie poprzez przyréwnanie
wszystkich rézniczek w (1) do zera

i J
IY() o dlai=1.. U)o dlaj=1....m

.yn oy

dti




Linearyzacja uktadéw nielinowych

Punkt réwnowagi uktadu

Charakterystyke statyczng otrzymuje sie poprzez przyréwnanie
wszystkich rézniczek w (1) do zera

diy(t) . du(t) .
py =0,dlai=1,...,n i =0,dlaj=1,....m
Przyktad 1.
Dla uktadu opisanego réwnaniem rézniczkowym
dy(t
)2 — ()~ byx(o)

wyznaczy¢ jego charakterystyke statyczna
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Linearyzacja uktadéw nielinowych

Jest to nieliniowe réwnanie rézniczkowe pierwszego rzedu. Nieliniowos¢
spowodowana jest przez dwa czynniki:

e zalezno$¢ wspétczynnika a od zmiennej y(t),

® wystepowanie pierwiastka zmiennej x(t)

dy(t . - . .
ﬂ =0 do réwnania opisujacego system i otrzymujemy

Podstawiamy

0=y—-bVx = y=byx

y=




Linearyzacja uktadéw nielinowych

Linearyzacja statyczna

® Wiele uktadéw fizycznych ma charakterystyke statyczng w ktérej mozna wyrédznié
zakres liniowy (A) i zakres nasycenia (B)

® Jezeli podczas analizy zawezimy zakres sygnatu wejSciowego do wartosci a to uktad
mozna traktowac jako liniowy (zakres A)

® Punkt pracy systemu zlinearyzowanego to (0,0)

® W ogdlnosci punkt pracy jest zdeterminowany przez punkt okreslajacy poczatek
zakresu liniowego — potrzeba przesuniecia srodka uktadu wspétrzednych



Linearyzacja uktadéw nielinowych

Linearyzacja statyczna metoda stycznej

e W wielu przypadkach nieliniowo$¢ dotyczy czesci statycznej opisu
matematycznego

e Jezeli opis jest rézniczkowalny to linearyzacje mozna przeprowadzié
rozwijajac cze$é statyczng w szereg Taylora

e Modele uproszczone w ten sposéb s3 stosowane do pracy w
otoczeniu punktu pracy

e Aby zachowa¢ przyjeta doktadno$¢ modelu przy rozszerzaniu
obszaru pracy nalezy zmieniaé punkt linearyzacji wraz ze zmiana
punktu pracy

e Ze wzgledu na interpretacje geometryczng metoda nazywa sie
linearyzacja za pomoca stycznej
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Linearyzacja uktadéw nielinowych

Przyktad 2

Dokona¢ linearyzacji statycznej uktadu opisanego réwnaniem rézniczkowym

MO _y(e) 20

w punkcie pracy (xo,y0) = (1,2) metoda stycznej




Linearyzacja uktadéw nielinowych

Przyktad 2

Dokona¢ linearyzacji statycznej uktadu opisanego réwnaniem rézniczkowym

MO _y(e) 20

w punkcie pracy (xo,y0) = (1,2) metoda stycznej

Charakterystyka statyczna: y = 2,/x




Linearyzacja uktadéw nielinowych

Przyktad 2

Dokona¢ linearyzacji statycznej uktadu opisanego réwnaniem rézniczkowym

MO _y(e) 20

w punkcie pracy (xo,y0) = (1,2) metoda stycznej
Charakterystyka statyczna: y = 2,/x

Pochodna w punkcie xg (wspétczynnik nachylenia stycznej)

R
Y(Xo)—\/x—o—l




Linearyzacja uktadéw nielinowych

Przyktad 2

Dokona¢ linearyzacji statycznej uktadu opisanego réwnaniem rézniczkowym

MO _y(e) 20

w punkcie pracy (xo,y0) = (1,2) metoda stycznej
Charakterystyka statyczna: y = 2,/x

Pochodna w punkcie xg (wspétczynnik nachylenia stycznej)

Punkt przeciecia z osig rzednych (z réwnania prostej)

yo—y'(x0)x=2-1-1=1
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Linearyzacja uktadéw nielinowych

Przyktad 2

Dokona¢ linearyzacji statycznej uktadu opisanego réwnaniem rézniczkowym

MO _y(e) 20

w punkcie pracy (xo,y0) = (1,2) metoda stycznej
Charakterystyka statyczna: y = 2,/x

Pochodna w punkcie xg (wspétczynnik nachylenia stycznej)

Punkt przeciecia z osig rzednych (z réwnania prostej)
yo—y'(x0)x=2-1-1=1

Réwnanie zlinearyzowane w punkcie (1,2): y =x+1
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Linearyzacja uktadéw nielinowych

Interpretacja geometryczna

12

10p




Linearyzacja uktadéw nielinowych

Linearyzacja dynamiczna

Linearyzacja (budowa liniowego modelu uktadu) jest mozliwa
w pewnym niewielkim otoczeniu ustalonego punktu pracy uktadu
nieliniowego.

e Podstawa teoretyczna: rozwiniecie funkcji nieliniowej w szereg
potegowy Taylora w otoczenia danego punktu (X). Dla funkg;ji
jednej zmiennej ma on postaé

_odf o 1d*f )
y—f(x)—f(x)—k&(x—x)—kiw(x—x)

+...

. 2 . . —
gdzie pochodne %, % sg obliczane w punkcie x =X



Linearyzacja uktadéw nielinowych

e Jezeli wartosci x — X s3 mate to mozemy zaniedbal wyrazy
wyzszego rzedu. Wtedy mozemy zapisaé

y=y+K(x—X)

gdzie
df

y =f(x); K:&

X=X

e Oczywistym jest teraz, ze
y=y=K(x=X)
czyli y —y jest proporcjonalne do x —x (liniowa zaleznos¢).

55z 64



Linearyzacja uktadéw nielinowych

e W przypadku kiedy wyjscie (y) uktadu nieliniowego jest funkcja
dwdch wejsé (x1, x2), czyli

y = f(x1,x)

e Rozwiniecie w szereg Taylor'a

of of
y= f(ybyl)‘{‘ |:8X1(X1 _X1)+(9X2(X2_X2):|

e Rezultat
y =y =Ki(xa —x1)+ Ka(x2 — X2)
gdzie af af
Ki=gol  Ke=oo
X1=X1,X=X2 X1=X1,X2=X2
czyli y —y jest proporcjonalne do x; — X1 i x2 — X2 (liniowa
o ZzﬁaJeinos’c’).



Linearyzacja nielinowych modeli matematycznych
Przyktad

Dokonaj linearyzacji nastepujacego uktadu nieliniowego
z=xy

gdzie 5 x 7, 10 y 12. Oblicz btad linearyzacji gdy x =5, y = 10.

Rozwiazanie:

1. Dla5 x 7,10 y 12 wybieramy x=6 iy = 11 (czyli z = Xy = 66).

2. Rozwijajac réwnanie z = xy w szereg Taylor'a w sasiedztwie punktu
X=X, y =Yy i pomijajac wyrazy wyzszego rzedu otrzymujemy




Linearyzacja nielinowych modeli matematycznych

Przyktad
3. Obliczamy
IX |lxmxy=y
p— I =X=6
Y llx=xy=y

4. Czyli liniowa posta¢ réwnania to
z—66=11(x—6)+6(y —11) < z=11x+6y — 66
5. Dla x =5, y =10, warto$¢ wyznaczona z réwnania liniowego to
z=11x+6x—66 =55+60— 66 = 49

a wartos¢ doktadna to z =5%10 = 50.
6. Btad bezwzgledny 50 —49 = 1, btad wzgledny 2%



Linearyzacja - przykfad

Problem: Dokonaj linearyzacji f(x) =5cosx w poblizu x = /2.
Rozwigzanie: Wyznaczamy pochodng f(x) czyli

df

ar = —bsinx

W punkcie x = —m/2 pochodna ma warto$¢ = —5. Réwniez
f(xo) =f(mw/2) =5cos(m/2) =0
Teraz skorzystamy z

f(x) & f(x0) + ma(x +x0) & f(x0) + mabx



Linearyzacja - przykfad

Ostatecznie, liniowa posta¢ funkcji to f(x) = —58x.




Linearyzacja réwnania rézniczkowego

Problem: Dokonaj linearyzacji

d’x _dx

F —+ Zd— +cosx = O

wokét x = /4.

Rozwigzanie: Poniewaz linearyzujemy wokét x = m/4 to przyjmujemy
x = 0x+ /4, gdzie §x to mate odchylenie wokédt 7 /4. Po
podstawieniu otrzymujemy

d2(5x+%) d(6x+1%)
dt? +2 dt

+ cos(8x + 4):0
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Linearyzacja réwnania rézniczkowego

Jednak
d?(6x+ %) _ d?6x_ d(6x+7%)  déx

dt? dt? ' dt dt
Nastepnie wyznaczamy rozwiniecie cos(0x + 7 /4) w szereg Taylor'a,
podstawiajac f(x) = cos(dx + m/4), f(xo) = f(n/4) = cos(m/4) oraz
(x —x0) = 8x otrzymujac

dcosx

cos(0x+ mw/4) —cos(m/4) = Ox = —sin(m/4)0x

dx x=m/4




Linearyzacja réwnania rézniczkowego

Rozwiazujac dla cos(dx + (7/4)) otrzymujemy

cos(8x+m/4) = cos(m/4) —sin(m/4)0x = \f - \fé'x

Ostatecznie otrzymujemy liniowe réwnanie rézniczkowe
(niejednorodne)

2
d6x_|_2d75X_£6 _Q

dt? dt 2 2




Dziekuje bardzo za uwage
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