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Metoda linii pierwiastkowych

Cel metody

Analiza potozenia pierwiastkéw dowolnego réwnania algebraicznego
jednej lub wielu zmiennych

Sformutowanie problemu

Wyznacz potozenie pierwiastkéw réwnania
F(s)=P(s)+ KQ(s) =0

gdzie

e P(s)=s"+ap_15" ' +...+ais+ag
* Q(s) =8"+byp_15" ...+ bis+ by
e K jest parametrem —oo < K < 00
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Podstawowe wtasnosci

Transmitancja uktadu zamknietego

Y(s) KG(s) L(s)

R(s) 1+KG(s) 1+L(s)

ktérej bieguny wyznaczamy z réwnania charakterystycznego
1+ KG(s)=0
Zatézmy, ze K G(s) moze by¢ zapisane jako

Q(s)

KG(s) = KP(.S)

wiec




Podstawowe wtasnosci

Jesli parameter K nie wystepuje bezposrednio, tj. nie mozemy zapisac

Q(s)

1+ KG(s) :KP(S)

to jednak zawsze mozemy doprowadzi¢ odpowiedni wielomian do
takiej postaci.

Przyktad

Rozwazmy

s(s+1)(s+2)+s*+(3+2K)s+5=0
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Podstawowe wtasnosci, cd.

Wykonujemy dzielenie przez wyrazy bez K, czyli
s(s+1)(s+2)+s*+(34+2K)s+5=0 /(s(s+1)(5+2)+5*+3s+5)

i otrzymujemy

2Ks _0
s(s+1)(s+2)+s2+3s+5

1+

Ostatecznie K jest odseparowane oraz

Qs) _ 25
P(s) s3+4s2+5s5+5
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Podstawowe wtasnosci, cd.

Poniewaz zawsze mozemy zapisac
KG(s) =—-1

gdzie G(s) nie zawiera parametru /. Wtedy powyzsze réwnie jest

spetnione gdy:

e spetniony jest warunek amplitudy |G(s)| = —ﬁ dla

—0o< K <o
e oraz spetniony jest warunek fazy, tj. (i =0,+1,£2...)

ZG(s) =(2i + 1) x 180°dla K > 0
ZG(s) =2i x 180°dla K < 0



Kreslenie linii pierwiastkowych

Konstruowanie linii pierwiastkowych jest problemem graficznym gdzie

® Warunki fazy uzywane s3 do okreslenia trajektorii linii pierwiastkowych na
ptaszczyznie s

e Warunki amplitudy stuza do okreslenia wzmocnienia w kazdym punkcie
linii pierwiastkowych

W ogblnym przypadku

i~ Ktz 4 20) (54 2m)

gdzie bieguny (p;) i zera(z;) funkcji G(s) sa
e warto$ciami rzeczywistymi lub/i
e wartosciami zespolonymi (sprzezonymi).
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Kreslenie linii pierwiastkowych

Warunek amplitudy to

[Ils+zl

IG(s)| = =2 :?', —c0< K <00
Mls+z |
j=1

a warunki fazy to

LG(s) = L(s+z)—Y_ L(s+p;) = (2i+1) x 180°dla K >0
j=1

.
I
-

Z(s+p;) = 2i x 180°dla K < 0

™
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ZG(s) =
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Interpretacja warunkéw fazy i wzmocnienia

Na linii pierwiastkowej w pewnym punkcie s; mamy

e (Dla K > 0) Réznica pomiedzy suma katéw wektoréw wykreslonych z
zer, a suma katéw wektoréw wykreslonych z biegunéw G(s) do bieguna
$1 jest nieparzysta krotnoscig 180°.

e (Dla K < 0) Réznica pomiedzy suma katéw wektoréw wykreslonych z
zer, a suma katéw wektoréw wykreslonych z biegunéw G(s) do bieguna
s1 jest parzysta krotnoscia 180° (moze zawieraé 0 stopni).

Wartosci K wzdtuz linii pierwiastkowych to:

JIREREA

K| = 5—
[T s+l
j=1

Ggyli.mamy stosunek iloczynéw dtugosci wektoréw.




Przyktad

Rozwazmy nastepujaca transmitancje

K(s+ z1)
s(s + p2)(s + p3)

KG(s) =

Z warunku fazy mamy (dla pewnego punku s; na linii pierwiastkowej)
M = 4(814-21)—481—4(814-])2)—4(81—1-]?3) = 931—9131—91,2—91)3
i rozrézniajac wartosci K otrzymujemy (i = 0,4+1,£2...)

M =(2i+1) x 180° dla K >0
M =2i x 180° dla K < 0
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Przyktad

Z warunku amplitudy mamy

|81H81 +p2||81 +p3| _ BCD
|s + 21| A

K| =




Pierwszy przyktad

Rozwazmy réwnanie
s(s+2)(s+3)+K(s+1)=0 (1)

Wyznaczamy pierwiastki dla K =01 K = oo
e dla K = 0 pierwiastkami réwnania (1) s s =0,—2, —3

e dla K = oo pierwiastkami réwnania (1) s3 s = —1, 00,00
Dzielac obustronnie (1) przez wyraz bez K (czyli przez s(s+2)(s+3))
otrzymujemy

K(s+1)

czyli
K(s+1)

s(s+2)(s+3)
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KG(s) =



Pierwszy przyktad, cd.

Obserwacja:

e Pierwiastki réwnania (1) dla K = 0 s3 takie same jak bieguny
funkcji G(s)C(s).

e Pierwiastki réwnania (1) dla K = oo s3 takie same jak zera funkgcji
G(s)C(s), wiaczajac te ulokowane w co.
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Witasnosci linii pierwiastkowych

Podstawowe wtasnosci:
e zaczynaja sie (dla K = 0) w biegunach funkcji G(s),

e konczj sie (dla K = +00) w zerach funkcji G(s), uwzgledniajac
zera w nieskonczonosci.

e liczba gatezi réwna jest stopniowi analizowanego wielomianu, np.:
dla

s(s+2)(s+3)+K(s+1)=0

mamy 3 gatezie, czyli liczba gafezi jest réwna liczbie pierwiastkéw
rozwazanego réwnania.

e Linie pierwiastkowe s3 symetryczne wzgledem osi liczb
rzeczywistych na ptaszczyznie s.
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Witasnosci linii pierwiastkowych

Podstawowe wtasnosci:

e Katy nachylenia asymptot linii pierwiastkowych dla s — oo to

241 27
j=——————dla K >0;0;=——F———dla K
|n—m| x 180° ¢ |n — m| x 180° al <0
gdziei =0,1,2,...,|n —m| — 1 oraz

o n - liczba biegunéw
o m - liczba zer

e Punkt przeciecia asymptot na osi rzeczywistej

_ >80 — > Sm

n—m

Oq

e Punkty przeciecia z osig urojong mozemy wyznaczy¢ z kryterium
Routh’a.
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Witasnosci linii pierwiastkowych

Podstawowe wtasnosci:

e Katy nachylenia asymptot linii pierwiastkowych dla s — oo to

241 27
j=——————dla K >0;0;=——F———dla K
|n—m| x 180° ¢ |n — m| x 180° al <0
gdziei =0,1,2,...,|n —m| — 1 oraz

o n - liczba biegunéw
o m - liczba zer

e Punkt przeciecia asymptot na osi rzeczywistej

_ >80 — > Sm

n—m

Oq

e Punkty przeciecia z osig urojong mozemy wyznaczy¢ z kryterium
Routh’a.
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Witasnosci linii pierwiastkowych

Podstawowe wtasnosci:

e Wyznaczenie punktéw rozgatezien na linii pierwiastkowej

dK _ dG(s)

ds ds

=0

e Linia pierwiastkowa (K > 0) wystepuje w tych odcinkach osi liczb
rzeczywistych dla ktérych suma rzeczywistych zer i biegunéw G(s)
z prawej strony tego odcinka jest nieparzysta.




Przyktady linii pierwiastkowych
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Przyktady linii pierwiastkowych
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Linie pierwiastkowe w Matlab'ie

Problem regulacji

Dla uktadu
Y (s) s+7

~U(s)  s(s+5)(s+ 15)(s + 20)
dobierz wzmocnienie K aby uktad zamkniety spetniat nastepujace
wymagania jakosciowe regulacji

e POS=5%
e T, =1[]
s = tf(’s?);

sys = (s + 7)/(s*(s + B)*(s + 15)*(s + 20));
rlocus(sys)

axis([-22 3 -15 15])



Linie pierwiastkowe w Matlab'ie

Imaginary Axis (seconds™)

Root Locus
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Linie pierwiastkowe w Matlab'ie

Na podstawie obliczenh mamy
e POS<5% & (>0.7

¢ = 0.7 to zbiér punktéw £ = 45°
e T, <1[s] & w, > 1.8][rad/s]

wy = 0.7 to zbiér punktéw r = 1.8
W Matlab’ie wpisujemy
omegaN=1.8

zeta=0.7
sgrid(zeta,omegaN)
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Linie pierwiastkowe w Matlab'ie

Imaginary Axis (seconds ™)

Real Axis (seconds™)

Real Axis (seconds™)

Poszukujac odpowiedniego potozenia dominujacych
biegundéw,wykonujemy polecenie
[k,bieguny] = rlocfind(sys)
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Linie pierwiastkowe w Matlab'ie

Woybrany punkt(y) na wykresie linii
selected_point = -2.9185 + 0.9974i

k = 351.4442

poles =

-22.0100 . Step Resporse
-12.3046

-2.8427 + 1.0015i 12

-2.8427 - 1.0015i )

Sprawdzenie wyniku
sys_cl = feedback(k*sys,1)
step(sys-cl)

Amplitude

0 05 1 15 2 25 3
Time (seconds)
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