Automatyka i robotyka

Wyktad 5 - Stabilno$¢ uktadéw dynamicznych

Wojciech Paszke

Instytut Sterowania i Systeméw
Informatycznych,
Uniwersytet Zielonogérski




Plan wyktadu

Wprowadzenie




Plan wyktadu

Wprowadzenie

Stabilno$¢ modeli stanowych




Plan wyktadu

Wprowadzenie

Stabilno$¢ modeli stanowych

Uchyb w stanie ustalonym




Plan wyktadu

Wprowadzenie

Stabilno$¢ modeli stanowych

Uchyb w stanie ustalonym

Dobér struktury i parametréw regulatora




Stabilnos$¢ a niestabilnos$é¢

Fakty

e Najwazniejszy problem do rozwigzania dla uktadéw regulacji
automatycznej.

e \W uktadach z zamknieta petla sprzezenia zwrotnego musimy
szczegblnie dbad o stabilnosé

e Nie mozemy okresli¢ wymagan jakosciowych regulacji dla uktadéw
niestabilnych

e Nie wiemy do jak okresli¢ wartos¢ wyjscia uktadu niestabilnego w
stanie ustalonym
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Stabilnos$¢ uktadéw

Odpowiedz uktadu na wymuszenie

y( t) = ywymuszona(t) + ynaturalna(t)

Dla uktadéw liniowych
e Odpowiedz naturalna zawsze dazy do zera dla t — « gdy ukfad
jest stabilny.

e Odpowiedz naturalna zawsze rosnie (bez ograniczenia) dla t — oo
gdy uktad jest niestabilny.

e Odpowiedz naturalna nie roénie ani nie maleje lub oscyluje dla

t — oo gdy uktad jest na granicy stabilnosci.
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Stabilnos¢ uktadéw dynamicznych

Warunek konieczny stabilnosci

Réwnanie charakterystyczne dla G(s) = ,\Lﬂ((ss))

n
M(S) = Z ajs' = 3n5n+3n—15n71+. . .+3151 +a9=0
i=1

Mozna pokazaé, ze

e uktad jest stabilny = a; > 0V/ lub a; < OV/ (czyli wspdtczynniki
maja te same znaki)

e uktad jest na granicy stabilnosci gdy ag =0
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Stabilnos¢ uktadéw dynamicznych

Warunek konieczny stabilnosci

a) M(s)=s%+5s*+3s3-2s2+5+8=0
warunek konieczny nie jest spetniony (a2 < 0)
b) M(s)=s>+5s*+3s>+25s2+8=0
warunek konieczny nie jest spetniony (a; = 0)
c) M(s)=s%+5s*+3s3+2s2+5=0
warunek konieczny nie jest spetniony (ap = 0 - na granicy
stabilnosci)
d) M(s)=—s>—5s*-3s3-2s2-5-8=0
warunek konieczny jest spetniony (a; < 0V/)



Stabilnos¢ uktadéw dynamicznych
Kryterium Routh’a

W celu sprawdzenia stabilnosci korzystamy z algebraicznego warunku
Routh’a

e efektywna (tj. szybka) metoda sprawdzenia stabilnosci

e bazujemy tylko na wspdtczynnikach wielomianu
charakterystycznego.

wyznaczamy liczbe biegunéw w lewej (prawej) potptaszczyznie ale
nie ich doktadne potfozenie

ma szerokie zastosowanie jesli mamy wyznaczy¢ regiony stabilnosci
(kiedy wspétczynniki s parametrami o nieznanych wartosciach)
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Stabilnos¢ uktadéw dynamicznych
Kryterium Routh'a (1877)

Wielomian charakterystyczny

0 s" an a2 an-4 an6
-1
1 s ap-1 an-3 ap-5 an7
2 sn—2 b1 by bs by
3 "3 c &) c3 Cs
1
n-l s " ¥2
n s0 71
b = —(anap-3—an-1an-2) b2 _ —(anan-5—an-1an-4)
1= 31 = 7 .
c — —(an-1b2—b1ap_3) > — —(an-1b3—b1an_5)
1= by 2 = by ) e
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Stabilnos¢ uktadéw dynamicznych
Kryterium Routh’a - przyktad 1

Sprawdzi¢ stabilnos¢ uktadu, ktérego wielomian charakterystyczny to
M(s)=s*+s3+s°+25s+3=0

Tablica Routh’a

0 s*[1 1 3
1 |1 2

2 s2|-1 3

3 st 5 0

4 013

Whiosek: Dwukrotna zmiana znaku w pierwszej kolumnie = dwa bieguny w
prawej pbtptaszczyznie (istotnie, bieguny to —1.074 £ j0.706 i
0.574 +1.219)
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Stabilnos¢ uktadéw dynamicznych
Kryterium Routh’a - przyktad 2

Sprawdzi¢ stabilno$¢ uktadu regulacji, gdzie regulatorem jest regulator
proporcjonalny, a transmitancja obiektu regulacji to

L(s) 06 1513
M(s) ~ 0.035s+1 (s2 + 555+ 1513)

G(s) =

Transmitancja uktadu zamknietego to

_ KG(s)
¢ = 1 ka(s)

a wielomian charakterystyczny to

1+ KG(s)=0 < 0.05353+2.92552+107.9555+1513 + 907.8K =0

Czyli badamy stabilno$¢ w odniesieniu do wartosci parametru K
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Stabilnos¢ uktadéw dynamicznych
Kryterium Routh’a - przyktad 2

Tworzymy odpowiednia tablice Routh'a

|

0 s3 0.035 107.955

1 52 2.925 1513+907.8K
2 s! | 89.85-10.86K 0

3 9| 15134907.8K 0

Ukfad bedzie stabilny dla K >0 i K < 89.85/10.86 < K < 8.27
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Stabilnos¢ uktadéw dynamicznych
Kryterium Routh’a

Przypadek szczegdlny

e Pojawienie sie wartosci 0 w pierwszej kolumnie oznacza niestabilno$¢ lub
w najlepszym przypadku uktad na granicy stabilnosci.

® Dalsze tworzenie tabeli jest niemozliwe poniewaz wymagane bedzie
dzielenie przez 0 - musimy poszuka¢ alternatywnego rozwiazania

® W przypadku wystapienia wartosci 0 w pierwszej kolumnie dokonuje my
wprowadzenia symbolu & — 0 aby kontynuowa¢ sprawdzanie zmian
znakdw




Stabilnos¢ uktadéw dynamicznych
Kryterium Routh’a - przyktad 3

Sprawdz stabilnoé¢ uktadu, ktérego wielomian charakterystyczny to
M(s)=s5+25s* 4253 +45>+s+1=0

Zaczynamy oczywiscie od tworzenia tablicy Routh’a

0 1 2 1
1 2 4 1
2 2|0 05
Mamy w pierwszej kolumnie warto$¢ 0 - zastepujemy ja nowa zmienna
0 —0.
13z43



Stabilnos¢ uktadéw dynamicznych
Kryterium Routh’a - przyktad 3

Podstawiamy & i tworzymy dalej tablice Routh'a

0 s° 1 2 1
1 s*| 2 4 1
2 3| & 05

3 s2|-1/6 1

4 sl | 05 0

5 0 1

Ostatecznie mamy dwie zmiany znaku czyli uktad jest niestabilny (istotnie,
bieguny uktadu to: —0.09+0.533, 0.069 +/1.274 i —1.957).
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Stabilnos¢ uktadéw dynamicznych
Kryterium Routh’a

Przypadek szczegdlny

® Pojawienie sie wartosci 0 w catym wierszu oznacza istnienie dzielnika
wielomianu, ktérego pierwiastki s3 symetryczne w odniesieniu do
poczatku uktadu wspotrzednych.

e Pierwiastki wielomianuto s=+0c lubs==+jB lub —o+jB i o+ B

e Dzielnikiem wielomianu bedzie F(s) wziety z pierwszego niezerowego
wiersza powyzej wiersza zerowego.
® \Wspotczynniki ktére wpiszemy w wiersz zerowy uzupetniamy z wyrazenia

dF(s)
ds
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Stabilnos¢ uktadéw dynamicznych
Kryterium Routh’a - przyktad 4

Dany jest uktad regulacji, gdzie regulatorem jest regulator proporcjonalny,
czyli transmitancja uktadu otwartego to

KG(s) 1
= Ks(s+ 1)(s2+s+1)

Gol(s) =

Znajdz warto$¢ K dla ktérej uktad po zamknieciu petli sprzezenia zwrotnego
bedzie na granicy stabilnosci i wyznacz pulsacje oscylacji.
Wielomian charakterystyczny uktadu zamknigtego to

M(s) = s*+2s> 425> + s+ K =0
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Stabilnos¢ uktadéw dynamicznych
Kryterium Routh’a - przyktad 4

Tworzymy odpowiednia tablice Routh’a

0 s* 1 2 K
1 s 2 1

2 §2 1.5 K

3 st | 1-4K/3

Dla K =0.75 w wierszu 3 mamy 0. Oznacza to, ze dzielnikiem wielomianu
charakterystycznego bedzie (pobrany z wiersza nr 2)

F(s)= 35242 =0« F(s) =282 +1=0

2° T3~
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Stabilnos¢ uktadéw dynamicznych
Kryterium Routh’a - przyktad 4

Réwnanie charakterystyczne to
M(s) = (25 +1)(0.55> + s +0.75)

i uzupetniamy tablice Routh’a gdzie 3 wiersz wypetniamy wspdétczynnikami
dF(s)/ds i otrzymujemy (dla K =0.75)

0 *| 1 2 075
1 s3] 2 1

2 s2| 15 0.75

3 st 4

4 %075




Stabilnos¢ uktadéw dynamicznych
Kryterium Routh’a - przyktad 4

® Poza wierszem 3 nie ma zmian znakéw ani elementéw o wartosci 0 - nie
ma pierwiastkdw w prawej potptaszczyznie.

e Pierwiastki musza lezeé¢ na osi urojonej (dla K =0.75).
e Warto$¢ pulsacji odnajdziemy gdy s = jw

F(jo)=—-20>+1=0

czyli o = \%[rad/sec]
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Stabilno$¢ modeli stanowych

Modele w przestrzeni stanéw

e Wartosci wiasne macierzy A to bieguny uktadu, ktére wyznaczamy
tak
det(s/ —A)=0
e Lokalizacje biegunéw mozemy wyznaczy¢é numerycznie (polecenie
eig(A) w MATLAB'ie)

e Mozemy wykorzystaé tabele Routh’'a sprawdzajac potozenie
pierwiastkéw wielomianu

det (sl — A)
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Przyktad

Rozwazmy nastepujacy ukfad

gdzie

(sl —A)= [

i dlatego

21z 43

0 3 1 10

)'((t):[ 2 8 1 ]x(t)+[ 0 ]u(t)
-10 -5 -2

O-[1 0 0]x(t)

0 0 3 1 s -3 -1
0 |- 2 8 1 =| -2 s-8 -1
s -10 -5 -2 10 5 s+2

det(sl — A) = s> — 65> — 75 — 520

O O wn
O n O



Przyktad

Tworzymy tabele Routh'a

s3 1 -7
s2 —=6-3 =52-26
s EO! 020
s0 -26

Uktad niestabilny (jedna zmiana w pierwszej kolumnie - jeden biegun
w prawej pbtptaszczyznie)

22243



Sledzenie sygnatu referencyjnego

RﬁTE_(Sl c(s) —2 G(s)

Problem: Jak ukftad zamkniety $ledzi zadany sygnat
referencyjny?

Podstawowe sygnaty referencyjne

* R(s)=1 & r(t)=1(t) (pozycia)

e R(s)=2% & r(t) =t (predkos¢)

e R(s)= s% < r(t)= %2 (przyspieszenie)

Y(s)




Uchyb w stanie ustalonym

R(s) E(s)

u@s) | Y(s)

G(s)

C(s)

1
Ee) =10

Uchyb w stanie ustalonym

R(s) gdzie L(s) = G(s)C(s)

5 1

R(s) = Slm) 1+L(s) sk

€s = limsE(s) = im0y
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Uchyb w stanie ustalonym

Definicja

Uchyb w stanie ustalonym to btad po zaniku odpowiedzi przejsciowe;j

Uktad otwarty
E(s)=R(s) = Y(s) = (1= Go(s))R(s)

Uktad zamkniety

1

E(s)=R(s)—Y(s) = 156,05

R(s)

Go(s) - transmitancja ukfadu otwartego.
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Uchyb w stanie ustalonym

Twierdzenie o wartosci koncowe;j

Uchyb w stanie ustalonym wyzanczamy z pomoca twierdzenia o
wartosci koncowej

€ss = tli’r; e(t) = SIi_r:?)sE(s)

Przyktad dla R(s) = 2 (skok jednostkowy)
Uktad otwarty

e lims(1-Go(s)) 5 ) = lim A1~ Go(5)) = A(1-G,(0)

S

Uktad zamkniety

"‘“5<1+é (s>> <A>:1+ci(o>
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Uchyb w stanie ustalonym

Przypadek ogdlny (dla skoku jednostkowego)

KHI 1(5+ZI)
s Hk:1(5 + Pk)

Go(s) =

WHtasnosci:
e Bfad ustalony zalezy od liczby uktadéw catkujacych N,
e Dla N> 0 G,(0) = i ess — 0,
e N oznacza typ uktadu,
e dlaN=0
1 B 1
1+6Go(0) 14 (KH, 1(5+Z:)/Hf:1(5+pk))

€ss =
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Uchyb w stanie ustalonym

Zdefiniujmy stata uchybu pozycyjnego
K, = li
» = lim(Go(s))

i wtedy
1
1+ K,

€ss =

tatwo tez sprawdzi¢, ze dla N 1

) 1
Ess :lerPO 1 K M . NTT@Q
+(KTTZ1(s+2)/sN 11 (s +pk)

sN

= lim =0

0N 4 (KTIM, (5+2)/ Ty (s + i)
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Uchyb w stanie ustalonym

Dla sygnatu referencyjnego r(t) = A-t-1(t) (funkcja liniowo
narastajaca - predko$¢)

¥ 55014+ G(s) s»0s+sG(s)
A

:s'f?) sG(s)




Uchyb w stanie ustalonym
Stata uchybu predkosciowego

Zdefiniujmy stata uchybu predkosciowego
Ky = lim s(G(s))
i wtedy dla N =1
A A

(KHiAil(S +2)/TIS (s + pk)> K,

eSS

Oznacza to, ze
edlaN 2toes=0
edlaN=1toes#0

e dla N=0to €gg — ©©
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Uchyb w stanie ustalonym

Dla sygnatu referencyjnego r(t) = A-t?/2-1(t) (funkcja paraboliczna
- przyspieszenie)

s(A/s®) A

ess = lim ————= = lim

s—0 1+ G(S) 550 SzG(S)




Uchyb w stanie ustalonym

Stata uchybu przyspieszeniowego

Zdefiniujmy stata uchybu przyspieszeniowego
K, = I|ms (Go(s))

i wtedy dla N =2
A
€ss = Q
(KT (s +23)/ T (5 + i) )

A
K,

Oznacza to, ze
dlaN3toes=0

e dlaN=2toes#0
e dlaN=1toes=00

e dla N=0to e, =c0
32z43



Uchyb w stanie ustalonym
Przyktad 1

Zadanie
Wyznacz uchyb w stanie ustalonym w ukfadzie zamknietym po podaniu
sygnatu zadanego o postaci funkcji r(t) =5t1(t). Transmitancja ukfadu

otwartego to

10(s+1)
Go(s) = ———
o(s) s(s+2)(s+5)
Wyznaczamy
e Transformate Laplace'a sygnatu r(t)
5
R(s) = =
()=

® Transmitancje uktadu zamknietego
Gy 10s+1
14+ G, s347s2420s+10

Gy(s)



Uchyb w stanie ustalonym
Przyktad 1

Obliczenia:

e Stata uchybu predkosciowego

e L 10(s+1)
Ky = lim(sGo(s)) = l%sm =1

e Uchyb w stanie ustalonym

=5

eSS = =

A _S
K, 1
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Sterowanie proporcjonalne (P)

rt) e(t) p u(t) ;

d(t)l

Obiekt

y(t)

Regulator:

e statyczny wspétczynnik wzmocnienia K,

u(t) = Kpe(t) = Kp(r(t) — y(t))

\ 4




Sterowanie proporcjonalne (P)

Obiekt (przyktad): G(s) = 5(57}4(»3)
Regulator proporcjonalny: C(s) = K,

Bieguny uktadu zamknietego: rozwigzanie réwnania

KK,

1 - F
+s(s—|—a):0

czyli
s’ +as+ KK, =0

Whiosek: K, ma niewielki(!!!) wptyw na pofozenie biegunéw
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0,20, pp |U0_,

obiekt XVs

Regulator:

e dynamika regulatora:

u(t) = er(t)+Kdded(:)

¢ Problem: Dobér wspétczynnikéw wzmocnienia K, i Ky
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Sterowanie proporcjonalno-rézniczkujace (PD)

Obiekt (przykfad): G(s) = ;i3
Regulator proporcjonalny: C(s) = K, + Kg4s

Bieguny uktadu zamknietego: rozwigzanie réwnania
14+ K(Kp + KdS)
s(s+a)=0

czyli
s+ (a+KKy)s+ KK, =0

Whiosek: K, i Ky doktadnie okresSlajg wszystkie potozenia
biegunéw uktadu 2-ego rzedu (i tylko takiego !)
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Sterowanie proporcjonalno-catkujgco-rézniczkujace
(PID)
d(t)l

obiekt P

t
PID

v

Regulator:

e dynamika regulatora

de(t)
dt

¢ Problem: Dobér wspétczynnikéw wzmocnienia K, Ki i Ky

u(t) = Kpe(t)+ K,'/Ot e(r)dt+ Ky
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Kiedy uzywamy akcji catkujacej?

e eliminacja uchybu regulacji
e podwyzszenie rzedu ukfadu otwartego
Przyktad

Uktad otwarty: L(s) = G(s)K, = riipl
1

Sygnat referencyjny: R(s) = <

S

Wymaganie: brak uchybu czyli e;s =0

Whiosek: Uchyb w stanie ustalonym # 0 - trzeba uzyc¢

regulatora Pl
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Wptyw akgcji catkujacej

Obiekt (przyktad): y(t)+ by = u(t) (Y(s)+ bsY(s) = U(s))
Regulator typu P: u(t) = Ky(r(t) — y(t))

Réwnanie uktadu zamknietego:

y(t)+ by = Kpr(t) — Kpy(t) < Y(s)+bsY(s) = KpR(s) — K, Y (s)
Stan ustalony (y = 0)

Ko

Y(t):1+K,,

= y(t) = r(t) (dlaK, > 1)
Whiosek: Uchyb w stanie ustalonym = 0
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Regulator PI

Obiekt (przyktad): y(t)+ by = u(t) (Y(s)+ bsY(s) = U(s))
Regulator typu Pl: u(t) = Kp(r(t) —y(t)) + K; [ (r(t) — y(1))dt
Réwnanie uktadu zamknietego:

y+by = Kir(t) — Kpy — Kiy(t)
Stan ustalony (y =0, y =0)
0= Kir(t) = Kiy(t) = y(t) =r(t)

Whiosek:Brak uchybu w stanie ustalonym !
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Wptyw parametréw regulatora PID

* K, przyspieszenie odpowiedzi ale i wieksze oscylacje
e Ky zmniejszenie oscylacji ale wieksza wrazliwos¢ na szumy

e Kj usuwa btad w stanie ustalonym ale zwieksza przeregulowanie

Dobér parametréw regulatora PID

e Eksperymentalny dobér parametréw Kj,, Ky, Ki (czesto
wspomagany komputerowo).

e Analiza i synteza z uzyciem modelu obiektu (procesu).
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