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Ruchy ciata sztywnego i przeksztalcenia jednorodne
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Reprezentowanie pozycii

» Definicja: uktad wspotrzednych
— Zbidr n bazowych wektorow ortonormalnych rozpinajacych R"
— Na przykiad, o0 0
J=|1 0
0 1

0 k=
« Rerezentujac punkt p, musimy podac uklad wspotrzednych

0

— Wzgledem o, p° :m
— Wzgledem o,:
I i . [-28
P = 42 i
* Vv, o0raz v, sa niezmienniczymi obiektami geometrycznymi 1
— Ale ich reprezentacja jest zalezna od wyboru p

uktadu wspoétrzednych ’
Yo 4

o 5], [7.77] , [-54] , [-28
iTlel Tl os 2T 1 P27 42 01

Y
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Obroty

« Obroty 2D
— Reprezentowanie jednego ukladu wspotrzednych w kategoriach innego

R =[x} y!]

— gdzie wektory jednostkowe definiuje sie nastepujaco:

Yo
] (5 j
o 1~ qCOSO| o . —SINO N
X, =X ] y1 = yO i
b0 sing | cos 6 d
: T _
RO _ cos® -sind = 1
1 . Y - :
sind cosd g sin @
- \\\ ,”JI{ 9 :
— Jest to macierz obrotu 5l e \ )
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Podejscie alternatywne

Macierze obrotu jako projekcje
— Rzutowanie osi 0, na osie uktadu o,

0 1°Xo | o 1" X
X1 :{A y },y1 :{A A} yl
X1+ Yo Yi-Yo N
XX Yy Xo}
X Yo YiYo

X

ifeoso [oos(0+ %)

X

Yo

cos[ 70| [Flsleoss

~ cos® —sine}

_sinH cosd

0p, 01

-

cos @

sin &
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Wlasnosci macierzy obrotu

* QObroty odwrotne:

R = Xo X1 Yo X
0 | ~ = A A
X0 Y1 Yo Vi

% [%|cos0  [7o% cos(g_eJ

Xo

jloos0+ 7] [7ll7Jeoss

[ cosf sind
[0 S0y
—sinfd coséd

* Lub tez, inna interpretacja uzywa relacji parzystosci/nieparzystosci:
. [cos(—8) —sin(-0)
R,=| .
 sin(~9) cos(-0)
[ cosf sind
| R
| —sing cosd
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Wlasnosci macierzy obrotu

« Odwrotnos¢ macierzy obrotu:
A A A A -1
oY1 _| X1 X0 Vi Xo
RO)" =[0I
X1 Yo V1Yo
- -1

ll%lcos0 (7 ]cos0-7 |

~ ~

%17, cos(g_ej 17176 cos 8
[coso -sing]' 1 cosf sind _(Ro)r
“|sin@ cosf |  det(R°) -sind coso|

« Wyznacznik macierzy obrotu jest zawsze rowny +1
— +1 jezeli ograniczamy sie do uktadow prawoskretnych
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Wlasnosci macierzy obrotu

* Podsumowanie:
— Kolumny (wiersze) R sa wzajemnie ortogonalne
— Kazda kolumna (wiersz) R jest wektorem jednostkowym
RT — R—‘]
det(R)="1

« Zbior wszystkich n x n macierzy majacych te wiasnosci nazywa si¢
grupa obrotow (ang. Special Orthogonal group) rzedu n

R e SO(n)
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Obroty trojwymiarowe

. . _ 205 ~1
Ogoblny obrét 3D: )
Xi-Xo Vi Xo £+ Xy
0 ~ ~ ~ ~ ~ ~
Ri =XYoo Yi-Yo XiYo ESO(B)
X, Zy, Z,:Z, Z,-Z,

Przypadki szczegolne
— Podstawowe macierze obrotu

Rx,9 =

v.0

1

1
0
0

o
=

0
coso
sin@

0

[ cos® 0 sinf ]

1

- sin@ 0O cos@_

0
—sind I
cosf |

cosf -singd O
, =|sin@ cosfd O
0 0 1

0 R

z,
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Cwiczenie: Wyznacz macierz obrotu R,°
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Wiasnosci macierzy obrotu (c.d.)

« SO(3) jest grupa ze wzgledu na mnozenie
1. Zamknigto$¢: R,.R, €SO(3)= RR, € SO(3)

2. Jednoscé: 100
I=|0 1 0]eSO(3)

0 0 1

3. Odwrotnogé: R =R
4. tacznosé: (RR, )R, = R(R;R;) — Pozwala sktadac¢ obroty:
Rac = RabRbc

« W ogolnosci, elementy SO(3) nie sg przemienne:

RR, # R,R,
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Obroty wzgledem zadanej osi

$ 20 L Z0

) QD

P

* Yo g > Vo

Xo Xo

(a) (b)

Blok na rys. (b) powstat przez obroét bloku z rys. (a) o kat m wzgledem osi z,.
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Przeksztalcenia z zastosowaniem obrotow

« Zaldzmy, ze p jest danym punktem obiektu sztywnego z ustalonym
uktadem wspoétrzednych o,
— Punkt p moze bycC przedstawiony w ukfadzie

0, (p°) poprzez projekcje na osie uktadu p'- %,
0 1~
bazowego p’ =Py,
p1 ’ 20

' 3o ) P R ) )

S (ux1 +Vy, +wz, ) X,

= (UX1 VY4 +WZ1)'Y0
(Ux, + vy, +wz,)- 2,
UK, - Ko + VY, - X + WZ, - X,

~TX, =\ UXy Yo+ VY Yo tWZ - Y,
| UR, - 2+ VY, 2y +WE, - 2,

y -

0 Yo C e o5 5%
X Xo Y- Xo Z4+Xg
N, 0 1
=XYoo Yi-Yo ZYo|VI|=Rip
| X174 YVirdy 4104
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Obracanie wektora

« Jeszcze jedna interpretacja macierzy obrotu:

— Obracanie wektora dookota pewnej osi w ustalonym uktadzie
wspotrzednych o

— Np.: obré¢ VO dookota y, o kat /2 p

0 V
V0:1 ___________________
1 s

_ 0
V=R, v E
=~ Vo

cos® 0 sind
_—sm@ 0 cos@] ﬂi]
1
1
0

0 0 1]0
=0 1 O}1 X
-1 0 01




{aaHo HARVARD ENGINEERING
8 aAnpD APPLIED SCIENCES

Podsumowanie macierzy obrotu

» Trzy interpretacje roli macierzy obrotu:

1.

2,

Reprezentuje przeksztatcenie wspotrzednych punktu w dwdch réznych
uktadach odniesienia.

Wyznacza orientacje przeksztatconego uktadu wspotrzednych w
odniesieniu do ustalonego uktadu wspotrzednych.

Jest operatorem przeksztatcajgcym wektor p przez obrét w nowy wektor Rp
w tym samym uktadzie wspotrzednych.
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Przeksztalcenia przez podobienstwo

Wszystkie uktady wspotrzednych sg zdefiniowane przez zbidr wektorow
bazowych

— Terozpinajg R"
— Np. wektory jednostkowe i, j, k

W algebrze liniowej, n x n macierz A stanowi odwzorowanie z R" do R"
— y = Ax, gdzie: y — obraz x poprzez przeksztatcenie A.

— Mysl o x jak o liniowej kombinacji wektorow jednostkowych (wektoréw
bazwoych), np. wektorow jednostkowych
e,=1 0 .. 0],.,e,=[0 O .. 1

— Witedy kolumny A sg obrazami tych wektoréw bazowych.

— Jesli chcemy reprezentowa¢ wektory wzgledem innej bazy, np. f,, ..., f,,
przeksztatcenie A mozna przedstawi¢ w postaci
A =T AT

— przy czym kolumny T sg wektorami f, ..., f,.
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Przeksztalcenia przez podobienstwo

A’ oraz A majg identyczne wartosci wiasne.
Wektor wtasny x macierzy A odpowiada wektorowi wt. T-’x macierzy A’.

Macierz obrotu stanowi rowniez zmiane bazy

— Jesdli A jest przeksztatceniem liniowym w o, oraz B jest przeksztatceniem
liniowym w o,, wtedy sg one zwigzane relacjg

B=(R°)"AR?
Np. uktady o, oraz o, s zwigzane macierza obrotu
0O 0 1
R°=|0 1 0
-1 0 0

Jesli A jest tez macierzg obrotu R, , (wzgledem o,), ten sam obrdt
wyrazony w o, jest postaci
0O 0 -1|cosf® —-sind OO0 O 1 1 0 0
B= (,‘:\’10)_1A,‘:\’10 =0 1 0 |sind cos® 0|0 1 0|=/0 cos® sind
1 0 O 0 0 11-1 0 O 0 -sinf cosé
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Skladanie obrotow

« wzgledem biezacego uktadu wspotrzednych
— Np. rozwazmy trzy uktady wspotrzednych oy, 04, 0,
p’=Rp’
p'=Rlp? p’=R/R;p* —— R} =R/R;
p’ =R;p*
« To definiuje prawo skladania dla kolejnych obrotow wzgledem
biezacego ukladu wspoirzednych: mnozenie prawostronne.
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Skladanie obrotow

* Np. niech R reprezentuje obrot wzgledem biezgcej osi y o kat ¢, po
ktorym nastepuje obroét o kat & wzgledem biezacej osi z.
R=R, R

y.¢ ~z,0
cosg 0 sing |cosf@ -—sind O cosgcosfd —cos¢gsingd sing
= 0 1 0 sin@ cosf O0|= sind cosd 0
—sing 0 cos¢| O 0 1 —singcosf singsing  cos¢
20
21k Z], Z2
\
e _
X7 O Yo Vi ; Vi

X
* Co zrobi¢ w przypadku odwrdconej kolejnosci obrotow?
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Skladanie obrotow

« wzgledem ustalonego uktadu wspoétrzednych (o,)
— Niech obrot pomiedzy uktadami o, oraz o, bedzie zdefiniowany przez R.°

— Niech R bedzie zadanym obrotem wzgledem ustalonego uktadu
wspotrzednych o,,.
— Stosujgc definicje przeksztatcenia przez podobienstwo, mamy:

R? = R? [(Rf J'RR? J - RR?

« Definiuje to prawo sktadania dla obrotow wzgledem ustalonego ukiadu
wspotrzednych: mnozenie lewostronne.
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Skladanie obrotow

Np. chcemy wyznaczy¢ macierz obrotu R, ktora jest ztozeniem obrotu o

kat ¢ wzgledem y, (R, ,), a nastgpnie o kat 6 wzgledem x, (R, ,).

— Drugi obrét nalezy sprowadzi¢ do bazowego uktadu wspotrzednych
Rg = (Ry,e )_1Rz,9Ry,9

= Ry,—GRz,GRy,G
— Teraz kombinacjg dwoch obrotow jest

R = Ry,¢ |_Ry’_¢Rz’gRy,¢J: RZ,GR}/,¢

Zy Zy vy

\\ + Qj 9 _ I‘.

./x‘ (b 1” f’ f’
I Yo X Yo X Yo
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Skladanie obrotow

 Podsumowanie:
— Kolejne obroty wzgledem biezgcego uktadu wspoétrzednych:
Mnozenie prawostronne przez kolejne macierze obrotu
— wzgledem ustalonego uktadu wspétrzednych (o)
Mnozenie lewostronne przez kolejne macierze obrotu
— Mozemy rowniez mieC do czynienia z hybrydowym sktadaniem obrotow
wzgledem biezgcego i ustalonego uktadu wspotrzednych, stosujgc te same
reguty.
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Parametryzacja obrotow

Aby zdefiniowac¢ dowolny obrot ciata sztywnego, wystarczy uzyc¢ trzech
parametrow.

— Opiszemy trzy takie parametryzacije:
Katy Euler

Katy obrotu, nachylenia i odchylenia
Reprezentacja ,,08—kat”

O N=
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Parametryzacja obrotow

 Katy Euler

— Kolejno obrot o kat ¢ wokot osi z, potem o kat by & wokot biezacej osi y, |
dalej o kat v wokot biezacej osi z

Cc

R,,,=R,,R ,R,, =|S

z,p" ‘y,0" “zy

-8, O c, 0O s,
, ¢ 01 0 10
o 0 1||-s, 0 ¢ ||O O 1

¢

n O
<
<

=|8,C,C, +C;S, —8,C,S, +C,C, S,S,

Z0y Zg

Zp, Z}

Ya» Vb

xb’ X]
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Parametryzacja obrotow

« Katy obrotu, nachylenia, odchylenia

— Trzy kolejne obroty wzgledem ustalonych osi gtbwnych:
Odchylenie — Yaw (x,) y, nachylenie — pitch (y,) 6, obrét —roll (z,) ¢

Rz =R, ,R, 4R,

z,p" 'y,0
c, -s, 0[c, 0 s 1 0O O
A =0 _
Obré =!s, ¢, 0 0 1 0|0 ¢c, -s,
rot 0 0 1|-s, 0 ¢, |0 s, c
C D Rall -
c,Cy —S,C,+C;S,S, S,S,+C,S,C,
=|S,C cc +S,S,S -Cc,S +S,S,C
. p~0 ¢ =0 ¢ 90
Odchylenie U os co
r 0 0y 0~y
Yaw - -
4o
Pitch
Nachylenie
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Parametryzacja obrotow

 Reprezentacja ,,0$—kat”
— Kazdg macierz z grupy SO(3) mozna przedstawi¢ w postaci pojedynczego
obrotu wokot odpowiedniej osi 0 odpowiedni kat k
— Np. zatézmy, ze mamy wektor jednostkowy: k =
— Majac dany kat 6, chcemy znalez¢ R, 4
Krok posredni: zrzutuj o$ z na k: Z

X

ky
kz

R, = ,‘?,‘?zﬁ,‘?‘1 ‘
przy czym obrét R jest zdefiniowany przez ﬁ Q 6
R=R, R

z,a' y,p

=R, =R,,R,,R,,R, ,R

Z,x yfﬂ z,0 y1_ﬂ Z,—o

W

. -
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Parametryzacja obrotow

 Reprezentacja ,,0$—kat”
— Jest dana przez

2
2
2

— Problem odwrotny:
* Majgc dane dowolne R, znalez¢ k oraz 6

0 =cos™ (@j

r32—r23

1

: Fis — I3
2sing
r21_r12

Kk =
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Ruchy sztywne

« Ruch sztywny jest kombinacja czystego obrotu i czystego przesuniccia

— Zdefiniowany przez macierz obrotu (R) oraz wektor przesuniccia (d)
R < SO(3)

d eR’
— Grupa wszystkich ruchow sztywnych (d,R) znana jest jako grupa
euklidesowa (ang. Special Euclidean group), SE(3)
SE(3)=R" xSO(3)
— Rozwazmy trzy uktady, o,, 0,4, oraz o, razem z odpowiednimi macierzami
obrotu R, oraz R,°
Niech d,! bedzie wektorem od poczatku o, do 0,, d,° od 0, do o,
Dla punktu p? zwiazanego z o0,, mozemy przedstawi¢ wektor potozenia w uktadach

0,and o.: p1 _ R;pz +d;
po = F\)1Op1 + d10
= RO(Rlp? +d})+d?

=R’R}p* +R)d) +d;
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Przeksztatcenia jednorodne

* Ruchy sztywne (obroty i przesunigcia) mozna przedstawi¢ za pomoca
mnozenia macierzowego

— Zdefiniujmy: HO_{RE df}
0=

0o 1
o 1

— Teraz punkt p, mozna przedstawic w uktadzie o,: P° = HYH,P?
— gdzie PY oraz P’ sa postaci
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Przeksztatcenia jednorodne

* Mnozenie przez macierz H nazywa si¢ przeksztalceniem
jednorodnym i oznacza zapisem
H e SE(3)

T T
* Przeksztalcenie owrotne: H' = {R -R d}
0 1
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Przeksztatcenia jednorodne

« Podstawowe przeksztatcenia:
— Trzy czyste przesunigcia, trzy czyste obroty

10 0 a 1 0 0 O]
Trans, , = 0100 Rot, = 0 € =s, 0
© 10 010 © 10 s, ¢, O
00 0 1 0o 0 0 1
1.0 0 O] (¢, 0 s, O]
010 b 0O 1 0 O
Trans , = Rot, , =
10 0 1 0 & -8, 0 ¢, O
00 0 1 0 0 0 1]
1.0 0 O] c, -s, 0 O]
Trans, = 0100 Rot, = S ¢ 00
© 10 0 1 ¢ 10 0 10
00 0 1 0 0 0 1]




