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Kinematyka prosta: reprezentacja
Denavita-Hartenberga



{aaHo HARVARD ENGINEERING
8 aAnpD APPLIED SCIENCES

Przypomnienie: ruchy sztywne

* Ruch sztywny jest potgczeniem obrotu i przesuniecia
— zdefiniowany macierzg obrotu (R) i wektorem przesuniecia (d)

— grupe wszystkich ruchow sztywnych (d,R) nazywa sie specjalng grupg
euklidesowa, SE(3)

* Ruchy sztywne (obroty i przesuniecia) mozemy reprezentowac w
postaci mnozenia macierzy

 Mnozenie przez macierz H okresla sie jako przeksztalcenie
jednorodne; mamy .
o {R d}

0o 1

Przeksztatcenie odwrotne:

o _|RT -R7d
0 1
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Przypomnienie: przeksztatcenia jednorodne

* Przeksztatcenia podstawowe:
— Trzy czyste obroty, trzy czyste przesuniecia

1 0 0 a 1 0 0 O]
0 — 0
Trans,, = 0100 Rot, = Ca ™%
’ O 010 ’ 0s, ¢, O
00 0 1 0 O 0 1]
1 0 0 O] (¢, 0 s, O]
O 1 0 b O 1 0 O
Trans , = Rot, , =
v O 01O ’ -8, 0 Cy 0
0 0 0 1 0 0 0 1]
1 0 0 O] c, —s, 0 0]
Trans, = 0100 Rot, = 5 & 00
’ 0O 0 1c¢c 7 0 O 10
00 0 1 0 0O 0 1
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Przyktad

« Katy Eulera: omawialismy tylko katy Eulera ZYZ. Jaki jest zbior
wszystkich mozliwych zestawow kagtow Eulera, ktérych mozna uzywac
do reprezentacji dowolnej macierzy obrotu?

— XYZ,YZX, ZXY, XYX, YZY , ZXZ, XZY,YXZ, ZYX, XZX, YXY, ZYZ

— ZZY nie mozna uzy¢ do opisu dowolnej zadanej macierzy obrotu poniewaz
dwa kolejne obroty wokot osi Z redukujg sie do jednego obrotu
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Przyktad

 WyznaczyC przeksztatcenie jednorodne opisujgce przesuniecie o
3 jednostki wzdtuz osi x, po ktérym nastepuje obrot o 7712 wokot
biezgcej osi z, a potem przesuniecie o 1 jednostke wzdtuz osi y uktadu

pierwotnego. T=T, T 0
1 0 0 01 0 0 30 -1 0 O]
|01 0 10 1001 0 00
|0 o 1000 10[0 0 10
0 00 1/0 00 1/0 0 0 1]
1 -1 0 3]
|1 0 0 1
0 0 10
0 0 0 1
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Kinematyka prosta: wprowadzenie

« Zadanie: majgc dane wszystkie parametry przeguboéw manipulatora,
okresli¢ pozycje i orientacje uktadu wspotrzednych koncowki roboczej
— Uktad koncowki roboczej: uktad wspotrzednych zwigzany na sztywno z
najbardziej odlegtym cztonem manipulatora
— Uktad inercyjny: ustalony (nieruchomy) uktad wspotrzednych zwigzany na
sztywno z najblizszym podstawie cztonem manipulatora
« W konsekwencji, poszukujemy odwzorowania miedzy uktadem
koncowki roboczej i uktadem inercyjnym

— Bedzie ono funkcjg parametréw wszystkich przegubdw i geometrii
manipulatora

— Problem czysto geometryczny: nie przejmujemy sie momentami obrotowymi
ani dynamikg

— Jednak...
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Konwencja

« Manipulator o n stopniach swobody ma n przegubéw (obrotowych albo
pryzmatycznych) i n+1 cztonow (bo kazdy przegub tgczy dwa cziony)
— Zaktadamy, ze kazdy przegub ma tylko jeden stopien swobody. Cho¢
wydaje sie, ze nie uwzglednia to np. przegubdéw kulowych lub kielichowych,
zauwazmy ze mozemy je traktowac jak kombinacje przegubdow o
pojedynczych stopniach swobody z zerowg dtugoscig cztondw miedzy nimi.

— Uktad o, jest inercyjny.

¥3

— 0, jest uktadem narzedzia. N
— Przegub itgczy cztony i-1 and I. MT Czlon 2 e
— 0, jest zwigzany z cztonem i. Frgdbe ><;!L =

« Zmienne przegubowe, g; C.‘/%—::T"‘Z

-~
Z ,7> 63 Przegub 3
Z1 /6, z

{Hl. gdy przegubi jest obrotowy i
q;, = .
d, gdy przegubi jest pryzmatycmy
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* Powiedzielismy, ze przeksztatcenie jednorodne pozwala na wyrazenie
potozenia i orientacji o; wzgledem o

— To, czego chcemy, to potozenie i orientacja uktadu koncowki roboczej
wzgledem ukfadu inercyjnego.

— Posrednim krokiem jest okreslenie macierzy transformacji dajgcej potozenie
i orientacje o, wzgledem o, 4: A;

— Teraz mozemy zdefiniowa¢ przeksztatcenie o; do o; nastepujgco:

(A, A, A A gdyi<j

+1*77+2

Tj = I gdyi=J
(@) edyj>i
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« W koncu, potozenie i orientacja uktadu narzedzia wzgledem uktadu
inercyjnego sg dane macierzg przeksztatcenia jednorodnego:
— Dla manipulatora o n stopniach swobody

R’ o’ 0

R A BRI ICA RS

« Tak wiec, aby w petni zdefiniowac kinematyke prostg dla dowolnego
manipulatora szeregowego, wszystko czego potrzebujemy to okreslic
przeksztatcenia A; i wykona¢ mnozenie macierzowe.

« Jednak istniejg pewne proste sposoby pozwalajgce dokonac tego przy
mniejszym wysitku...
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Konwencja Denavita-Hartenberga (DH)

 Reprezentowanie kazdego pojedynczego przeksztatcenia
jednorodnego jako iloczynu czterech przeksztatcen podstawowych:

A =Rot,, Trans,, Trans, ,Rot,

c, -s, 0 01 00 0100 a1 O 0
|s, ¢ 000|010 0010 0|0c -s, O
/0 0 10/0014dJ0010[|0s ¢ O
0 0 0 1/0 00 1/0 00 1]0 0 1
_Ce o Se,- Ca,- Se,- Sa,- aice,- |
_ Sy Ce,-Ca,- _Ce,-sa,- aise,-
10 S,, C, d,
0 0 0 1
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Konwencja Denavit-Hartenberg (DH)

« (Cztery parametry DH:
— a; dlugosc¢ cztonu
— q; skrecenie cztonu
— d;: odsuniecie przegubu
—  6: kat przegubu
* Poniewaz kazda macierz A, jest funkcja tylko jednej zmiennej, dla
danego cztonu trzy z tych parametrow bedg state.
— d; bedg zmienne dla przegubdéw pryzmatycznych, a 6, bedg zmienne dla
przegubow obrotowych
« Stwierdzilismy jednak, ze podanie potozenia i orientacji kazdego ciata
sztywnego wymaga 6 parametrow:
— trzech katéw (np. katy Eulera) oraz tréjelementowego wektora potozenia.
— Jak wiec mozna mowi¢ tylko o czterech parametrach 4 DH?...
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Istnienie i jednoznacznosc

« Kiedy mozemy reprezentowac przeksztatcenie jednorodne stosujgc
cztery parametru DH?

* Przyktadowo, rozwazmy dwa uktady wspotrzednych o, oraz o,.

— Istnieje jednoznaczne przeksztatcenie jednorodne miedzy tymi uktadami.
« Teraz przyjmijmy dwa zatozenia:

1. DH1: X, 1 Z, L @ .

2. DH2: X, N2, ’ |
« Jezeli sg spetnione, twierdzimy, ze istnieje
jednoznaczne przeksztatcenie A: L

A=Rot, Trans, Trans Rot, d

_|RY o
0 1
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Istnienie i jednoznacznosc

 Dowodd:
1. Zaktadamy, ze R.? ma posta¢ R} =R,,R,.
2. Uzyjmy DH1 do sprawdzenia postaci R,°

~ ~ 0 0 _
X, LzZy=>x;-2,=0

— _T_ —_— — p—
4 0 Ny TNy N
0 _
= | I 0 :I’31:O —— Ry =y 1y I3
_r31 _1_ _O l3p I3
r. +r, =1
— Wiersze i kolumny R.% sg wektorami jednostkowymi: — 11 21
. . , . 2 2
— Pozostate elementy R,° wynikajg z wkasnosci macierzy ry, +rs =1

obrotu.

— Zatem nasze zatozenie, ze istnieje jednoznaczne 6
oraz a dajgce R, jest poprawne po spetnieniu DH1.
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Istnienie i jednoznacznosc

 Dowadd:
1. Uzyjmy DH2 do okreslenie postaci o.°.

— Poniewaz dwie osie przecinajg sie, przesuniecie miedzy dwoma
rozwazanymi uktadami wspoétrzednych mozna przedstawic jako liniowag
kombinacje tych dwdch osi (w obrebie ptaszczyzny utworzonej przez x, i z,)

A A 0 _ 450 0
X, NZ, = 0; =dz, +ax,

0 C, ac,
= o0, =d|0|+as, |=|as,
1 0 d
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Interpretacja fizyczna parametrow DH

a;: dlugosc¢ cztonu, odlegtos¢ miedzy osiami z, i z, (wzdtuz x,)

a;. skrecenie cztonu, kat miedzy z, i z, (mierzony wokot x,)

d;: odsuniecie przegubu, odlegtoS¢ miedzy o, a przecieciem osi z, i x,
(wzdtuz z,)

0: kat przegubu, kat miedzy x, i x, (mierzony wokét z,)

a

. 0 Znaki katow:

d A,
- | T
Yo .X',-_f
_________________ Col .
7] _
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Przypisywanie uktadow wspotrzednych

« Dla dowolnego manipulatora n-cztonowego, mozna zawsze wybrac
uktady wspotrzednych pozwalajgce spetni¢ DH1 and DH2.

— Wybor nie jest jednoznaczny, ale koncowy rezultat bedzie zawsze taki sam.
1. Wybierz z; jako 0$ obrotu przegubu /+1

— Z, jest osig obrotu przegubu 1, z, jest osig obrotu przegubu 2, itd.

— Gdy przegub i+1 jest obrotowy, z; jest osig obrotu przegubu i+1.

— Gdy przegub i+1 jest pryzmatyczny, z; jest osig przesuniecia dla przegubu

+1.

g

Y1 ’ﬁ' U/JR Iyﬂ
)7 37 .

i ‘\/ V% r3
1 /
i M) 91 <2 »-:3
4-L0
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Przypisywanie uktadow wspotrzednych

2. Przypisz uktad bazowy
— Poczatkiem moze by¢ dowolny punkt na osi z,.

3. Wybierz x,, y, dajgce uktad prawoskretny.

4. Rozpoczynamy iteracyjny proces definiowania uktadu i wzgledem /-1:
— Rozwazamy trzy przypadki zwigzkéw z, i z;.
i.  Z.4 1z nielezg w jednej ptaszczyznie
ii. z4 1z przecinajg sie }

_ ) Z 4 i z;lezg w jednej ptaszczyznie
iii. Zz_4 1z sgrownolegte

przegub

i — 1

przegub

& T }
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Przypisywanie uktadow wspotrzednych
I.  z41znielezg w jednej ptaszczyznie
— Istnigje (i jest tylko jeden) najkrétszy odcinek tgczacy obie osie.
Wybierz ten odcinek do wyznaczenia kierunku osi X;
0; lezy na przecieciu z; i x;

Wybierz y; na podstawie reguty prawej dtoni.
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Przypisywanie uktadow wspotrzednych

ii. z.4 1z przecinajg sie
— Jako o0s x; wybierz normalng do ptaszczyzny wyznaczonej przez z; i z, ,
0; lezy na przecieciu z; i x;
— Wybierz y; wg reguty prawej dtoni.
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Przypisywanie uktadow wspotrzednych
iii. z.4 12z sgrownolegte
— Istnieje nieskonczenie wiele odcinkéw normalnych do z; oraz z, i tgczgcych
te osie. Majg one jednakowg dtugosc.

— Mozna wybrac o; gdziekolwiek na z, jednak gdy wybierzemy x; wzdtuz
normalnej przechodzgcej przez punkt o, ,, odpowiednia odlegtosc¢ d; bedzie
zerowa.

— Wybierz y; wg reguty prawej reki.
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Przypisywanie uktadu koncowki robocze;

* Poprzednie przypisania obowigzujg az do uktadu n-1.
— Przypisanie uktadu narzedzia najczesciej definiuje sie osiamin, s, a:
» ajest kierunkiem zblizania (ang. approach direction);

» sjest kierunkiem przesuwania (ang. sliding direction); w tym kierunku przesuwajg
sie palce typowego chwytaka podczas zamykania i otwierania;

» njest kierunkiem normalnym (ang. normal) do ptaszczyzny wyznaczonej przez
ais.
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Przyktad 1: dwucztonowy manipulator planarny

« 2 stopnie swobody: nalezy przypisac trzy uktady wspotrzednych

1. Wybierz os z, (os obrotu przegubu 1, uktad bazowy)

2. Wybierz o$ z, (oS obrotu przegubu 2)

3. Wybierz os z, (uktad koncowki roboczej)
* Dla tego przypadku jest dowolny poniewaz nie opisano zadnej kisci/chwytaka.
« W takim razie, zdefiniujmy z, jako rownolegtg do z, i z, (dla jednolitosci).

4. Wybierz osie x; V2
+ Wszystkie osie z; sg rownolegte.
+ Wybierzmy wiec x; tak, by przecig¢ o4.
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Przyktad 1: dwucztonowy manipulator planarny
» Zdefiniujmy parametry DH V2
— najpierw zdefiniujmy state parametry a,, «;
— dalej, zdefiniujmy zmienne parametry 6, d;

czton |a, |o |d 6,

1 a, |0 0 0,
2 82 O O 62 - :
— ;S zerowe bo wszystkie z; sg rownolegte; @ ~ %o
— Zatem tylko6, sg zmienne. ' 7
¢, —-s, 0 ac, (¢, —-s, 0 a,c, T = A,
- s, ¢ 0 as, A - s, ¢ 0 a,s, C, —S; 0 ac +ac,
"lo o 1 0|0 0 1 0 To_aa _|Se Co O asi+as,
o o0 0 1] |0 0 0 1| S N 0
0 0O O 1 ]
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Przyktad 2: trojcztonowy robot cylindryczny

« 3 stopnie swobody: nalezy przypisac cztery uktady wspotrzednych.

hoon -~

Wybierz o$ z, (os obrotu przegubu 1, uktad bazowy).

Wybierz os z, (0S przesuniecia przegubu 2).

Wybierz os z, (0$ przesuniecia przegubu 3).

Wybierz o$ z,; (uktad koncowki roboczej)
Wybdr jest znowu dowolny, bo nie opisujemy ani kisci, ani chwytaka.
Zamiast tego, definiujemy z; jako réwnolegty do z,. ,

@ -

N Yo
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Przyktad 2: trojcztonowy robot cylindryczny

Zdefiniujmy parametry DH:

najpierw, zdefiniujmy state parametry a; «;

potem, zdefiniujmy zmienne parametry 6, d.

© ~ O O
o O

- Q

Tso = A1A2A3 =

0 -1

o O -~ O

— S1
C1

0

d

0
0

N

1 -
-s,d,
C,d,

d,+d,
1

o O O -~

o O -~ O

© ~ O O

0
0

d

w

czton | a, o d; o,
1 0 d, |6,
0 90 | d,
0 0 ds

1_

Z2 23

Yo
U3

=

Q) 91

Yo
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Przyktad 3: kisc¢ sferyczna

« 3 stopnie swobody: nalezy przypisac cztery uktady wspotrzednych

— odchylenie, nachylenie, obrot (6,, 0,5, 6;) wszystkie przecinajgce sie w
jednym punkcie o (punkt srodkowy kisci)

_ Punkt srodkowy kisci

Odchylenie

7 1 Nachylenie

O;

" S do chwytaka
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Przyktad 3: kisc¢ sferyczna

« Zdefiniujmy parametry DH: czlon |a, | o d |6
— najpierw, state parametry a,, o; 4 0 90 p
— potem, zmienne parametry 6, d. !
5 0 90 0 05
c, 0 -s, O cs 0 -s. O cc —-Ss 0 O||g 0 0 ds | 6,
A:S4O C40A:S50 c:5OA:s6 ¢cs 0 O
"o -1 0 O0o/'* |0 -1 0 Of'° |0 O 1 d,
0 0 0 1] 0 0 0 1 0 0 0 1]
€,CsC; —S,Sg —C,CsS; —S,Cs C4Ss  C,Ssd | p
3 S,CsCq +C,Sg  —S,C5Sq +C4Cq  S4S5  S,S50 6
Ts = AAAs = |
—S5Cs S5Cs Cs Csde
0 0 0 1 do chwytaka




