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Kinematyka prosta i odwrotna
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Przypomnienie: reprezentacja Denavita-Hartenberga

 Reprezentowanie kazdego pojedynczego przeksztatcenia
jednorodnego jako iloczynu czterech przeksztatcen bazowych:

A =Rot,, Trans,, Trans, ,Rot,

c, -s, 0 01 00 0100 a1 O 0
|s, ¢ 00J0100|0100|0¢c -s 0O
|0 0o 10f0014d|0010|0s, ¢ O
0 0 0 1000 1J0 00 1]0 0 1]
_Ce o Se,- Ca,- Se,- Sa,- aice,- |
_ Sy Ce,-Ca,- _Ce,-sa,- aise,-
10 S,, C, d,
0 0 0 1
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Przypomnienie: podstawa fizyczna parametrow DH

°
D

= dlugosc¢ cztonu, odlegtos¢ miedzy o, oraz o, (zrzutowana na x;)

- skrecenie cztonu, kat miedzy z, oraz z, (mierzony wokot x,)

: odsuniecie przegubu, odlegtoS¢ miedzy o, oraz o, (zrzutowana na z,)
: kat przegubu, kat miedzy x, oraz x, (mierzony wokét z,)

D R

ol
- -

d

— 1|'”

Xq ptaszczyznax oraz z,’
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N o ok

Algorytm rozwigzujgcy kinematyke prostg

Oznacz osie przegubodw jako z,, ..., z, , (0S z; jest osig przegubu i+1).
Przyjmij bazowy uktad wspotrzednych: poczatek o, umies¢ dowolnie na
z, i wybierz x, oraz y, tak, aby uktad byt prawoskretny.

Dla i=1:n-1,

i.  UmieS¢ o; w miejscu, gdzie wspolna normalna do osi z; i z,, przecina z,.
Jesli z; przecina z;_,, to umiesSc¢ o; w tym przecieciu. Jesliz iz , sg
rownolegte, to umiesc¢ o; na z; tak, aby zachodzito d=0.

ii. Przyjgc¢ x; wzdtuz wspolnej normalnej osi z; i z; , przechodzacej przez o,, lub
w kierunku normalnej do ptaszczyzny obu tych osi jesli sie one przecinaja.

iii. Wybrac y; tak, aby uktad byt prawoskretny.

Ustal uktad koncowki roboczej: wybierz z, rownolegle do z, ;.

Dla i=1:n, wypetnij tabele parametrow DH.

Zbuduj macierze przeksztatcen jednorodnych A.

Utwérz macierz T,° opisujacg pozycje i orientacje uktadu narzedzia
wyrazong w bazowym uktadzie wspotrzednych.
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Przyktad 2: trojcztonowy robot cylindryczny

« 3 stopnie swobody: nalezy przypisac cztery uktady wspotrzednych
Wybierz o$ z, (os obrotu przegubu 1, uktad bazowy)

Wybierz os z, (0s translacji dla przegubu 2)

Wybierz os z, (0s translacji dla przegubu 3)

Wybierz o$ z; (uktad narzedzia)

Jest to w tym przypadku ponownie arbitralne, bo nie opisaliSmy zadnej

kisci/chwytaka. ;
5

Zamiast tego, zdefiniujmy z; réwnolegle do z,. —

@] - /l T 3
T2 Yy T3

hoon -~

N Yo
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Przyktad 2: trojcztonowy robot cylindryczny

Teraz zdefiniujmy parametry DH

Najpierw, zdefiniujmy state parametry a;, ¢;

Potem, zdefiniujmy zmienne parametry 6, d;

© ~ O O
o O

- Q

Tso = A1A2A3 =

0 -1

o O -~ O

— S1
C1

0

d

0
0

N
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-s,d,
C,d,

d,+d,
1
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czton | a, o d; o,
1 0 d, |6,
0 |9 |d,

0 |0 d;

d3
£ 2 0q s 3,
2 Yy :I's/l
Y3
<1
27
‘EQ] 0
A
.j’.‘l/
)
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Example 3: kiS¢ sferyczna

« 3 stopnie swobody: nalezy przypisac cztery uktady wspotrzednych

— Osie odchylenia, nachylenia i obrotu (6,, 6s;, 65) wszystkie przecinajg sie w
punkcie o (srodek kisci)

Wybierz o$ z; (oS obrotu przegubu 4)
Wybierz os z, (oS obrotu przegubu 5)
Wybierz o$ z; (os obrotu przegubu 6)

Wybierz uktad narzedzia:
Z; (a) jest wspotliniowa z z;
Ye (S) jest kierunkiem zamykania sie chwytaka
Xg (n) wybiera sie wg reguty prawej dtoni

hoon -~

Z3,Xs

0,

_ Punkt srodkowy kisci

Odchylenie

1 Nachylenie

do chwytaka



wm'm HARVARD ENGINEERING

8 aAnpD APPLIED SCIENCES

Przyktad 3: kisc¢ sferyczna

» Teraz zdefiniujmy parametry DH czton |a, | ¢ d |0
— Najpierw, zdefiniujmy state parametry a;, o; 4 0 90 P
— Nastepnie, zdefiniujmy zmienne parametry 6, d. i
3) 0 90 0 05
c, 0 -s, O cc 0 -s, O g -S¢ 0 O 6 0 0 d; | 6,
A:S4OC4OA:S5OC5OA:SG ¢cs 0 O
10 -1 0 Oof"° |0 -1 0 Of° |0 O 1 d,
0 0 0 1] 0 0 0 1 0 0 0 1]
€,CsC; —S,Sg —C,CsS; —S,Cs C4Ss  C,Ssd | .
TS = AAA, = 8§4C5Cq +C4Ss  —S,C585+C4Cq  S4S5 5,550, i 05
— S5Cq S:Cq Cs Csdy i i :
L 0 0 0 T do chwytaka
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Przyktad 4: robot cylindryczny z kiscig sferyczng

* 6 stopni swobody: nalezy przypisacC siedem uktadow wspotrzednych

— Ale juz to zrobilismy w poprzednich dwoch przyktadach, wiec mozna od
razu wypetnic tabele parametrow DH parameters:

! czton |a, | ¢ d |6
- f-’7-3> <__) 95 1 O d 9
Yan el AN 1 1
o ul COC A T
3 0 |0 d, |0
d“[ 7 ({4 Jo Jo0 Jo o
03, 04, 05 S W tym
aa samym punkcieo,  |° 0 [90 |0 |6
Hk _ |8 0 |0 ds | 65
N
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Przyktad 4: robot cylindryczny z kiscig sferyczng

« Zauwazmy, ze z; (0S przegubu 4) jest wspodtliniowa z z, (oS przegubu
3), wiec mozemy dokonac nastepujgcego potgczenia:

| dx_ I1 = C1C4C5Cq — C15,Sg + S1S5C¢
ro_qora_|f1 T2 s d, 21 = $1C4C5C6 — §184S¢ — C1S5Cq
6 — I3lg =

r,, =—S,C:C, —C,S
Fy I d 31 456 496

V4
A 0 0 0 1] r, =—C€4C5Sg — C1S,C¢ — S4S5C4
= o | _
YANS ‘ ’ /) - I3 = 8,C5C¢ — C4Cq
&_x/ \4 | d \_x/’ \_, / '
b  Ys I3 = C1C4S5 = SCs
3 = $1C4S5 + C,Cs
(EQI 7 r33 - _8485

1, d, = 8,¢,S;d; +C,C50; +Cd;

j& \ d,=-s,S.d, +d,+d,
N
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Przyktad 5: manipulator stanfordzki

6 stopni swobody: nalezy przypisac siedem uktadow wspotrzednych:

1. Wybierz os z, (oS obrotu przegubow 1, uktad bazowy)
2. Wybierz osie z,-z; (osie obrotu/przesuniecia dla przegubdéw 2-6)
3. Wybierz osie x;
4. Wybierz uktad narzedzia
5. Wypetnij tabele parametréw DH:
czton | g, o d; 6,
1 0 -90 0 0,
2 0 90 d, |6,
3 0 |o d, |0 Y
o YR
4 0 -90 0 0, C -
5 0 |90 [0 |6 oo
6 0 |0 ds | 65 N
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Przyktad 5: manipulator stanfordzki

» Teraz okresl poszczegolne przeksztatcenia jednorodne:

c, 0 —-s O] c, 0 s, O 100 O
A1:S1 0 c 0,A2:82 0 -c, 0,A3:0 1 0 O

0O -1 0 O 0 1 0 d, 0 0 1 d,

0 0 0 1 0 0 0 1] 0 0 0 1]

'c, 0 -s, O] 'cc 0 s, O] ¢, -S; 0 O]
A4:S4 0 ¢, O,AS:SS 0 -c 0,A6:S6 ce, 0 O

0O -1 0 O 0O -1 0 O 0O 0 1 d,

0 0 0 1] 0 0 0 1] 0 0 0 1]
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Przyktad 5: manipulator stanfordzki

« W koncu, zt6z wszystkie przeksztatcenia w celu uzyskania petnego
opisu kinematyki proste;j:

[ Iy =€ ;Cz (040506 —S4S6 )_ S5S5C6 ] —d, (840506 + C4S6)
o = $1[C5(C4CCo — 546 )~ 5,85 |+ €1(8,65C5 + 4S5
31 = =S, (C4CSC6 - 8486)_ C2S5C6
fy =Gy :_ C, (040586 + S4CG)+ 828586]_ S (_ S4CsSg + C4CG)
fi Nz dx Iy = =S, [_ C, (040586 o 3406)_ 828586]+ ¢ (_ S4CsSe + C4SG)
fy Iy hp d, Fy = S,(C,CsSq + S,Cs )+ C,S5S,

< s = C, (020435 + 3205)_ S154S5

Teo =A - Ag =

0 0 0 1] lys = S,(C,C,S5 + S,C5 )+ CS,S;

Fys = —S,C,Ss + C,Cs

d, =¢,5,d, —S,d, +ds(C,C,C,S5 +C,CsS, — 55,55 )
d, = 5,5,d; +¢,d, + dg(C;5,S5 +C,€,8,S5 + C5S:S,)
\ d, = C,dy +d4(C,C5 — C,S,S5)
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Przyktad 6: manipulator SCARA

4 stopnie swobody: nalezy przypisac piecC uktadow wspotrzednych:

1. Wybierz os z, (os obrotu przegubu 1, uktad bazowy)
2. Wybierz osie z,-z, (osie obrotu/przesuniecia przegubow 2-4)
3. Wybierz osie x;
4. Wybierz uktad koncowki roboczej
5. Wypetnij tabele parametréw DH:
Z]
[
0, (1D ‘
czton |a. |« d |6 o ] x;
i j i i —xi | - IdJ / i
1 81 O O 91 LZ0 Y2 ‘F23 j e 5 SE= ‘
~ B '
2 |a, [180 [0 |6, | &< o
LA Vo
3 O O d 3 O i\E@g X '1;3/|_:|—54
Y4 : s 4
4 0 |0 d, |6, &Y \/
¥
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Przyktad 6: manipulator SCARA

» Teraz okresImy poszczegolne przeksztatcenia jednorodne:

c, —-s, 0 agc,] c, s, 0 auc,] 10 0 O] c,
A - s, ¢ 0 as, A - s, -c¢, 0 a5, A = 0O 10 O A - S,
O 0 1 0 o 0 -1 O 0 0 1 d, 0
0 0 0 1 0o 0 o0 1 0 0 0 1] 0
_C1ZC4 + S1ZS4 - C1284 + S1ZC4 O a1C1 + 82012 ]
TO _ A . A _ S1ZC4 - C1284 - S1ZS4 - C1204 O a1S1 + a2812
4 — 7Y 4

0 0 -1 -d,-d,

© ~ O O

-~ 2 o o
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Kinematyka odwrotna

« Znalez¢ wartosci zmiennych przegubowych, ktore doprowadzg uktad
narzedzia do zadanej pozyciji i orientacji (w przestrzeni roboczej)

— Majgc dane H:

H= E ﬂ e SE(3)

— znalezC wszystkie rozwigzania rownania
Tno(q1""1qn): H
— Zauwazajgc, ze
Tno(q1""’qn): A1(q1)An(qn)
— daje to 12 (nietrywialnych) rownan o n niewiadomych.
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Przyktad: manipulator stanfordzki

« Dla zadanego H: c,[c,(C,CsCs — 485 ) —5,55C4 |- d,(5,05Cs +€,S5) =0
0 1 0 —-0154] $1[C,(CCsCs — $485)— $,85Cs |+ €1(84C5Cs +C,S) =0

0 0 1 0763 =S, (040506 - 3436)_ C,85C¢ =1

H = 10 0 0 Cil— C,(CCsSs +54C6 )+ 5,8585 | — 81(— 5,658 + 4G5 ) =1
00 0 1 — ;= C,(C4C58s —84C6 )~ 5,8585 |+ €1 (= 54C55 +485) =0

. S,(C4CsSq +5,C5 )+ C,S:S, =0

« znalezé 0,, 0,, ds, 0,, 05, b C,(C,C4S5 +5,C5)— 55,8, =0
8,(C,C,S5 +5,C5 )+ C;S,5; =1

—8,0,S5 +C,c5 =0

¢,s,d, —s,d, +dy(c,c,c,S; +C,CsS, —5,5,5;)=—0.154

8,8,d, +¢,d, +dy(C,5,85 +C,C,S,S; +C:S,S,)=0.763

u c,d, +d,(c,cs —¢,S,5:) = O/

—~

« Jedno zrozwigzan: 6, = 72, 6,= 2, d;=0.5, 6,= 72, 6;=0, 65= /2
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Kinematyka odwrotna

« Poprzedni przyktad pokazuje jak trudno bytoby otrzymac rozwigzanie
analityczne 12 réwnan.

« Zamiast tego, rozwija sie systematyczne metody oparte o konfiguracje
manipulatoraw.
« Dla kinematyki prostej zawsze istnieje jednoznaczne rozwigzanie
— Potencjalnie skomplikowane funkcje nieliniowe
« Kinematyka odwrotna moze, ale nie musi, posiadac rozwigzanie
— Rozwigzania moga, ale nie muszg, by¢ jednoznaczne.
— Rozwigzania mogg narusza¢ ograniczenia.

TN e \

* Rozwigzania analityczne sg idealne! S *T___}i_m_ﬁ /x x
A

. \\. \\ * (\_

1 o/n_\_ff_\_\l‘,‘. )

\ HeSE(@3)/

S_GeR"/
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Ogolny zarys: odsprzezenie kinematyczne

« Stosuje sie do uktadéw posiadajgcych ramie z kiscig
— takich, ze osie przegubow kisci przecinajg sie w jednym punkcie.
« Dla takich uktadéw, mozna problem kinematyki odwrotnej mozna
rozdzieli¢ na dwa prostsze zadania:
1. Kinematyka odwrotna pozycji: pozycja srodka kisci
2. Kinematyka odwrotna orientacji: orientacja kisci
* Najpierw, zatézmy 6 stopni swobody i ze 3 ostatnie osie przecinajg sie
w punkcie o,

« Uzyjmy pozyciji srodka kisci do okreslenia pierwszych trzech katow
przegubow...
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Ogolny zarys: odsprzezenie kinematyczne

Poczatek o4 uktadu narzedzia jest przesuniety o odlegtos¢ dy wzdtuz
0si z; (bo z5 | z; sg wspotliniowe)

— W ten sposdb, 3. kolumna R jest kierunkiem z, (wzgl. uktadu bazowego)

I mozemy zapisac: 0

0=0) =02 +dsR| 0

1
— Przeksztatcajgc: 0

0, =0—-d,R|0
1
— Ktadgc o = [o, 0, OZ]T, OCO = [Xc Yo ZC]T

X

C OX
Yo |=]0, —dgly
4 0, —dgls,

Cc

o d6r13
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Ogolny zarys: odsprzezenie kinematyczne

« Poniewaz wektor [x, y. z.]" jest okreslony pierwszymi trzema katami,
wyrazenie na kinematyke prostg pozwala znalezC pierwsze trzy katy
przegubowe niezaleznie od wartosci ostatnich trzech katow.

— W ten sposdb mamy teraz R,°
— Zauwazmy, ze
R= RSRg
— Aby wyznaczy¢ ostatnie trzy katy, mamy
R:=(R3)'R=(RSJ R
— Poniewaz trzy ostatnie przeguby

odpowiadajg kisci sferycznej, do rozwigzania
mozemy uzyC zestawu katow Eulera.
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Kinematyka odwrotna pozycji

Zauwazmy, ze teraz mamy [x, y. z.] i potrzebujemy wartosci q,, q,, g5

— Znajdz g, rzutujgc na ptaszczyzne x; ,, y; , i rozwigzujgc problem
trygonometryczny.

— Dwa przyktady: manipulatory stawowe (RRR) i sferyczne (RRP)

— Przyktadowo, dla manipulatora z tfokciem, aby znalez¢ 6,, zrzutuj ramie na
ptaszczyzne x,, ¥,
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Podstawa: dwuargumentowy arcus tangens

« Uzywamy atan2(-) zamiast atan(-) aby uwzglednic petny zakres
rozwigzan katowych
— Nazywany rowniez ,cztero¢wiartkowym” arcusem tangensem

(—atan2(-y,x) y <0
m —atan _Y y>0,x<0
X
atan2(y, x) =1 atan(Zj y>0,x>0
X
% y>0,x=0
undefined y=0,x=0
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Przyktad: manipulator RRR

1. Aby okresli¢ 6,, rzutujemy ramie na ptaszczyzne x,, y,

0, = atan2(x,,y,)

Yo

Xo

L

— Mozemy réwniez wzigé: 0, =z +atan2(x_,y, )
« Oczywiscie, zmieni to rozwigzania dla 6, oraz 6,
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Zastrzezenia: konfiguracje osobliwe, przesuniecia

« Jeslix=y=0, 0, jest « Jesli bark jest przesuniety, mamy
niezdefiniowany dwa rozwigzania dla 6,: konfiguracje
— tzn. dowolna warto$¢ 6, zadziata lewego i prawego ramienia
— Jednak $rodek kisci nie moze leze¢
i 20 na osi z,
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Rozwigzania dla lewego i prawego ramienia

 Lewe ramie: * Prawe ramie:
6,=a+p
o = atan2(x_,y,)

B=n +atan2(\/xc2 +y,” —d2,d)

0,=¢0-a

¢ = atan2(x,,y, )

o= atanZ(\/xC2 +y° —d2,d)
%o = atan2(— \/xcz +y,—d? ,—dj

Yo
L

g
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Rozwigzania dla lewego i prawego ramienia

« W ogolnosci istniejg zatem dwa rozwigzania dla kata 6,.
« Znajdywanie 6, oraz 6, odbywa sie tak samo jak dla manipulatora
planarnego rozwazanego w drugim wyktadzie:
r’+s?’-a,’ -a,
2a,a, A Z0

cos0, =

2 2
r’=x+y, -d?
S:ZC_d1

2 2

+ (Zc - d1 )2 - a22 - 832
2a,a,

+yC2—d _D

X
= C0s 0, ==

« Zatem mozemy okresli¢ dwa rozwigzania dla 6;:

0, = atanZ(D,i\/1 _D? )

Y




{aaHo HARVARD ENGINEERING
8 aAnpD APPLIED SCIENCES

Rozwigzania dla lewego i prawego ramienia

« Dwa rozwigzania dla 68; odpowiadajg pozycjom ramienia u dotu i u gory.
« Teraz znajdujemy 6,:

6, = atan2(r,s)-atan2(a, + a,c,,a,s;)

= atanZ(\/xC2 +yS-d? z, - dJ —atan2(a, +a,c,,a,S; )

W ten sposob istniejg dwa rozwigzania
dla pary (6, 65).

Y
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RRR: ogotem cztery rozwigzania

« W ogodlnosci, dla manipulatora z tokciem bedg istniaty maksymalnie
cztery rozwigzania problemu kinematyki odwrotnej pozyciji.

— Np. PUMA gt -

ramie z lewej strony u gory ramie z prawej strony u gory

C

ramie z lewej strony u dolu ramie z prawej strony u dotu
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Przyktad: manipulator RRP

« Konfiguracja sferyczna

— Znajdz 6, stosujgc te samg metode jak dla RRR
0, = atan2(x,,y,)

— Ponownie, jezeli istnieje przesuniecie, bedg

Rozwigzania dla lewego i prawego ramienia

— Znajdz 6,
0, = atan2(s,r)
rrEx Y

S:ZC_d1 ,

Yo

— Znajdz dg:
dy =vr’+s°

:\/XC2 +yc2 +(Zc _d1)2




