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Wartosci osobliwe i norma H.,

Whprowadzenie

Wartosci osobliwe ¢; macierzy A sa definiowane jako o; = v/ \;, gdzie \; oznacza wartosci wlasne macierzy
A* A. Najwicksza warto$¢ osobliwa macierzy A oznaczana jest jako 7(A), a najmniejsza jako o(A). Jesli
y = Az, to na podstawie definicji wartosci osobliwych mamy

o) < ¥ <5
|z

gdzie relacja pomiedzy norma y a norma x, czyli |y|/|z|, jest interpretowana jakko wzmocnienie macierzy
A. Jedli x jest réwnoleglty do wektora wlasnego odpowiadajacego najwiekszej wartosci wiasnej AT A to
wtedy mamy

lyl =7 (A)lz|
Analogicznie, gdy z jest réwnolegly do wektora wlasnego odpowiadajacego najmniejszej wartosci wlasnej
AT A to wtedy mamy

ly| = a(A)z|
W ten sposob definiujemy kierunki odpowiadajace najwigkszej i najmniejszej wartosci osobliwej macierzy
A.

Przyktad w $rodowisku MATLAB

A=gallery(3) % Przyktadowa macierz kwadratowa

eig(A) % wartosci wlasne macierzy A

svd(sym(A)) % wartosci osobliwe (symbolicznie)
[U,S,V]=svd(A) ¥ wartos$ci osobliwe (numerycznie)
diag(S) % wypisujemy wartosci osobliwe
sqrt(eig(A’*A)) 7 wartosSci osobliwe z definicji

U’ *U % ortonormalno$¢ macierzy U

V2 *V % ortonormalno$¢ macierzy V

V*inv (S) *U° % odwrotno$¢ macierzy A na podstawie SVD
inv(A) % odwrotno$¢ A tradycyjnie

Kolejng wazng wlasnoécia wynikajaca z rozkladu SVD macierzy A jest nastepujaca zaleznosé
o(A) < min(|Ai]) < max(|Ai]) <o (A)

oznacza to, ze promief spektralny p(G(jw)),Vw € R (czyli najwieksza warto$¢ wlasna G(jw)) zawsze
spelnia ponizszy warunek

p(G(jw)) < 7(G(jw))
W przypadku liniowych stabilnych ukladéw opisanych transmitancja G(s) mamy
Y(jw) = G(ju)U(jw)
gdzie
e Y (s) transformata Laplace’a sygnalu wyjsciowego uktadu
e U(s) transformata Laplace’a sygnalu wejsciowego uktadu

na podstawie definicji wartosci osobliwych otrzymujemy

o(@Gw) < TUN < 5Gjw))



Przyjmujac (wprowadzajac norme spektralna)
IG(jw)| :==7(G(jw))
otrzymujemy
Y (jw)| < [G(jw)||U(jw)
Co wiecej najwieksze mozliwe wzmocnienie uktadu G(jw) jest oznaczane jako |G|, ktére dane jest jako

[Glloc = max |G(jw)]

gdzie ||G|| oo 0znacza norme Hoo ukladu G. Wiemy réwniez, ze dla sygnalu wyjsciowego y(t) i wejsciowego
u(t) zachodzi
Yl < [|Glloo|ul

Dlatego wlasnie norma H ., moze by¢ interpretowana jako wzmocnienie w dziedzinie czasu, czyli

Y
sup I
P

Zadania

1. Zapoznaj sie¢ z programem demonstracyjnym eigdemo. Narysuj wykresy wzmocnien dla réznych
macierzy dostepnych w tym programie.

2. W stanie ustalonym (czyli dla w = 0) dla pewnego obiektu mamy

878 —86.4
Go) = [ 1082 —109.6 }

Dokonaj rozktadu SVD i okresl z ktorych kierunkéw mamy najwieksze i najmniejsze wzmocnienie.
Jesli réznica pomiedzy nimi jest bardzo duza (ok. 100 razy) to oznacza to, ze ten uklad jest trudny
do sterowania. Czy tak sytuacja zachodzi w tym przypadku?

3. Dla ukladu opisanego nastepujacym modelem w przestrzeni stanéw
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Narysuj na jednym rysunku wykresy o(G(jw)) i p(G(jw)) gdzie
G(jw) = C(jw—A)"'*B+D
Pamigtaj, ze
p(G(jw)) = max(abs(eig(G(jw))))

4. Wiadomo, ze dla dowolnej macierzy o rozmiarze 2 x 2

A{au (112}

a21  a22

wartosci wlasne tej macierzy wyrazone sa wzorem

1
A2 = 5 {(011 +ag) \/4(112CL21 + (a1 — a22)2}

Dla dowolnego ukladu o dwéch wejsciach i dwdch wyjdciach (wylosowanego np. funkcja rmodel)

narysuj wykres wartosci wlasnych jako funkcji czestotliwosci.

5. Dana jest nastepujaca macierz

100 100
A= [ 100.2 100 ]

dla ktorej

_ -5 5
ATl= [ 51 —5 ]

Sprawdz jaki wynik otrzymamy gdy jedng warto$é elementu macierzy zmienimy tylko o 0.1%, tj.
sprawdz wynik odwracania macierzy gdy

100 100
A= [ 100.1 100 ]

Wytlumacz otrzymane wyniki na podstawie wartosci osobliwych macierzy A i zmodyfikowanej
macierzy A. Sprawdz rozwiazania uktadu réwnan liniowych Az = b gdy b= [1, —1]7.



6. Udowodnij, ze zachodzi nastepujaca zaleznosé
Gi(I — GGy = (I - G1Go) Gy

gdzie G1 i G2 sa dowolnymi macierzami o odpowiednich wymiarach.
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K= =105 ( 0 05 )
Zakladamy, ze dopuszczona jest tylko taka zmiana sygnalu odniesienia r(t) taka, ze ||r(t)]2 < 1.
Okresl r(t) ktére powoduje powstanie maksymalnego uchybu regulacji e(t) oraz sygnatu sterujacego

u(t).

7. Dany jest nastepujacy uklad

oraz regulator



