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Przedmowa

Skrypt ten zawiera material przygotowany na podstawie moich dwusemes-
tralnych wykladéw z programowania matematycznego, ktére prowadze od
kilku lat na kierunku matematyka najpierw w Wyzszej Szkole Inzynier-
skiej w Zielonej Gorze, potem na Politechnice Zielonogérskiej, a w koncu
na Uniwersytecie Zielonogérskim. Pierwsza cze$¢ skryptu, obejmujaca pro-
gramowanie liniowe odpowiada w duzej czeSci pierwszemu semestrowi wykla-
déw. Natomiast druga cze$¢ skryptu dotyczy programowania nieliniowego,
w szczegllnoSci zadan minimalizacji rézniczkowalnej bez ograniczen
i z ograniczeniami. Skrypt ten przeznaczony jest gléwnie dla studentéw
kierunku matematyka, jednak studenci innych kierunkéw, jak na przykiad
informatyka, informatyka i ekonometria, czy zarzadzanie i marketing powin-
ni bez wiekszych trudnoéci zrozumie¢ znakomita wiekszoS¢ przedstawionego
w skrypcie materiatu.

W skrypcie tym zajmujemy sie zagadnieniami matematycznymi sformu-
lowanymi najczesciej jako problemy minimalizacji badz maksymalizacji funk-
cji wielu zmiennych przy zadanych ograniczeniach. Rozpatrujemy wigc
warunki konieczne i wystarczajace na to, aby funkcja osiagala minimum
wzglednie maksimum oraz badamy pewne wilasnoS§ci zbioréw rozwiazan tych
probleméw. Poniewaz programowanie matematyczne jest dzialem mate-
matyki blisko zwiazanym z naukami stosowanymi, takimi, jak nauki tech-
niczne czy ekonomia, wiec umieScitem w skrypcie liczne przyklady, ktére
powinny da¢é czytelnikowi mozliwo$¢é zapoznania sie z licznymi zastosowa-
niami.
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viii Przedmowa

7 uwagi na te zastosowania nie ograniczamy sie wiec do warunkow ist-
nienia rozwiazan, ale zajmujemy sie réwniez metodami ich wyznaczania.
Metody te podane sa — najogdlniej rzecz ujmujac — jako schematy iteracyjne
badz algorytmy, ktére prowadza albo do doktadnych rozwiazan, albo ich
odpowiednich przyblizen. Przedstawiamy réwniez dowody zbieznosci tych
algorytméw do rozwiazania. Dla czeSci tych metod analizujemy réwniez
szybkos¢ tej zbieznosci. Pozwala to z jednej strony lepiej zrozumiet czytel-
nikowi istote tych metod z drugiej za$ strony — skuteczniejsze ich stosowanie
poprzez dobér odpowiedniej metody do rozpatrywanego zagadnienia.

Programowanie liniowe wyodrebnilo sie jako przedmiot gléwnie za spra-
wa G. B. Dantziga, ktéry — w zwiazku z zagadnieniami planowania i ich
zastosowan do celéw wojskowych — stworzyt w 1947 roku metode sym-
pleksowa. Jednak juz wcze$niej, bo w roku 1939 L. Kantorowicz wydzielit
pewna klase zadan programowania liniowego i podal sposéb ich rozwiazania.
W roku 1947 ukazala si¢ takze wazna praca T. C. Koopmansa wskazujaca
na znaczenie metod programowania liniowego w ekonomii. Kantorowicz
i Koopmans za swoje osiagniecia zostali uhonorowani w 1975 roku Nagroda
Nobla w dziedzinie ekonomii. Pochodzaca od Dantziga metoda symplek-
sowa jest do dzisiaj powszechnie stosowana. Jednak ostatnie dwadzieScia
lat przyniosto przetomowe odkrycia, dzieki ktérym dysponujemy nowymi
metodami rozwiazywania zadan programowania liniowego.

Pierwsza cze$¢ skryptu dotyczaca programowania liniowego podzielona
jest na 7 rozdzialéw.

We wstepie przedstawiamy klasyfikacje zadan programowania mate-
matycznego.

Rozdzial 1. poSwiecony jest podstawom programowania liniowego.
Po kilku krétkich przyktadach podajemy rézne postaci zadan programowa-
nia liniowego oraz pojecia i fakty uzywane w dalszej czeéci skryptu. Nastep-
nie przedstawiamy elementy analizy wypuklej. Na ich podstawie podajemy
w szczegllnoSci warunki konieczne i dostateczne istnienia rozwiazan zada-
nia programowania liniowego.
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Gléwnym celem rozdziatu 2. jest przedstawienie metody sympleksowej,
ktéra stuzy rozwiazaniu zadania programowania liniowego. Pokazujemy
skonczona zbiezno$¢ tej metody dla zadania niezdegenerowanego, a nastep-
nie pokazujemy, jak z postaci tablicy sympleksowej mozna wywnioskowag,
ze brak jest rozwiazan optymalnych badz, ze istnieje ich wiele, ze zbiér tych
rozwiazan jest nieograniczony oraz, ze zadanie programowania liniowego
jest sprzeczne (nie ma tzw. rozwiazan dopuszczalnych). Przedstawiamy
réwniez metode postepowania w przypadku zadan zdegenerowanych. Os-
tatni ustep tego rozdziatlu poswigcony jest zrewidowanej metodzie symplek-
Sowej.

7 kazdym zadaniem programowania liniowego mozna zwiaza¢ tzw. za-
danie dualne. Zwiazki zachodzace miedzy tymi zadaniami omawiamy
w rozdziale 3. Wskazujemy takze na ich interpretacje ekonomiczna. Na
koniec przedstawiamy dualny algorytm sympleksowy.

W rozdziale 4. czytelnik znajdzie podstawowe informacje o wyklad-
niczej ztozonoSci obliczeniowej metody sympleksowej. Ponadto w rozdziale
tym przedstawiamy metode Karmarkara rozwiazania zadan programowa-
nia liniowego i podajemy dowéd wielomianowej ztozonoSci obliczeniowej tej
metody. Rozdzial ten nie jest niezbedny do zrozumienia pozostalej czesci
skryptu i moze byt przez czytelnika pominigty przy pierwszym czytaniu.

Ostatnie dwa rozdzialy dotycza specjalnych zadan programowania li-
niowego.

W rozdziale 5. omawiamy zadanie transportowe i metody jego rozwia-
zania. W szczegdlnoSci podajemy, jak wyznaczyt rozwiazanie dopuszczalne
tego zadania, a nastepnie przedstawiamy algorytm transportowy.

W rozdziale 6. zawarte sa elementy programowania catkowitoliczbowego.
Skupiamy si¢ gtéwnie na metodach rozwiazywania zadan programowania li-
niowego catkowitoliczbowego. Podajemy dwie metody: metode Gomory’ego
oraz metode podziatu i ograniczen.

Na podstawie do§wiadczen nabytych przy pisaniu tego skryptu moge
powiedzie¢, ze jego przygotowanie przypomina nieco dziatanie algorytmu
zbieznego do rozwiazania optymalnego w nieskonczenie wielu krokach.
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7 kazdym krokiem jesteSmy blizej celu, ale trzeba wybra¢ moment,
w ktérym otrzymane przyblizenie uznamy za zadowalajace. Majac wiec
Swiadomos¢, ze przedstawiona postaé skryptu nie jest wolna od niedociag-
nie¢, zdecydowatem sie przekazaé ja do rak czytelnika liczac na krytyczne
uwagi z jego strony.

Zielona Goéra, wrzesien 2002
Andrzej Cegielski



ROZDZIAL 1

Wiadomosci wstepne

Pomiedzy duchem i materig posredniczy matematyka.
[H. Steinhaus]

1.1. Zadania programowania matematycznego

Niech dane beda: podzbiér X C R", funkcja f : X — R oraz podzbiér
D C X. Zadanie programowania matematycznego polega na wyznaczeniu
punktu z*, w ktérym funkcja f ograniczona do zbioru D osiaga minimum
(lokalne badz globalne), o ile takie minimum istnieje. Zbiér D, zwany
zbiorem rozwigzan dopuszczalnych, podawany jest najczeScie] w postaci

D={xe X :¢c(zx)=0dlaie€ Eoraz ¢;(z) <0dlai € I},

gdzie X CR", E={1,...,p}, I ={p+1,..m},¢; : R" >R i€ FUI
Funkcja f nazywa sie funkcjg celu, za$ funkcje ¢;, ¢ € E U I, nazywaja
sie funkcjami ograniczen lub ograniczeniami. Ograniczenia ponumerowane
wskaznikami ¢ € E nazywamy réwnosciowymi, za§ ponumerowane wskazni-
kami ¢ € I — nierdwnosciowymi. 7Zbiér X jest najczeSciej podawany
w postaci: X =R", X =R}, X =Z", X = Z". W ostatnich dwéch przy-
padkach zadanie nazywa sie zadaniem programowania catkowitoliczbowego.

1



2 Rozdzial 1. Wiadomosci wstepne

Czasem zbiér X dany jest w postaci X = {0,1}". Woéwezas méwimy
o zadaniu programowania binarnego.
Doktadniej rzecz ujmujac, programowanie matematyczne zajmuje sie:

e warunkami istnienia rozwiazan dopuszczalnych (warunkami niesprzecz-
nosci problemu),

e warunkami (koniecznymi i wystarczajacymi) istnienia minimum (lub
przynajmniej skonczonego kresu dolnego),

e metodami wyznaczenia tego minimum i punktu z* realizujacego to
minimum (w sposéb dokladny lub przyblizony),

Czasem do zadan programowania matematycznego zalicza sie réwniez:

e zbudowanie — dla konkretnego zagadnienia praktycznego — odpowied-
niego modelu matematycznego w postaci zadania minimalizacji funk-
cji wielu zmiennych,

e interpretacje rozwiazania takiego zadania.

Na ogoét zaklada sig, ze zbiér X' jest domkniety i funkcje ograniczen c;,
1 € FEUI sa ciagle. W konsekwencji zbiér D jest domkniety. Jesli ponadto
jest on ograniczony i funkcja f jest réwniez ciagta, to na mocy twierdzenia
Weierstrassa osigga ona minimum na D.

Zadania programowania matematycznego dzielimy na:

e minimalizacje rézniczkowalng (lub inaczej gladka), gdy wszystkie
funkcje f,¢;, i € E'U I, sa rézniczkowalne.

e minimalizacje nieréiniczkowalng (lub inaczej niegladka), gdy przy-
najmniej jedna z funkcji f,¢;, ¢+ € E'U I, nie jest rézniczkowalna.

Minimalizacje rézniczkowalng dzielimy na:

e minimalizacje bez ograniczen, gdy D = R™ (lub inaczej, funkcje ograni-
czeh nie wystepuja)
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e minimalizacje z ograniczentami, gdy D C R™
Wsréd zadan minimalizacji z ograniczeniami wyrézniamy:

e zadanie programowania liniowego, gdy wszystkie funkcje f,c;,
1 € FUI, sa liniowe,

e zadanie programowania kwadratowego, gdy funkcja f jest kwadra-
towa, za$ wszystkie funkcje ¢;, 1 € E'U I, sa liniowe,

e zadanie programowania wypuktego, gdy E = () i wszystkie funkcje
f,ci, 1 €I, sa wypukle.

W zadaniu minimalizacji z ograniczeniami:

e ograniczenie réwnoSciowe ¢;(z) = 0 mozna zastapi¢ dwoma ogranicze-
niami nieréwnoéciowymi ¢;(z) < 01 —¢;(z) <0,

e ograniczenie nieréwnosciowe ¢;(z) < 0 mozna zastapi¢ ograniczeniem
réwnosciowym ¢;(z) + u; = 0, wprowadzajac tak zwana zmienng
uzupetniajgeq u; > 0,

e zmienng wolng (x; € R) mozna przedstawi¢ jako réznice dwéch zmien-
nych nieujemnych z; = x;r -z, gdzie l’j, z; > 0.

W konsekwencji, postacie zadania programowania matematycznego
z ograniczeniami wylacznie réwnoéciowymi, badz z ograniczeniami wytacz-
nie nieréwno$ciowymi, ze zmiennymi wylacznie wolnymi, badz to ze zmien-
nymi wylacznie nieujemnymi sa sobie w pewnym sensie réwnowazne, tzn.
z kazdej z nich mozna (przynajmniej teoretycznie) przej$¢ do dowolnej in-
nej. Inna rzecz, ze takie przejScie moze okazaé sie malto efektywne z punktu
widzenia metod programowania matematycznego.

Poniewaz max,cp f(z) = — mingep —f(z), wiec zadanie maksymaliza-
cji mozna sprowadzi¢ do zadania minimalizacji i odwrotnie.



4 Rozdzial 1. Wiadomosci wstepne

1.2. Oznaczenia i proste fakty
W dalszej czeSci uzywaé bedziemy nastepujacych oznaczeni konwencji:

e v =(x1,..,2,) € R" oznacza element przestrzeni R" w postaci wek-
tora kolumnowego (czasem bedziemy zapisywac wspétrzedne wektora
w postaci §;, j = 1,...,n, szczegdlnie wowczas, gdy symbolem wy
oznaczaé bedziemy k-ty wyraz ciagu elementéw przestrzeni R™),

e x > (0 oznacza, ze wszystkie wspélrzedne wektora x sa nieujemne,
e R} ={zcR": 2 >0}

e x > 0 oznacza, ze wszystkie wspélrzedne wektora x sa nieujemne,
przy czym przynajmniej jedna z nich jest dodatnia,

e x> ( oznacza, ze wszystkie wspolrzedne wektora = sa dodatnie,
e R, ={zcR": 2> 0},
e (x,y) oznacza iloczyn skalarny wektoréw x,y € R",

e z'y jest standardowym iloczynem skalarnym wektoréw z,y € R"
zapisanym w konwencji mnozenia macierzy, czyli

n
_
wly=> "z,
7j=1

e ||z|| = Va2 oznacza normg euklidesowa wektora x € R™,

e ¢;=(0,..,0,1,0,..., 0) " oznacza j-ty wersor, tzn. element przestrzeni
euklidesowej odpowiedniego wymiaru, ktérego j-ta wspéirzedna jest
réwna 1 za$ pozostale sa réwne 0),
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e | oznacza macierz jednostkowa odpowiedniego wymiaru.
Je§li A jest macierza typu m x n, to:
e A; oznacza i-ta kolumne macierzy A,

e A; oznacza podmacierz utworzona z kolumn A; macierzy A,
jeJc{l,..,n},

e A’ oznacza i-ty wiersz macierzy A,
e 1(A) oznacza rzad macierzy A,

e Az jest kombinacja liniowa kolumn macierzy A, gdzie z € R™ jest
wektorem wspélczynnikéw tej kombinacji,

e u' A jest kombinacja liniowa wierszy macierzy A, gdzie u € R™ jest
wektorem wspélczynnikéw tej kombinacji.

Niech
A11 Alr
A=
Apt .. Ay
oznacza macierz w zapisie blokowym z wyréznionymi podmacierzami A;;,
i =1,....,p, 7 = 1,...,7, takimi, ze podmacierze we wspdlnej kolumnie

macierzy blokowej A maja te sama liczbe kolumn i podmacierze we wspdl-
nym wierszu macierzy blokowej A maja te sama liczbe wierszy. Podobne
oznaczenia dotycza macierzy

Bll Bls
B =
By ... Bys
Zalézmy ponadto, ze istnieja iloczyny A;Byj, @ = 1,...,p, 7 = 1,...5,
k=1,..,r. Wéwczas
Cll Cls

AB=[Cijl=| .. .. . |,
Cpi . Cls
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gdzie Cyj = > ;. AixByj. Innymi slowy, reguly mnozenia macierzy w zapisie
blokowym sa takie same, jak dla zwyklych macierzy.
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Podstawy programowania
liniowego

Kazda wiedza zawiera tyle prawdy, ile jest w niej zawartej mate-
matyki.
[I. Kant]

2.1. Przykiady wprowadzajace

Przyklad 2.1.1. Przedstawimy matematyczny model nastepujacego za-
gadnienia:

Ogrodnik chce obsadzi¢ ogréd wielkoéci 100 m? rézami i gozdzikami.
Moze on zainwestowa¢ maksymalnie 720 zt, za$ z powodu wysokiego nakta-
du pracy moze on zarezerwowaé najwyzej 60 m? na gozdziki. Ile m?
powinien on obsadzi¢ kazdym rodzajem kwiatéw, aby osiagnaé maksy-
malny zysk. Robocizna i koszty materialowe wynosza dla 16z 6 zt/m? i dla
gozdzikéw
9 zt/m?. Zysk wynosi dla 16z 1 zt/m?, za$ dla gozdzikéw 2 zi/m?.

Wprowadzajac oznaczenia:
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e 77 — pole powierzchni (w m?) obsadzonej rézami,
e x5 — pole powierzchni (w m?) obsadzonej gozdzikami,
model matematyczny bedzie mial postac:

maksymalizowat  x1 + 29

przy ograniczeniach z1+x2 < 100
61 + 922 < 720
xT9 S 60
I1,X2 > 0

Powyzszy przyklad podpada pod nastepujacy schemat.

Przyklad 2.1.2 (zagadnienie analizy dzialalnosci gospodarczej). Produ-
cent wytwarza n towaréw P1,...,P,, wykorzystujac m surowcéw lub ogélniej,
czynnikéw produkcyjnych Ry,...,R;,. Producent dysponuje b; jednostkami
surowca R;, i = 1,...,m. Do wyprodukowania jednostki towaru P; potrzeba
a;; jednostek surowca R;, i = 1,..,m, j = 1,...,n. Jednostka wypro-
dukowanego towaru P; przynosi zysk c; jednostek pienigznych, j = 1,...,n.
Ile jednostek kazdego z towaréw powinien wytwarza¢ producent, aby za-
pewni¢ sobie maksymalny zysk?

Oznaczajac przez x; ilos¢ jednostek wyprodukowanego towaru Pj,
j=1,...,n, mozemy powyzsze zagadnienie sformutowaé nastepujaco:

maksymalizowaé c1T1 +c2x9 + ... + ey
przy ograniczeniach a1121 + a0 + ... + a1y, < by
ao121 + a2 + ... + aonxty, < ba
Am1T1 + Am2aT2 + ... + GppTn < by
T1, ., T > 0.

Przyklad 2.1.3 (zagadnienie diety). Przedstawimy model matematyczny
nastepujacego zagadnienia:
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Hodowca karmi krowy dwoma rodzajami karmy, nazwijmy je A i B.
Dzienna racja zywnos$ciowa krowy musi zawiera¢ czynniki odzywcze I, II
i IIT w iloéciach co najmniej 6, 12 i 4 gramy. Zawarto$¢ czynnikéw odzyw-
czych w poszczegdlnych rodzajach karmy i ich ceny podane sa w tabeli:

karma A | karma B mlnlmal}{a
zawartosc (g)
czynnik odzywezy 1 (g/kg) 2 1 6
czynnik odzywezy II (g/kg) 2 4 12
czynnik odzywezy 11 (g/kg) 0 7 4
cena (z1/kg) 5 7

Ile kilograméw karmy A i B powinna zawiera¢ dzienna racja zywnos-
ciowa krowy, aby przy zachowaniu podanego minimalnego zapotrzebowania
na czynniki odzywcze, powstale koszty byly minimalne?

Oznaczajac przez:

o x; —iloS¢ (w kg) karmy A w dziennej racji zywnoSciowej,
e 19 —iloS¢ (w kg) karmy B w dziennej racji zywnosciowej,
powyzsze zagadnienie bedzie mialo nastepujacy model matematyczny:

minimalizowaé 5x1 + Txo

przy ograniczeniach 2z; +x2 > 6
201+ 4z, > 12

71’2 > 4

I1,x2 Z 0.

Przyklad 2.1.4 (zagadnienie produkcyjne). Producent ma za zadanie wy-
produkowa¢ m towaréw Pi,..., P,, w iloSciach by,...,b,, wykorzystujac
n surowcow Ry,..., R,. 7 jednostki surowca R; mozna wyprodukowaé
a;; jednostek towaru P;, i = 1,...,m, j = 1,...,n. Jednostka surowca R;
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kosztuje c¢; jednostek pienieznych, j = 1,...,n. Ile powinno wynosi¢ zuzy-
cie poszczegdlnych surowcéw do wyznaczonego profilu produkcyjnego, aby
taczne koszty surowcéw byly minimalne?

Oznaczajac przez z; iloé¢ jednostek surowca R; uzytego do produkcji,
7 =1,...,n, powyzsze zagadnienie mozemy sformulowa¢ nastepujaco:

minimalizowac¢ c1x1 +coxo + ... +cpxy
przy ograniczeniach 1171 + a12x2 + ... + a1pxy, = by
a1 + a22T2 + ... + agpTy = by

Am1T1 + Ao + ... + GmnTn = bm
T1, ., Ty > 0.

Przyklad 2.1.5 (zagadnienie transportowe). W sieci m magazynéw
Aq,..., A, skladuje sie pewien towar. Nalezy go dostarczy¢ do sieci n
sklepéw Bi,..., B,,. Zapas magazynu A; wynosi a; jednostek towaru, ¢ =
1,...,m. Sklep B; potrzebuje b; jednostek towaru, j = 1,...,n. Zakladamy,

ze m "
Z a; = Z bj (2'1)
i=1 j=1

(faczna podaz jest réwna tacznemu popytowi). Koszty transportu jednostki
towaru z magazynu A; do sklepu B; wynosza c;; jednostek pienigznych,
i=1,...,m, j =1,...,n. Nalezy okresli¢ plan transportowy o minimalnych
kosztach zaspokajajacy zapotrzebowanie wszystkich sklepéw (czyli, przy
podanym zalozeniu, wyczerpujacy laczne zapasy magazynéw).

Jesli przez z;; oznaczymy ilo$¢ towaru transportowanego z magazynu
A; do sklepu B, i =1,...,m, j = 1,...,n, to powyzsze zagadnienie mozemy
sformutowa¢ nastepujaco:

minimalizowa¢ >3, 370 ¢ijmig
przy ograniczeniach Z?:l Tij = a;, 1=1,....,m

Stiwy o= b, j=1l..,n  (22)
ri; > 0, =1,...,m,
' n
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2.2. Podstawowe pojecia
Definicja 2.2.1. Pod pojeciem zadania programowania liniowego (ZPL)

rozumie sie zadanie maksymalizacji lub minimalizacji funkcji liniowej przy
ograniczeniach w postaci réwnos$ci lub nieréwnosci liniowych.

Postac¢ klasyczna ZPL:

maksymalizowaé cx1+ ... + cpxn
przy ograniczeniach  ajjxy + ... + a1z, < b1
101 + ... + AmnTn < by
Lj > 0, j=1.,n
Posta¢ standardowa ZPL:
maksymalizowaé cary+ ... +cpy
przy ograniczeniach  aj1x1 + ... + a1, = b1
Am1Tl + oo + QnTn = bm
x; =2 0, j=1,...,n
Poniewaz min, f(z) = —max, —f(x), wigc, podobnie jak w sytuacji

ogdlnej, problem minimalizacji mozna sprowadzi¢ do problemu maksyma-
lizacji.

Jesli jedna ze zmiennych x; moze przyjmowac¢ dowolne wartosci rzeczy-
wiste, to réwniez, podobnie jak w przypadku ogélnym, mozna ja wéwczas
zastapi¢ dwiema zmiennymi nieujemnymi x;' i T, Przy czym x;j = xj' —Z;.

Postac¢ klasyczna ZPL mozna sprowadzi¢ do postaci standardowej wpro-

wadzajac tzw. zmienne uzupeiniajgce w1, ..., Upm:
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maksymalizowaé a1+ ... + cpxy
przy ograniczeniach a11x1+ ...+ apTn +ur = by
aAm1®1 + oo + GmnTn + Um = bm
x; > 0, =1,..,n,
u, > 0, 1=1,....m

Ostatnia posta¢ nosi nazwe postaci kanonicznej ZPL.

Posta¢ standardowa ZPL mozna sprowadzi¢ do postaci klasycznej przed-
stawiajac kazde réwnanie a;1z1 + ... + ainx, = b; jako dwie nieréwnosci
a1+ . + @iy < bj 1 —ajx1 — ... — iy < —b,i=1,...,m.

Niech = = (21, ....2n) ", ¢ = (c1ycs¢n) T, b= (b1, .0y b)) T i

ail o Q1n
A =

Aml .- Amn

Wéwcezas ZPL mozna przedstawi¢ w zapisie macierzowym:

e w postaci klasycznej:

maksymalizowaé ¢’z

przy ograniczeniach  Ax
x

IV IA
o

e w postaci standardowej:

maksymalizowaé¢ ¢z

przy ograniczeniach  Ax
x

vVl
o
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Po sprowadzeniu postaci klasycznej do standardowej, ZPL ma nastepujacy
zapis macierzowy:

maksymalizowac clz
przy ograniczeniach [ AT ] [ Zi ] =D
z,u > 0

Jest to zapis macierzowy postaci kanonicznej ZPL.

Jesli postac standardowa sprowadzi sie do postaci klasycznej w opisany
uprzednio sposéb, to jej zapis macierzowy wyglada nastepujaco:

maksymalizowaé clx
. . A b
<
przy ograniczeniach [ ) } z < [ b ]
z > 0.

Jedli rzad r(A) macierzy A jest réwny m, to posta¢ standardowa ZPL
mozna sprowadzi¢ do postaci kanonicznej wyznaczajac z ukladu réwnan
Az = b, m pewnych zmiennych jako funkcje pozostalych n — m zmien-
nych. Mozna to uczyni¢ na przyktad metoda eliminacji Gaussa. Metoda ta
mozna réwniez wyznaczy¢ rzedy macierzy A i [A,b], a takze usunaé liniowo
zalezne réwnania jesli r(A) = r([A,b]) < m. Zilustrujemy to nastepujacym
przykladem.

Przykiad 2.2.2. Przy pomocy metody eliminacji Gaussa przedstawimy

uktad réwnan
201 + 320 —4dx3 + 14 =2

4z 4+ 229 — 23+ 224 =1
6x1+ 20+ 223 —24=1
1221 + 629 — 323+ 224 = 4

w postaci kanonicznej.
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Uklad ten przyjmuje w zapisie macierzowym postac

2 3 —4 1 1 2
4 2 -1 2 | |1
6 1 2 —1||a| |1
12 6 -3 2 24 4

Czasem zapisuje sie go réwniez w postaci

2 3 -4 1 2
4 2 -1 2 1
6 1 2 -1 1
12 6 -3 2 4

W tym przypadku nalezy jednak pamietac o tym, ze poszczegélnym kolum-
nom przypisane sa odpowiednie zmienne x1,x2,x3, x4 1 ze kolejnos$¢ przy-
pisania moze ulec zmianie w trakcie przeksztatcen uktadu, co bedzie miato
miejsce w naszym przykladzie.

Po przeksztalceniach elementarnych okre$lonych w metodzie eliminacji
Gaussa (polegajacych w tym przypadku na pomnozeniu pierwszego réwna-
nia przez —2 i dodaniu do drugiego, pomnozeniu pierwszego réwnania
przez —3 i dodaniu do trzeciego, pomnozeniu pierwszego réwnania przez
—6 i dodaniu do czwartego, dalej pomnozeniu drugiego réwnania przez
—2 i dodaniu do trzeciego, nastepnie pomnozeniu trzeciego réwnania przez
—1 i dodaniu do czwartego i w koficu zamianie kolejnoSci zapisu zmiennych
x3 1 x4) otrzymamy réwnowazny uklad réwnan w zapisie macierzowym ze
wszystkimi elementami pod gléwna przekatna réwnymi zeru

2 3 1 —4][m 2
0 -4 0 7 z | | -3
0 0 —4 0 e || 1
00 0 0 3 0

Z zapisu tego wida¢, ze r(A) = r([A,b]) = 3. Dokonujac dalszych prze-
ksztalcen elementarnych okre$lonych w metodzie eliminacji Gaussa (pole-
gajacych w tym przypadku na usunieciu réwnania czwartego — liniowo za-
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leznego, na pomnozeniu trzeciego réwnania przez 1/4 i dodaniu do pierw-
szego, nastepnie pomnozeniu drugiego réwnania przez 3/4 i dodaniu do
pierwszego i w koficu na podzieleniu pierwszego réwnania przez 2, oraz
drugiego i trzeciego przez —4) otrzymamy postaé kanoniczna

100 2 il 0
010 - 2= 3
T4 1
001 0 ~1
T3
lub
(1 4] [”33 } _3
TN
gdzie
5
T e §7 ~ 2
rp = ($17$27$4) 7$N ::L‘,?,,A: —Z ,b: Z
0 1
4

Rozwiazanie uktadu réwnan mozna przedstawi¢ wéwczas nastepujaco:

B :E—AVI’N.

Powyzszy opis ilustruje ogélny schemat: Zaktadajac, jak wyzej, ze pierw-
sze m kolumn macierzy A jest liniowo niezaleznych, mozna uktad réwnan
Ax = b przeksztalci¢ metoda eliminacji Gaussa do tzw. postaci trapezowey:
A*x = b*, gdzie:

r * * * * * * T
ajp Gfy e @1 Qg e Gf, D]
* * * * *
0 a3y ... a3 ay,.q ... az, b3
* 7k * * * *
A5 =1 0 0 .. a) a1 - an b
*
0 0 .. 0 0 . 0 by
L 0 0 0 0 0 b
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oraz aj; # 0,...,ay, # 0. Elementy b7, ..., b}, decyduja o istnieniu rozwia-
zania uktadu réwnan. Uktad posiada rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy
wszystkie one sa réwne zeru. W przypadku istnienia rozwiazan ich ilosc
zalezy od r. Jesli r = n, to uklad posiada dokladnie jedno rozwiazanie.
Jesli r < n, to uklad posiada nieskofniczenie wiele rozwiazan zaleznych od
n — r parametréw. Jesli przynajmniej jeden z elementéw by, ,..., by, jest
rézny od zera, to uklad nie posiada rozwiazan.

Uktad réownan A*x = b* mozna teraz (w przypadku istnienia rozwiaza-
nia) rozwiaza¢ ,od dotu do géry”. Po przeksztalceniach elementarnych
opisanych w metodzie eliminacji Gaussa, otrzymamy réwnowazny mu ukltad

réwnan
|1 A [ B ] -
TN
lub inaczej xp = b— gﬂ:N.

W dalszej czeéci tego rozdzialu zakladamy, ze r(A) = m. Jak za-
uwazyliSmy wyzej, zalozenie to nie ogranicza ogdlnosci rozwazan.

Rozwiazanie ukladu réwnan Ax = b mozna réwniez opisaé inaczej.
Niech w zapisie blokowym A = [ Ap Apn |, przy czym Ap jest macierza
nieosobliwa (det Ap # 0). Nietrudno zauwazy¢, ze zalozenie to réwniez
nie ogranicza ogélnoSci rozwazan (w razie potrzeby mozna ewentualnie

przenumerowaé zmienne 1, ..., T, ). Dalej, niech x = [ xB ] (na przyklad
N

5 = (21, s Tm) |, TN = (Tmg1, .., Tn) | ). Wspélrzedne wektora 5 nazy-
wamy zmiennymi bazowymi, zas wspoélrzedne wektora xy — zmiennymi
niebazowymi. Omawiany uklad réwnan mozna zapisa¢ w postaci

[Ap Ay ]| 27| =

lub inaczej w postaci

Agxp + Ayzy = b.
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Po lewostronnym pomnozeniu obu stron ostatniego réwnania przez Agl

otrzymamy
zp = Ag'b— A Anan. (2.3)

Definicja 2.2.3. Nieosobliwa podmacierz Ap stopnia m macierzy A nazy-
wa sie macierzg bazowg. Jest ona utworzona z m liniowo niezaleznych
kolumn macierzy A.

Definicja 2.2.4. Niech A =] Ap Ay |, gdzie Ap jest macierza bazowa.
Wektor z = (:Eg, 0)", gdzie Tp = A;lb, nazywa sie rozwigzaniem bazowym
uktadu réwnan Ax = b. Wspéhrzedne wektora zp danego réwnoscia (2.3)
nazywaja sie zmiennymi bazowymi.  Pozostale wspélrzedne wektora
T = (mg, 3;'15)T bedacego rozwiazaniem uktadu réwnan nazywaja sie zmien-
nymi niebazowyms.

Uwaga 2.2.5. Kazde nieujemne rozwiazanie x ukladu réwnan Az = b
nazywa sie rozwigzaniem dopuszczalnym. Zbiér rozwiazan dopuszczalnych
ZPL oznaczamy symbolem X. Rozwigzanie bazowe (zp,0) nazywa sie do-
puszczalnym rozwigzaniem bazowym, jesli xp > 0.

Uwaga 2.2.6. Maksymalna liczba rozwiazan bazowych ukladu réwnan
Az = b wynosi (:;L) Moze by¢ ich jednak mniej, jesli pewne podmacierze
typu m x m macierzy A beda osobliwe. Ponadto niektére z rozwiazan
bazowych moga nie by¢ dopuszczalne.

Definicja 2.2.7. Rozwiazanie bazowe (:1:};,,0)—r nazywa sie zdegenerowa-

nym, jesli przynajmniej jedna ze zmiennych bazowych jest réwna zeru. W
przeciwnym wypadku rozwiazanie bazowe nazywa sie niezdegenerowanym.

Definicja 2.2.8. Dopuszczalne rozwiazanie * ZPL nazywa sie rozwigza-
niem optymalnym, jesli nie istnieje rozwiazanie dopuszczalne ZPL o wiekszej
(albo mniejszej w przypadku minimalizacji) warto$ci funkcji celu niz clx*.
Zbiér rozwiazan optymalnych ZPL oznaczamy symbolem X*. Jesli do-
puszczalne rozwiazanie bazowe jest rozwiazaniem optymalnym, to nazywa
sie ono optymalnym rozwigzaniem bazowym.
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W przypadku, gdy ZPL jest dane w postaci standardowej, jego funkcje
celu mozemy zapisa¢ nastepujaco:
z=c'x= cgﬂcB + c}mN
Po wstawieniu w miejsce zp wyrazenia okreSlonego réwnoscia (2.3)
otrzymamy

z= chg,lb + (en — C;ABIAN).xN (2.4)

W zagadnieniach ekonomicznych wektor c;Agl nazywa sie wektorem cen
ukrytych, wektor chglAN — wektorem kosztéw réwnowaznych, wektor

CX, — CEA]_;A ~ — wektorem kosztow zredukowanych, za$ przeciwny do niego

wektor CEAEIA N — c; — wektorem wujemnych kosztéw zredukowanych. Po-
damy teraz interpretacje tych poje¢ na przykladzie zagadnienia produk-
cyjnego (przyklad 2.1.4). Przypuéémy, ze = = (z5,25)' jest pewnym
rozwigzaniem dopuszczalnym (wektorem udzialéw surowcowych) i, ze
o' = (z'5,2\)7 jest takim rozwigzaniem dopuszczalnym, ze z'y = zn + €;
il = Aptb— Azt Analy. Inaczej méwiac, j-ta zmienna niebazowa (udzial
j-tego surowca) zwigkszono o jednostke, a zmienne bazowe zmieniono tak,
aby 7’ byto nadal rozwiazaniem dopuszczalnym. Niech z i 2z’ beda warto$-
ciami funkcji celu odpowiadajacymi tym rozwiazaniom. Wéwczas z réwnos-

ci (2.4) otrzymamy po prostych przeksztalceniach
7=z - (cpAp'Aj - ¢)),

gdzie A; oznacza j-ta kolumne macierzy A. Widzimy wigc, ze zwigkszenie
udzialu j-tego surowca o jednostke (przy zachowaniu profilu produkcji)
powoduje redukcje warto$ci funkcji celu (kosztéw surowcowych) o wielkosé¢
chl_glAj — ¢j. Zauwazmy, ze wielko$¢ ta jest j-ta wspélrzedna wektora
ujemnych kosztéw zredukowanych. JeSli przy takiej zamianie rozwiazania
x na 2’ (zwiekszenie udzialu j-tego surowca o jednostke) funkcja celu (koszty
surowcowe) mialaby pozosta¢ bez zmiany, to oczywiScie

2T A1y,
¢j = cgAgp Aj,
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czyli cena jednostki j-tego surowca musiataby by¢ réwna j-tej wspélrzedne;j
wektora kosztéw réwnowaznych. Przy okazji zauwazmy, ze jezeli x jest
(bazowym) rozwigzaniem optymalnym zadania minimalizacji, to wszystkie
koszty zredukowane dla zmiennych niebazowych (nie uzywanych surowcéw)
sa nieujemne albo inaczej ich koszty réwnowazne sa réwne co najwyzej
jednostkowym cenom surowcowym. Dla rozwiazania optymalnego zada-
nia maksymalizacji wszystkie ujemne koszty zredukowane dla zmiennych
niebazowych sa nieujemne.

Interpretacja ekonomiczna wektora cen ukrytych bedzie podana pézniej.

Przyklad 2.2.9. Okreslimy wszystkie bazowe rozwiazania dopuszczalne

ukladu réwnan
12 17| ™) T[4
21 5| ™| 7|5 |
xrs3

Oczywiscie r(A) = 2.

a) Wybierajac B = {1,2} otrzymamy zp = (2,1)' i dopuszczalne
rozwiazanie bazowe z = (2,1,0)7,

b) wybierajac z kolei B = {2, 3} otrzymamy xp = (%, %)T i dopuszczalne
9 %7 %)T

¢) natomiast wybierajac B = {1,3} otrzymamy x5 = (5,—1)" i niedo-
puszczalne rozwiazanie bazowe z = (5,0, —1) .

rozwiazanie bazowe x = (0

Przykiad 2.2.10. Wyznaczymy wszystkie bazowe rozwiazania dopuszczal-
ne ZPL:
maksymalizowat cijxq1 + caxo

przy ograniczeniach —x7 +2z9 < 8
T1+xo < 10
21 + 22 < 16

T1 S 6

T1,T2 Z 0.
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Posta¢ standardowa tego zadania w zapisie macierzowym wyglada nastepu-

jaco:
maksymalizowac C1T1 + C2X2

F ey T
-1 21000 2 8
. . 1 10100 T3 10
przy ograniczeniach 9 10010 v | = | 16
1 00001 Ts5 6

L T6

Oczywiscie r(A) = r([A, b]) = 4. Niektére z rozwiazan bazowych przedsta-
wiaja sie nastepujaco:

a) dla B = {2,4,5,6}, zp = (4,6,12,6)" i z = (0,4,0,6,12,6)7 jest
dopuszczalnym rozwiazaniem bazowym,

b) dla B = {1,2,5,6}, 25 = (4,6,2,2)" i = (4,6,0,0,2,2)" jest
dopuszczalnym rozwigzaniem bazowym,

c) dla B = {1,2,3,4}, zp = (6,4,6,0)" i = = (6,4,6,0,0,0)" jest
rozwigzaniem zdegenerowanym,

d) dla B = {1,2,3,5}, zp = (6,4,6,0)" i 2 = (6,4,6,0,0,0)" jest
rozwiazaniem zdegenerowanym,

e) dla B = {1,2,3,6}, 2 = (6,4,6,0)" i = = (6,4,6,0,0,0)" jest
rozwiazaniem zdegenerowanym,

f) dla B = {1,3,4,5}, 25 = (6,14,4,4)T i © = (6,0,14,4,4,0)" jest
dopuszczalnym rozwiazaniem bazowym,

g)dla B = {3,4,5,6}, x5 = (8,10,16,6)" i = = (0,0,8,10,16,6)" jest
dopuszczalnym rozwiazaniem bazowym,

h) dla B = {1,2,4,6}, xp = (2,32, -8 )T iz = (2 32 0, -8 0, &7
jest niedopuszczalnym rozwiazaniem bazowym.

Poza tym istnieje jeszcze 6 niedopuszczalnych rozwiazan bazowych.

Zwréémy uwage na to, ze trzem réznym wyborom zbioru B odpowiada
jedno (potréjne) rozwiazanie zdegenerowane. Czytelnikowi zalecamy nary-
sowanie zbioru rozwiazan dopuszczalnych omawianego zadania i poréw-
nanie wierzchotkéw tego zbioru z wyznaczonymi bazowymi rozwiazaniami

dopuszczalnymi.



2.2. Podstawowe pojecia 21

Cwiczenie 2.2.11. Przedstawié:
a) problem ogrodnika (przyklad 2.1.1);

b) zagadnienie diety (przyktad 2.1.3);
jako ZPL w postaci klasycznej i standardowej i rozwiazaé te zadania graficz-
nie.

Ad a) Posta¢ klasyczna tego problemu wyglada nastepujaco:

maksymalizowat 1 + 2x2

przy ograniczeniach 1 +2x2 < 100
6x1+ 922 < 720

) S 60

T1,T2 Z 0.

Stad otrzymujemy posta¢ standardowa (ktéra jest jednocze$nie postacia
kanoniczna):

maksymalizowaé T + 229
T
11100 T2 100
przy ograniczeniach 6 9 010 U1 = 720
01 0 01 U2 60

us
T1,T2,U1,U2,U3 Z 0.

Ad b) Posta¢ klasyczna tego problemu wyglada nastepujaco:

minimalizowaé bx1 + 7x9

przy ograniczeniach  2x1+xz2 > 6
2¢1 +4x9 > 12

7$2 Z 4

z,z2 =2 0
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albo
maksymalizowat —bxy — Txa
przy ograniczeniach —2x; —x92 < —6
—2:1)1 — 41,‘2 < —12
—7%2 S —4
T1,T2 Z 0.

Pozostala czes¢ zadania pozostawiamy do uzupelnienia czytelnikowi.

2.3. Podstawy teoretyczne

Nauke buduje sie z faktow, tak jak dom buduje sie z kamieni.
Jednak zbidr faktow nie jest jeszcze naukg, tak jak stos kamieni
nie jest jeszcze domem.

[H. Poincaré]

W niniejszym ustepie zestawiamy pojecia i twierdzenia dotyczace zbioréw
i funkcji wypuktych, ktére beda nam potrzebne w dalszej czeéci. Niektére
z twierdzen przedstawiamy bez dowodéw. Dowody te mozna znalezé
w podrecznikach do analizy wypuklej, na przykltad w podrecznikach J. B.
Hiriarta-Urruty’ego i C. Lemaréchala [10, 11].

2.3.1. Zbiory wypukle

Definicja 2.3.1. Zbiér K C R" nazywa si¢ zbiorem wypuktym, jesli dla
dowolnych z,y € K i dla kazdego A € [0, 1]

(1-XNz+ Ay € K.

Otoczkg wypuklg zbioru S C R™ nazywamy najmniejszy zbiér wypukty
zawierajacy S. Oznaczamy ja symbolem conv S. Kombinacjg wypukiq ele-
mentéw 1, ..., Ty, € R™ nazywamy element z € R™ postaci

m
Tr = E )\iSUZ',
=1
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gdzie \; > 0,i=1,..m, > " =1, meN

Czytelnikowi pozostawiamy dowdéd nastepujacego lematu.

Lemat 2.3.2. Podzbior C C R" jest wypukty wtedy i tylko wtedy, gdy do
C nalezy dowolna kombinacja wypukta jego elementow.

Przyklad 2.3.3. Podamy teraz wazne dla zastosowan przykiady zbioréw
wypuktych:

a)
b)

c)
d)

Przekréj dowolnej rodziny zbioréw wypuktych jest zbiorem wypuktym.

Dowolna podprzestrzen afiniczna, w szczegélnoéci dowolna hiperptasz-
czyzna {x € R" : a'x = b} jest zbiorem wypuklym.

Dowolna pélprzestrzen {x € R" : a2 < b} jest zbiorem wypuktym.

Poniewaz przekrdj dowolnej liczby zbioréw wypuktych jest zbiorem
wypuklym, wiec w szczegdlnoSci zbiory postaci

ﬂ{x eR":a] z = b;}
el

sa wypukte. OczywiScie algebraicznie sa one zbiorami rozwiazan uk-
tadu réwnan liniowych a;—:z: =b,t€l.

7 tych samych powodéw wypukle sa zbiory postaci
ﬂ{x €R":a] x < b}
i€l

W przypadku, gdy I jest zbiorem skofczonym, zbiory takie nazy-
wamy zbiorami wielosciennymi. Szczegdlnym przypadkiem zbioru
wielo$ciennego jest sympleks standardowy, zdefiniowany nastepujaco

Ap={w=,0dm) €ER™: XN >0, i=1,.,m, Y N=1}
1=1
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Innym przykladem zbioru wieloSciennego jest zbiér rozwiazan dopusz-
czalnych X zadania programowania liniowego. Zbiorem wieloScien-
nym jest réwniez zbiér rozwigzan optymalnych X* tego zadania ponie-
waz

X*=Xn{zeR":c'z=c"z"}

gdzie x* jest ustalonym elementem zbioru X*. Tak wiec zbiory X
i X* sa wypukle.

f) Dowolna kula B(y,r) = {z € R" : ||z — y|| < r} jest zbiorem wy-
puklym.

Lemat 2.3.4. Otoczka wypukia zbioru S C R™ jest postaci

conv S = {Z Aixi cxp €S, w=()\, ...,)\m)—r €A, m¢c N} . (2.5)
i=1

Dowéd

»,27  Na mocy definicji 2.3.1 conv S jest zbiorem wypukltym. Skoro
conv S D S, wiec z lematu 2.3.2 wynika, ze conv S zawiera réwniez wszyst-
kie kombinacje wypukle elementéw zbioru S.

»C”  Nietrudno pokazaé, ze zbiér po prawej stronie réwnosci (2.5) jest
wypukly. Zawiera on S, wiec zgodnie z definicja 2.3.1 zawiera on réwniez
conv S. U

Liczbe elementéw wchodzacych do kombinacji wypuktych, o ktérych
mowa w réownoéci (2.5) mozna ograniczy¢. Zachodzi bowiem nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie 2.3.5 (Carathéodory). Otoczka wypukta zbioru S C R"
sktada sie ze wszystkich kombinacji wypuktych co najwyzej n+ 1 elementéw
zbioru S':

conv S = {Z)\sz tx; €8, w= (Al,...,Am)T ceA,, m<n+ 1}.
i=1



2.3. Podstawy teoretyczne 25

Dowéd. Niech x € conv S. Zgodnie z réwnoscia (2.5) z = > " \ix;
dlam € N, x1,....,x, € S1 A € A,,. Spoéréd wszystkich przedstawien
wektora x w przedstawionej postaci mozemy wybraé¢ to, dla ktérego liczba
m jest najmniejsza. Pozostaje pokazaé, ze m < n 4+ 1. Przypu$tmy, ze
jest przeciwnie. Niech z, = (z;,1) € R" x R. Poniewaz m > n + 1,
wiec wektory xf, i = 1,...,m, sa liniowo zalezne. Oznacza to, ze istnieja
takie liczby au, ..., oy, nie wszystkie réwne zeru, ze > ", a;x; = 0, czyli
Soiaimy =01y a; = 0. Tak wige wéréd «;, @ = 1,...,m, istnieja
liczby dodatnie. Niech

Ai A
Eozm:min{zzai>0, izl,...,m} (2.6)
77 (07}
i niech
S\i = )\i — 00, 1= 1, ceey TN

Z réwnoéci (2.6) wynika, ze A\; > 0dlai=1,...,m1ize \j, = 0. Zatem

m m m
Z Aixi = Z i — &g Z T, =T
i=1 i=1 =1
1
m m m m
D= Ni—ed =) A=
=1 =1 =1 =1

Poniewaz \;, = 0, wiec widzimy, ze x mozna przedstawi¢ jako kombinacje
wypukta m — 1 elementéw. O

2.3.2. Punkty ekstremalne

Definicja 2.3.6. Punkt x nalezacy do zbioru wypuktego K C R” nazywa
sie punktem ekstremalnym tego zbioru, jesli nie jest srodkiem odcinka tacza-
cego dwa rézne punkty zbioru K:

1 :
T = i(ac'—l—x”) iz, 2 e K=2a =2".
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Zbiér punktéw ekstremalnych zbioru K oznaczamy symbolem ext K.
W przypadku, gdy K jest zbiorem wieloSciennym, jego punkty ekstremalne
nazywaja sie wierzchotkami.

Przyklad 2.3.7. Podamy zbiory punktéw ekstremalnych dla wybranych
zbioréw wypuklych.

a) Dla K = [a,b] C R, przy czym a < b, ext K = {a, b},

b) dla K =R} = {z € R": 2 > 0}, ext K = {0},

c)dla K =Ap,ext K ={¢;:i=1,...,m},

)
)
)
d)dla K = {x € R" : Az = b}, extx K = K jeSli uklad réwnan
Ax = b posiada dokladnie jedno rozwiazanie i ext K = () w przeci-

wnym wypadku.

Twierdzenie 2.3.8. Niech X = {x € R": Ax = b, x > 0} bedzie zbiorem
rozwigzan dopuszczalnych zadania programowania liniowego w postaci stan-
dardowej. Wowczas x € X jest wierzchotkiem zbioru X wtedy 1 tylko wtedy,
gdy x jest bazowym rozwigzaniem dopuszczalnym.

Dowdéd

(=) Niech z bedzie wierzcholkiem zbioru X. Zapiszmy (po ewentu-
alnym przenumerowaniu zmiennych) = = (z1, ..., 73,0, ...,0) ", gdzie z; > 0
dlai=1,...,k. Oznaczmy K = {1,...,k} i zx = (21,...,2;)". Pokazemy,
ze macierz Ax = [ Ai, ..., Ax | ma liniowo niezalezne kolumny (r(Ax) = k).
Przypuéémy, ze jest przeciwnie, tzn. Axax = 0 dla pewnego niezerowego
wektora ar = (g, ...,a) . Niecha = (g, ..., a,0,...,0)T € R". Oczywis-
cie wektor a jest réwniez niezerowy. Niech € > 0 bedzie liczba na tyle mala,
ze ¥’ = x+ eca>01ix" =z —eca>0. Taka liczba istnieje, poniewaz x; > 0
dla i = 1,...,k. Zauwazmy, ze z’ i 2" sa rozwiazaniami dopuszczalnymi,
gdyz

Alx +ea) =Av +cAa=bEtcArgarx = 0.

Ale z = (@' +2") i 2 # 2", gdyz ¢ # 0. Zatem z nie jest wierz-

chotkiem zbioru X. Uzyskana sprzeczno$¢ dowodzi, ze r(Ax) = k, a wiec
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E < m, gdyz r(A) = m. Dolaczmy kolumny Ayyq,..., A, (po ewentu-
alnym ich przenumerowaniu) do macierzy Ag tak, aby powstala macierz

Ap = [Ay1, ..., Ap] byla bazowa (nieosobliwa). Niech Ay = [Ap+1, ..., An)-
Oznaczmy xp = (o1, ..., 21,0, ...,0)T. Mamy wiec z = (x5,0)" i widaé, ze
~——

m—k
x jest dopuszczalnym rozwiazaniem bazowym, gdyz

b= Az = [AB;AN]x = ABxB

czyli zp = Al_glb oraz x > (0. Ponadto, jesli k < m, to rozwiazanie to jest
zdegenerowane.

(<) Niech Ap bedzie macierza bazowa i niech x = (25,0)", gdzie
rp = Aglb bedzie bazowym rozwiazaniem dopuszczalnym. Przypus$émy,

ze x = 3(2/ + 2") dla pewnych rozwiazaf dopuszczalnych z’ = (23 ,z/\) "

2 = (2% 2T, Mamy wiec
. T, "
Tp = §($B +p)
oraz

1
0= 5(90/]\/ + zy).

W istocie zy = 2, = 0, bowiem jedli suma nieujemnych wektoréw jest
wektorem zerowym, to wektory te sa wektorami zerowymi. Ponadto

b= Az = [AB,AN]QIT, = ABQZ,B,

czyli oy = Ag'b. Podobnie, 2’5 = Ap'b. Tak wige x3 = /5. Zatem
x' = 2”. Pokazaliémy wigc, ze x jest wierzcholtkiem zbioru X. O

Uwaga 2.3.9. Powyzsze twierdzenie jest prawdziwe réwniez dla postaci
klasycznej zadania programowania liniowego. W celu pokazania tej wersji
twierdzenia nalezy najpierw sprowadzi¢ zbiér ograniczen

X={zeR": Az <b, z >0}
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do postaci standardowej
X ={weR"™: Aw = b, w >0},

gdzie A = [A,I], w = (z7,u")T, dla ktérej to postaci twierdzenie zostalo
wyzej pokazane. Nastepnie nalezy zauwazy¢, ze jesli punkt w = (z",u')"
jest wierzchotkiem zbioru X, to z jest wierzcholkiem zbioru X oraz jesli
x jest wierzchotkiem zbioru X i wektor u € R™ jest taki, ze Ax + u = b,
to punkt w = (z",u")" jest wierzcholkiem zbioru X (dowody tych faktéw
pozostawiamy czytelnikowi jako éwiczenie).

2.3.3. Projekcja metryczna na zbiér wypuktly

Definicja 2.3.10. Niech C C R" i niech z € R". Punkt y = Po(x) € C
nazywamy projekcjg metryczng punktu x na zbiér C' jesli

Ve |z —yll < lz - 2]

Wprawdzie projekcje metryczna mozna zdefiniowaé dla dowolnej normy,
jednak beda nas interesowa¢ wlasnosci tej projekcji dla normy indukowanej
przez iloczyn skalarny. W dalszym ciagu tego ustepu zaktadamy wiec, ze

|z|| = v/(z,z) dla pewnego iloczynu skalarnego (-, ).

Twierdzenie 2.3.11. Niech C' C R" bedzie zbiorem niepustym, domknie-
tym 1 wypuktym. Wowczas dla dowolnego x € R™ istnieje doktadnie jedna
jego projekcja metryczna na C.

Dowdéd. Twierdzenie pokazemy najpierw dla x = 0. Niech
d = inf{[|y|| : vy € C} i niech ciag (yx) C C bedzie wybrany tak, by
llyx |l — d. Dowéd rozbijemy na trzy czedci.

a) Pokazemy, ze (yi) jest ciagiem Cauchy’ego. Niech ¢ > 0 i niech
ko € N bedzie takie, ze ||yx||? < d? +¢/4 dla k > ko. Niech k,1 > k.
Oczywiscie %yk + %yl € C poniewaz C jest wypukty. Stad %Hyk + il > d.
Korzystajac z tozsamoS$ci réwnolegloboku otrzymujemy w konsekwencji:

lye — wll® = 2llyell® + 2llwl1? = llye + wll?
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< 2d? +e/4) +2(d* +e/4) —4d* = ¢,

tzn. (yg) jest ciagiem Cauchy’ego.

b) Z a) wynika, ze y;, zbiega do pewnego y € R", gdyz R™ jest przestrze-
nia zupela. Ponadto y € C, poniewaz C jest domkniety. Stad i z ciaglosci
normy wynika, ze ||y|| = d. Oznacza to, ze y = Pc(0).

c) Pokazemy teraz, ze projekcja metryczna okre$lona jest jednoznacznie.
Niech y' € C iniech ||y/|| = d. Z wypuklosci C otrzymujemy %y + %y' eC.
Ponadto 1 1 1 ]

d<lzy+59l < slyl +5llyll =,

a wiec ||y + ¢'|| = 2d. Korzystajac powtérnie z tozsamosci réwnolegloboku
mamy:

ly —9'11> =2llyl* + 2l¥'I1* — ly + /||> = 2d* + 2d> — 4d* = 0,

czyliy =1v'.
Poniewaz Po(x) = = 4+ Po_z(0), wiec twierdzenie jest prawdziwe dla
dowolnego x € R™. O

Uwaga 2.3.12. Istnienie projekcji metrycznej na zbiér C' C R™ mozna
pokazag prosciej korzystajac z ciagloSci normy i z twierdzenia Weierstrassa.
Natomiast przeprowadzony powyzej dowéd wskazuje, ze twierdzenie 2.3.11
jest prawdziwe réwniez dla dowolnej przestrzeni Hilberta.

Twierdzenie 2.3.13. Niech x € R", C C R"” bedzie zbiorem niepustym,
domknietym i wypuktym i niech y € C'. Wowczas nastepujgce warunki sg
rownowazne

(ii) (z —y,z—y) <0 dla dowolnego z € C.

Dowéd
(i)=(ii). Niech y = Po(z) i niech z € C. Ponadto, niech

2=y +Az—vy)
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dla A € (0,1). Oczywiscie zy € C, poniewaz C jest wypukly. Z (i)
i z wlasnosci iloczynu skalarnego mamy wiec
lz = ylI? < llz = 2:1* = [l =y — Az = y)II?
= |lz —yl* = 2Mz —y, 2 — y) + M|z —y|*.
Skoro A > 0, wiec
A
(@—y,2-y) < Jllz =yl

a poniewaz A jest dowolng liczba z przedzialu (0, 1), wiec musi zachodzi¢
(ii).

(ii)=(i). Z wlasnosci iloczynu skalarnego oraz z (ii) mamy dla dowol-
nego z € C

Iz = 2l? = llz = yl* + lly — @l* + 2(z = 9,y — 2) > [ly — %,

co na mocy definicji projekcji metrycznej daje (i). O

2.3.4. Twierdzenia o oddzielaniu i ich konsekwencje

Twierdzenie 2.3.14 (o ostrym oddzielaniu). Niech C C R" bedzie
zbiorem niepustym, domknietym i wypuklym i niech x ¢ C. Wowczas ist-
nieje taki wektor s € R™, ze

(s,z) > sup{(s,y) :y € C}.

Dowéd. Niech s = z — Po(z). Wéwcezas z twierdzenia 2.3.13 wynika
prosto, ze dla kazdego y € C

(@ —y.s) 2 [ls||*,

czyli
(s,2) > (s,9) + [Is]|*.
Zauwazmy, ze s # 0, bo C' jest domkniety i ¢ C. Zatem

(s,z) > sup{(s,y) : y € C} + ||s|* > sup{(s,y) : y € C}.
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Whniosek 2.3.15. Niech A, B C R™ bedg zbiorami wypuktymi i domkniety-
mi, przy czym jeden z nich jest zbiorem zwartym. Jesli AN B = (),
to istnieje taki wektor s € R", ze

inf{(s,u) : w € A} > sup{(s,v) : v € B}.

Dowéd. Niech C =B-A={ze€R":z=v—-u,v € B, ue A}
Nietrudno zauwazy¢,ze C' jest zbiorem wypuklym. Ponadto C' jest zbiorem
domknietym, poniewaz A i B sa domkniete, a jeden z nich zwarty. Istotnie,
niech (z,) C C i niech z, — z. Wéwczas z, = v, — u,, gdzie u, € A
iv, € B. Przypuétmy, ze zbiér A jest zwarty. Wéwcezas istnieje podciag
zbiezny (uy, ) ciagu (uy,). Niech u = limj_o0 tp, . Wowezas

Uny, = Zny + Up, =V =2+1u.

OczywiScie w € A i v € B, poniewaz A i B sa zbiorami domknietymi.
Mamy wiec z = v—u € B— A = C. Oznacza to, ze zbiér C jest domkniety.
Poniewaz, AN B = (), wiec 0 ¢ C. Na mocy twierdzenia o ostrym oddziela-
niu istnieje taki wektor s € R", ze

0 = (s,0)>sup{(s,y):yeC}
sup{(s,v —u) :u € A, v € B}
= sup{(s,v) :v € B} —inf{(s,u) : u € A}.

O

Twierdzenie 2.3.16 (o stabym oddzielaniu). Niech C C R" bedzie
zbiorem niepustym i wypuktym i niech x ¢ C. Wowczas istnieje s € R"
takie, ze

(s,z) > sup{(s,y) : y € C}.

Dowéd. Jedli ¢ clC, to teza wynika z twierdzenia o ostrym od-
dzielaniu. Niech wiec z € clC'\ C. Poniewaz ten ostatni zbidr jest zawarty
w brzegu zbioru C, wiec istnieje ciag xp — x, xx ¢ clC. Z twierdzenia
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o ostrym oddzielaniu wynika, ze istnieje ciag s # 0 taki, ze dla kazdego
yedl

{8k, Tk) > (Sk, )
lub inaczej

Sk Sk
(s Tk) > (7, Y)-
IEA llsell’

Ciag sk/||sk| jest ograniczony, posiada on wiec podciag zbiezny do pewnego
wektora unormowanego, powiedzmy do s. Przechodzac do granicy i korzys-
tajac z ciaglosci iloczynu skalarnego otrzymamy

(s,2) > (s,9)
dla kazdego y € C, co jest réwnowazne tezie twierdzenia. O

Whniosek 2.3.17. Niech A, B C R" bedg zbiorami wypuktymi i domkniety-
mi. Jesli AN B =), to istnieje taki wektor s € R™, ze

inf{(s,u) : w € A} > sup{(s,v) : v € B}.

Dowéd powyzszego wniosku przeprowadza sie podobnie do dowodu
wniosku 2.3.15, przy czym nalezy w nim skorzysta¢ z twierdzenia o stabym
oddzielaniu.

Definicja 2.3.18. Ograniczony zbiér wieloScienny nazywa si¢ wieloscianem.

Twierdzenie 2.3.19 (Minkowski). Wieloscian K jest otoczkg wypukig
zbioru swoich punktow ekstremalnych:

K = convext K.

Dowéd indukcyjny twierdzenia Minkowskiego wzgledem wymiaru prze-
strzeni oparty na twierdzeniu o oddzielaniu mozna znalez¢ w podrecznikach
do analizy wypuktej, np. w podreczniku J. B. Hiriarta-Urruty’ego i C.
Lemaréchala [10, twierdzenie 2.3.4]. Podobne twierdzenie mozna sformuto-
wacé dla zwartych i wypuktych podzbioréw dowolnej lokalnie wypuktej przes-
trzeni liniowo-topologicznej. Nosi ono nazwe twierdzenia Kreina—Milmana.
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Uwaga 2.3.20. Prawdziwe jest réwniez twierdzenie w pewnym sensie od-
wrotne do twierdzenia Minkowskiego: otoczka wypukla zbioru skonczonego
jest wieloscianem.

Twierdzenie 2.3.21. Jesli zbidor rozwigzan dopuszczalnych X zadania
programowania liniowego (w postaci klasycznej lub standardowej) jest nie-
pusty, to posiada on przynajmniej jeden wierzchotek.

Dowéd. Pokazemy najpierw, ze funkcja f(x) = e’z osiaga minimum

na zbiorze X, gdzie e = (1,...,1)T Niech z € X. Wéwczas oczywiscie
infle'z:rze X} =infle'z:e'z<e'zze X}

Poniewaz zbior X = {z € R" : e’z < e'z, 2 € X} jest zwarty jako
podzbiér domknigty zbioru zwartego {x € R} : e'x <e'z}ifunkcja f jest
ciagla, wiec osiaga ona minimum na X, réwne powiedzmy «.
Z postaci zbioru X wynika, ze f osiaga réwniez minimum réwne a na
zbiorze X. Zbiér X, = {x € X : e'x = a} jest wieloécianem, wiec na
mocy twierdzenia Minkowskiego posiada punkt ekstremalny z. Pokazemy,
ze jest on réwniez punktem ekstremalnym zbioru X. Niech T = %x’ + %x”

dla 2/, 2" € X. Mamy

1 1
a=e¢'z=-¢e'a +-¢e'2" >,
2 2
wiec e' 2/ = e’ 2" = a. Zatem z’, 2" € X,. W konsekwencji 2’ = z”, bo &
jest punktem ekstremalnym zbioru X4. O

Uwaga 2.3.22. Liczba wierzchotkéw zbioru rozwiazan dopuszczalnych X
zadania programowania liniowego wynosi co najwyzej:

a) (:1) dla postaci standardowej,

b) ("jnm) dla postaci klasyczne;j.

Fakt ten wynika bezpoérednio z twierdzenia 2.3.8 i z uwagi 2.2.6.
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2.3.5. Funkcje wypukle
Definicja 2.3.23. Funkcja f : R” — R nazywa si¢ wypukig, jesli

Veyern Yaepa) f((1=ANz+Ay) < (1=A)f(z) + Af(y).

Funkcja f : R" — R nazywa sie wklestq, jeSli — f jest funkcja wypukta lub
inaczej

Vayern  Vacpa) S =Nz +Ay) = (1= A)f(x) + Af(y).

Lemat 2.3.24. Funkcja wypukla f : R® — R jest lokalnie ograniczona
z gory, tzn. dla dowolnego x € R™ istnieje r > 0 takie, ze f jest ograniczona
z gory na kuli B(x,r).

Dowéd. Niech 29 = z — ﬁe, r; = x9 + e, 1 = 1,...,n, gdzie
e=(1,..,1)7) i niech

A =conv{z; :i=0,1,...,n}.

Czytelnikowi pozostawiamy dowéd faktu, ze A ma niepuste wnetrze (wystar-
czy pokazaé na przyklad, ze B(zx, ﬁ) C A. Niech ¢ bedzie maksymalna
wartoScia funkcji f na zbiorze wierzchotkéw xg, x1, ..., x, zbioru A. Wéw-
czas dla r > 0 takiego, ze B(z,r) C A i dla dowolnego y € B(z,r) mamy

y =", Nz, dla pewnego w = (A1, ..., Apy) T € Ay, i

fly) = f(z Aixi) < Z)\if(%') < CZ)‘i =c.
=0 =0 i—0

Twierdzenie 2.3.25. Funkcja wypukta f : R™ — R jest ciggla.

Dowéd. Niech z € R" i niech h : R" — R, h(z) = f(z + z) — f(z).
Oczywiscie h jest wypukta i h(0) = 0. Na mocy lematu 2.3.24 istnieja wiec
r > 01c € R takie, ze h(z) < ¢ dla z € B(0,r). Niech z € B(0,r), 2 # 0
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iniech y = ||T7\|z Woéwezas oczywiscie ||yl =riz= Ay dla = =l Mamy

wiec '
h(z) = h(Ay) = h(xy + (1 = A)0) < Ah(y) + (1 = A)h(0) < —

7 drugiej strony

0= h(0) = h(32 + 2(—2)) <

1 1

czyli
iy s A
h(z) > —h(—2) > c
T

)

bo —z € B(0,r). Stad | h(z) |< =l § qla y = x + z mamy

| £) = F@) [=1 h(=) 1< 2zl = 2y = all

a wiec f jest ciagla w . O

Twierdzenie 2.3.26. Jesli f : R® — R jest funkcjg wklestg 1 K jest
wieloscianem, to istnieje punkt ekstremalny zbioru K, w ktérym f osigga
minimum na tym zbiorze.

Dowdd. Poniewaz funkcja wklesta f jest ciagla za$§ wieloScian jest
zbiorem zwartym, wiec f osiaga minimum na zbiorze K na mocy twierdzenia
Weierstrassa. Niech wigc x* € K bedzie takie, ze f(z) > f(z*) = f* dla
kazdego x € K. Niech wi, ..., w, € K beda punktami ekstremalnymi zbioru
K takimi, ze z* = 3_F_, \jw;, dla pewnego wektora u = (A1, ..., Ap) | € A,
Punkty takie istnieja na mocy twierdzenia Minkowskiego. Przypustmy, ze
flw;) > f*dlai=1,...,p. Wéwczas na mocy wklestosci funkcji f mamy

p p p
Fr= ) = FOQo Niwi) = ) Nif(wi) > Y Nf* = f*.
i=1 =1

= =1

Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi prawdziwoSci twierdzenia. [l
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Whniosek 2.3.27. Funkcja liniowa okreslona na wieloscianie osigga swoje
kresy w wierzchotkach tego wieloscianu.

Uwaga 2.3.28. Twierdzenie 2.3.26 pozostanie prawdziwe, je§li zalozyc¢,
ze K jest zbiorem zwartym. Dowdd jest podobny do dowodu twierdzenia
2.3.26, przy czym zamiast z twierdzenia Minkowskiego nalezy skorzystaé
z twierdzenia Kreina—Milmana.

2.3.6. Stozki

Definicja 2.3.29. Zbiér C' C R" nazywa sie stozkiem, jesli
Yz, yeC=2z+ycC,
02reCa>0=axcC.

Uwaga 2.3.30. Stozek jest zbiorem wypuklym
Definicja 2.3.31. Niech C' C R” bedzie stozkiem. Podzbiér
C*"={y eR": VY, zly < 0}
nazywa sie stozkiem sprzezonym z C.
Przyklad 2.3.32. Nastepujace zbiory sa stozkami:
a) dowolna podprzestrzen liniowa, w szczegélnosci {x € R™ : Az = 0};
) {z €R": Az =0, z > 0};
) {x e R": Az < 0};
d) stozek sprzezony C* z danym stozkiem C
)

coneS={zeR":2=53" as;,; >0,s,€85,i=1,...p, pe N}
(zbidr ten nazywa sie stozkiem generowanym przez podzbior S C R™);
w szczegllnosci, jesli za S przyjat kolumny macierzy A, to otrzymany
stozek ma postac

C={yeR":y=Au, u>0}
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f) RyK = {ax : « > 0, x € K} dla wypuklego podzbioru K C R".
Ponadto Ry K = cone K.

Lemat 2.3.33. Niech C' C R" bedzie stozkiem domknietym i niech A C R™
bedzie zbiorem zwartym 1 wypuktym. Jesli ANC = 0, to istnieje taki wektor
w € R, zew'v <0 dla kazdego v € C i w'u > 0 dla kazdego u € A.

Dowéd. W przypadku C' = {0} wystarczy wzia¢ w = P40. Niech
wiec C # {0}. Z wniosku 2.3.15 wynika, ze istnieje wektor w taki, ze
a = infyeqaw u > SUPyeC w'v = 7. Pozostaje wiec pokazaé, ze v = 0.
Przypuéémy, ze v > 0. Niech wektor z € C bedzie taki, ze w'z > 0.
Woéwczas 5z € C dla kazdego 8 > 0, gdyz C jest stozkiem. Otrzymamy
WOWCZas

+oo= lim w'Bz<supw v= v,
B—+o0 velC
czyli v = +o0o. Ro6wnosc ta stoi w sprzecznoSci z nieréwnoscia o > 7.
Przypu$émy wiec, ze v < 0. Otrzymamy wéwczas

0>~= supw'v> lim w' Bz =0
veC B—0F

dla pewnego z € C. Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi, ze v = 0. 0
Przyklad 2.3.34. a) Stozkiem sprzezonym ze stozkiem
K={xeR": Az <0}

jest stozek
K ={yeR":y=A"w, w>0}.

Istotnie, niech y € K, czyli y = ATw dla pewnego w > 0. Wéwczas
dla dowolnego x € K mamy

y'z=(ATw) z=w"Az <0.

W rezultacie K’ C K*. Pokazemy teraz, ze K* C K'. Przypuétmy, ze jest
odwrotnie, tzn., ze istnieje taki wektor y € K*, ze y ¢ K'. Poniewaz K’ jest
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stozkiem domknietym i wypuklym, wiec na mocy twierdzenia o oddzielaniu
istnieje u € R™ taki, ze

uw'z<0dlakazdego z€ K'iu'y >0
(patrz lemat 2.3.33). Stad dla kazdego w > 0 mamy
(Au)Tw=u"ATw <0

To z kolei oznacza, ze Au < 0 (gdyby bylo inaczej, to (Au)Tw > 0 dla
odpowiednio dobranego w > 0) lub, co na jedno wychodzi v € K. Mamy
wiec vy < 0, bo y € K*. Uzyskana sprzecznoéé dowodzi, ze K* C K.

b) Stozkiem sprzezonym ze stozkiem

K ={yeR":y=A"w, w>0}

jest stozek
K ={xeR": Az <0}.

Istotnie, inkluzje K C (K’)* dowodzi sie tak samo, jak w przyktadzie
a). Niech teraz z € (K')*. Woéwczas dla dowolnego w > 0

(Az)"w=2"(ATw) <0.

Stad juz prosto wynika, ze Ax <0, a wiec x € K.
¢) Stozkiem sprzezonym ze stozkiem

{z eR": Az <0, z > 0}

jest stozek
{yeR":y < ATw, w>0}.

d) Stozkiem sprzezonym ze stozkiem
{r eR": Az =0, x >0}
jest stozek
{yeR":y<ATw, weR™}.
1.

Dowody faktéw c) i d) pozostawiamy czytelnikowi.
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2.3.7. Lemat Farkasa

Konsekwencja wlasnoSci przedstawionej w przykladzie 2.3.34.a), a whaSci-
wie jej réwnowazna postacia jest nastepujace, bardzo wazne twierdzenie,
z ktérego bedziemy korzysta¢ w dalszej czesci.

Twierdzenie 2.3.35 (lemat Farkasa). Niech ¢ € R™ i niech A bedzie
macierzqg typu m X n. Wiowczas zbidr

S={zeR":c'z <0, Az <0}
Jest pusty wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje wektor y € R'" taki, ze
c+ATy=0.
Dowdéd. Zauwazmy, ze S = () wtedy i tylko wtedy gdy
{zeR": Az <0} Cc{zeR":¢c'z>0}.

Oznaczajac K = {x € R" : Az < 0} inkluzje t¢ mozemy natomiast zapisac
nastepujaco:

Voer  (—¢)'z <0,
co oznacza, ze —c € K*. Zgodnie z wlasnoScia przedstawiona w przyktadzie

2.3.34.a) fakt ten jest réwnowazny temu, ze —c = A"y dla pewnego wektora
y > 0. O

Uwaga 2.3.36. Lemat Farkasa mozna znalez¢ w literaturze w kilku
réwnowaznych postaciach. Podamy jeszcze jedna z nich, bedaca wnioskiem
z twierdzenia 2.3.35, pozostawiajac jej dowdd czytelnikowi.

Lemat 2.3.37 (Farkas). Niech ¢ € R™ i niech A bedzie macierzq typu
mxn. Wdowczas doktadnie jedno z nastepujgcych stwierdzen jest prawdziwe:

albo
(a) uklad rownan ATy = c posiada nieujemne rozwigzanie y € R™
albo

(b) uktad nieréwnosci Az > 0, c'x < 0 posiada rozwigzanie x € R™.
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2.3.8. Dalsze konsekwencje twierdzen o oddzielaniu
Niech X = {& € R" : Az = b, x > 0} # 0 bedzie zbiorem rozwigzan
dopuszczalnych ZPL w postaci standardowej. Oznaczmy

W =extX = {w,..wp},

K =convW
oraz
C={zeR": Az =0, = > 0}.
Twierdzenie 2.3.38. Zachodzi réwnosc

X=K+0C,

tzn. zbior rozwigzan dopuszczalnych X jest sumaq kompleksowq wieloscianu
K (bedgcego otoczkg wypukte wierzchotkéw zbioru X ) i stozka C.

Dowéd
»,2D7 Niech y € Kiz € C. Mamy wéwczas Ay = b, Az = 0 oraz
Y,z > 0. Zatem dla z = y + z zachodza réwnosci

Az =Aly+2)=Ay+Az=b

oraz nieréwno$¢ z > 0. Oznacza to, ze x € X.

»,C”7 Niech x € X. Pokazemy, ze x = y + z przy pewnych y € K
iz e C. Jesli ¢ € K, to wystarczy przyja¢ z = 0. Niech wiec z ¢ K.
Pokazemy najpierw, ze (x — K) N C # (). Przypuéémy, Ze jest przeciwnie.
Poniewaz zbiér x — K jest zwarty i wypukly, wiec na mocy lematu 2.3.33,
istnieje w € R™ taki, ze

Vecoo ik Voec w's>0iw'z<O0. (2.7)
Stad otrzymujemy w szczegdélnoéci, ze

w'z>w'y
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dla kazdego y € K. Poniewaz funkcja liniowa okre$lona na wielo$cianie
osiaga maksimum w punktach ekstremalnych tego wielo$cianu (wniosek
2.3.27), wiec

w'z >w'y* (2.8)

dla pewnego wierzchotka y* wieloécianu K. Na mocy twierdzenia 2.3.8, y*
jest rozwiazaniem bazowym ukladu Ax = b, a wiec istnieje macierz bazowa

AG'
Ap taka, ze y* = [ 6" } Wynika stad, ze

w'y* = w;Aélb, (2.9)

gdzie w = [ ;UB } . Postepujac podobnie jak przy wyprowadzaniu réwnoSci
N
(2.4) oraz korzystajac z nieréwnoéci (2.8) i réwnosci (2.9) otrzymamy
T A 1 1 1
w'e =wh AZD+ (W — whAZ AN )y > wh A,

gdzie x = [ vB } Zatem
TN

(wy —whAZ AN)zN > 0. (2.10)

Zauwazmy, ze ry > 0, gdyz © € X. Z drugiej strony, dla z = { zB ] e C,
N

mamy zg = —A;ANZN. Zgodnie z (2.7) otrzymujemy wiec, ze
0>w'z=whzp +wlzy = (Wl —whAZ An) 2y
Poniewaz z € C jest dowolny, wiec

(wy —wi AR AN)zy <0

dla dowolnego zx > 0. UzyskaliSmy sprzeczno$¢ z nieréwnoécia (2.10), za-
tem (z — K)NC # (. Oznacza to, ze istnieje y € K takie, ze x —y =z € C.
OtrzymaliSmy wiec, ze x = y + z dla pewnych y € Kiz € C. O
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Uwaga 2.3.39. Podobne twierdzenie zachodzi dla zbioru rozwiazan do-
puszczalnych ZPL w postaci klasycznej. W tym przypadku zbiér C' ma
postac

C={zeR": Az <0, = > 0}.
W dowodzie tej wersji nalezy skorzysta¢ z uwagi 2.3.9.

Definicja 2.3.40. Niesprzeczne zadanie programowania liniowego nazywa
sie ograniczonym, jesli funkcja celu ¢’ x jest ograniczona na zbiorze rozwia-
zah dopuszczalnych X z géry — w przypadku maksymalizacji, badZz z dotu
— w przypadku minimalizacji.

Twierdzenie 2.3.41. Funkcja liniowa z = ¢' x jest ograniczona z géry na
zbiorze

X={xzeR": Az =10, x >0}
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje wektor v € R™ taki, 2e ¢ < Alu.
Co wiecej, jesli zachodzi ktérykolwiek z tych warunkéw, to funkcja ta osigga

maksimum na X. Maksimum to jest osiggniete w jednym z wierzchotkow
zbioru X.

Dowdd. Niech K i C beda okreSlone tak, jak w twierdzeniu 2.3.38.
Niech W = ext X. Oczywiscie zbiér W jest niepusty na mocy wniosku
2.3.21. Zachodzi nastepujaca réwnoSé

sup ¢'z = max cTy + sup ez
r€X yeK zeC

Niech ¢ < ATu, gdzie u € R™. Wtedy ¢'2z < w'Az =0 dla z € C.
W konsekwencji,

supc'z =maxc' y = maxc' w.

zeX yeK weW
Zalézmy teraz, ze sup,cyc'x < +00. Woéwezas musi byé ¢z < 0 dla
z € C. W przeciwnym bowiem przypadku c'(tz) — +oo dla t — o0,
przy czym tz € C, bo C' jest stozkiem. Otrzymalisémy wiec, ze

ceC*={zeR":2<ATu, ueR™}
(por. przyklad 2.3.34.d). O
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Uwaga 2.3.42. Podobne twierdzenie zachodzi dla postaci klasycznej ZPL.
W tym przypadku warunkiem koniecznym i wystarczajacym ograniczonoSci
funkcji z = ¢' 2 na zbiorze

X ={xeR": Az < b}

jest zajécie réwnoéci ¢ = ATu, dla pewnego u > 0. Dowdéd tego faktu
pozostawiamy czytelnikowi.

Uwaga 2.3.43. 7 ostatniego twierdzenia wynika, ze przy poszukiwaniu
rozwiazania optymalnego zadania programowania liniowego (o ile rozwiaza-
nie takie istnieje) wystarczy ograniczy¢ si¢ do rozwiazan bazowych (wierz-
chotkéw zbioru rozwiagzan dopuszczalnych X). Co wigcej, okazuje sie, ze
nie musimy bada¢ wszystkich rozwiazan bazowych. W nastepnym rozdziale
poznamy metode rozwiazywania ZPL polegajaca na ,wedréwce” z danego
wierzchotka zbioru X wzdtuz odpowiedniej krawedzi do sasiedniego wierz-
chotka tak, aby funkcja celu rosta. Procedure te powtarza sie tak diugo,
az ,dojdziemy” do wierzchotka, w ktérym funkcja celu osiaga swoje mak-
simum.
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ROZDZIAL 3

Metoda sympleksowa

Matematyka nie moze wypetnic zycia, ale jej nieznajomo8é juz
niejednemu je wypetnita.
[H. Steinhaus]

3.1. Tablica sympleksowa

Rozwazmy ZPL w postaci klasycznej

maksymalizowaé 2z = c¢'z
przy ograniczeniach Az < b (3.1)
z > 0.

Po wprowadzeniu zmiennych uzupemhiajacych otrzymamy réwnowazny mu
problem w postaci kanonicznej:

maksymalizowaé z = c'x
przy ograniczeniach Az +Iu = b (3.2)
z,u > 0.

7Z kolei ten ostatni problem jest réwnowazny nastepujacemu: W§8réd wszyst-
kich rozwiazan uktadu m 4 1 réwnan z n +m + 1 niewiadomymi x1, ..., Ty,

45
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ULy eeey Uiy 2
2 40w —c'z =0

0z +Iu +Ax =01, (3.3)

Przy CZym Xy, ..., Ty, U1, ..., Uy > 0, znalezé rozwiazanie dla ktérego zmienna
z przyjmuje najwieksza wartosc.

Ostatni uktad réwnan mozna przedstawi¢ w postaci tzw. tablicy sym-
pleksowey:
a) w postaci dlugiej

1 0 —c1 .. —cp | =0

0 1 0 ail A1n = bl (34)

010 1 am amn_ || = bm

I [
lub
b) w postaci krdtkiej
H 1 ‘ -1 ... —Tn H

0 -1 .. —Cy || =z
bl all A1n = Ul (35)
bm | Gm1 - Gmn || = um

I H

Ostatnia tablica odpowiada réwnowaznej postaci uktadu (3.3):

CT.’B =z

b —Az =u.
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Przyklad 3.1.1. Nastepujace ZPL

maksymalizowat 1 + 2x9

przy ograniczeniach z1+z2 < 100
61+ 922 < 720
To S 60
T1,T2 Z 0

przedstawimy w postaci tablicy sympleksowej. Zadanie to ma nastepujaca
posta¢ kanoniczna:

maksymalizowaé z= x1 29
przy ograniczeniach r1  4xze  Hug = 100
6x1 +9xo “+u9 = 720
T9 4+uz = 60
Ty, T2 Uy, U2, U3 > 0

)

Odpowiadajace jej tablice sympleksowe wygladaja nastepujaco:
a) postac dluga

H z ‘ (51 u9 us I T2 H
1/0 0 0 -1 =-2]|=
o|{1 0 o0 1 1 =100
0/0 1 0 6 9 =720 ’
0/jo 0 1 0 1 =60
I [
b) posta¢ krétka
1 [—21 -~ |
0 -1 -2 z
100 | 1 1 =ux
720 | 6 9 = Uy
60 |0 1 = ug
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Rozwazmy teraz ZPL w postaci standardowej (przypominamy o zaloze-
niu r(4) =m < n)

maksymalizowaé 2z = c¢'z
przy ograniczeniach Ax = b
z > 0.

Zadanie to mozemy sprowadzi¢ do postaci kanonicznej wyznaczajac
z uktadu réwnan Ax = b zmienne bazowe xp. Mozna to zrobi¢ stosujac
na przyklad metode eliminacji Gaussa. Po przeksztalceniach otrzymamy
(w ponizszym zapisie przyjmujemy dla uproszczenia, ze g = (1, ..., Tp)
oraz TN = (Tpmyls s Tn) ' ):

maksymalizowaé z = cyoy+d
przy ograniczeniach Izp+ Axy = b
B, TN > 0,

przy czym

A=[4p An],

c= ,
CN

A=Az Ay,
ey =cy — cp AR AN,
b= Ag'b
i o~
d = chb.

Ostatni problem jest réwnowazny nastepujacemu: wéréd wszystkich rozwia-
zan ukladu m + 1 réwnan z n + 1 niewiadomymi x1, ..., Ty, 2 :

0z +Ilzp +Azy = g, (3.6)
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przy czym xp,xy > 0, znalez¢ rozwiazanie, dla ktérego zmienna z przyj-
muje najwieksza warto$¢. Odpowiadajace temu ukladowi réwnan tablice
sympleksowe maja:

a) posta¢ dluga

H z ‘ T Tm  Tm+1 In H
110 .. 0 —Gma .. —nl=4d
0 0 617m+1 .. Q1n =b
0 0 1 am,m+1 amn = gm

b) postaé krétka

H 1 ‘ —Tmt1 ... —Tp H
d _Em+1 —Zn =z
b1 | dimy1r . A1n | =1
Zm am,m+1 e Qmn = Tm

I H

Uwaga 3.1.2. Stala d wystepujaca w ostatnich dwéch tablicach nie ma
wplywu na rozwiazanie ZPL. Jesli wzia¢ d = 0, to zbiér rozwigzan optymal-
nych nie zmieni sie, natomiast optymalna warto$¢ funkcji celu zmniejszy sie
o d. Widzimy wiec, ze otrzymana wyzej postaé (3.6) jest w istocie postacia
kanoniczng ZPL.

Przyklad 3.1.3. Przedstawimy w postaci tablicy sympleksowej nastepuja-
ce ZPL
maksymalizowaé z = z1 + 2x2 + 3x3
przy ograniczeniach 1+ 2x2+x3 = 4
2x1 + w2 + 53
T1,22,T3

AV
o o>



50 Rozdzial 3. Metoda sympleksowa

Po zastosowaniu do ograniczen metody eliminacji Gaussa otrzymamy naste-
pujaca postac ZPL:

maksymalizowat 2z = x1 “+2x9 3z3
przy ograniczeniach T1 +3z3 =2
) —XI3 =1
1, T2, 3 >0
Jesli teraz wstawimy 1 = —3x3+2 i 29 = x3+1 do funkcji celu, otrzymamy
nastepujaca posta¢ kanoniczna:
maksymalizowat 2z = 2z3 + 4
przy ograniczeniach T1 +3x3 = 2
xTo —Ir3 = 1
1, 2 r3 > 0

)

(mB:(mlny)Tva:$3aAv: |: 5 :|az;: |:2:|,EN:2,d:4)

-1 1
Odpowiadajace jej tablice sympleksowe maja postaci:
a) dluga
HEEY
110 0 =-2| =4
0|1 o0 3 =2 ,
0o 1 -1} =1
] [
b) krétka
| L] s |
41 =2 z
213 =T
1 -1 = X9

W dalszej czeéci bedziemy rozwaza¢é ZPL w postaci kanonicznej
i zwigzana z nig postaé krétka tablicy sympleksowej (3.5) (zgodnie z uwaga
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3.1.2, ZPL w postaci standardowej daje sie sprowadzi¢ do postaci kano-
nicznej i zwiazanej z nig krétkiej formy tablicy sympleksowej (3.5)). Jak
wczedniej powiedzieliSmy, postac te mozna traktowaé jako uktad m+1 réw-
nan z n + m + 1 niewiadomymi. Tablica (3.5) jest tablica poczatkowa w
metodzie sympleksowej. Przedstawia ona uklad réwnan, w ktérym zmienne
U1, U2, ..., Uy, (bazowe) i z przedstawione sa w zaleznoSci od pozostatych
zmiennych x1, o, ..., x, (niebazowych). Ten uktad réwnan mozna przed-
stawi¢ takze w sposéb réwnowazny wyznaczajac z niego inne m zmiennych
bazowych (oznaczmy je s, ..., 8y, ) 1 2 w zalezno$ci od pozostatych n zmien-
nych niebazowych (oznaczmy je ri,...,m,). To réwnowazne przedstawienie
zapiszemy za pomoca nastepujacej tablicy:

| 1] -rm .. -
a0 a1 QOn, =z
Qo | @11 . Qlp || =81 (3.7)
Amo | Aml ... Qmp = Sm

I H

Tablica ta nazywa sie tablicg sympleksowg. W sumie istnieje co najwyzej
(") mozliwosci przedstawieti m zmiennych bazowych (i dodatkowo z)
w zaleznoéci od pozostatych n zmiennych (co najwyzej, poniewaz nie kazde-
mu wyborowi m zmiennych xp odpowiada nieosobliwa podmacierz Ap).
Kazda tablica sympleksowa przedstawia rozwiazanie bazowe ukladu réwnan
(3.3) (zmienne niebazowe réwnaja sie zeru). To rozwigzanie bazowe mozna
odczyta¢ w zerowej kolumnie tablicy sympleksowej. Je§li rozwiazanie to jest
dopuszczalne (ajp > 0, ¢ = 1,...,m), to odpowiada mu wierzchotek zbioru
X rozwiazan dopuszczalnych. (Uwaga: jednemu wierzchotkowi moze odpo-
wiada¢ wiecej tablic sympleksowych — jest to jednak mozliwe wytacznie w
przypadku rozwiazan zdegenerowanych; przypadek ten oméwimy doklad-
niej w jednym z kolejnych punktéw.). Wséréd wszystkich wierzchotkéw
(bazowych rozwiazan dopuszczalnych) znajduje si¢ rozwiazanie optymalne,
o ile zbiér X* wszystkich rozwiazan optymalnych jest niepusty (patrz:
twierdzenie 2.3.41 i uwaga 2.3.43). W ogélnym przypadku nie ma jednak
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potrzeby przeszukiwania wszystkich wierzchotkéw (bazowych rozwiazan do-
puszczalnych) w celu znalezienia rozwiazania optymalnego. Metoda sym-
pleksowa (zamiennie bedziemy uzywaé nazwy algorytm sympleksowy) po-
daje sposdb na systematyczne przeszukiwanie wierzchotkéw.

3.2. Opis metody sympleksowej
W metodzie sympleksowej przeprowadzane sa nastepujace czynnoSci:

a) sprowadzenie zadania do tablicy sympleksowej (3.5) — odpowiada ona
poczatkowi ukltadu wspétrzednych,

b) znalezienie dopuszczalnego rozwigzania bazowego — wierzchotka zbioru
X (jest to tzw. I faza metody sympleksowej),

¢) wedrowanie od wierzchotka do wierzchotka zbioru X po krawedziach,
wzdhuz ktérych funkcja celu ro$nie (a przynajmniej nie maleje), tak
dtugo, az osiagniety zostanie wierzcholek, w ktérym funkcja celu
osiaga maksimum na X (jest to tzw. II faza metody sympleksowej).

Czynnosci te zostana opisane w nastepnych punktach.

Uwaga 3.2.1. Przedstawimy teraz, jakie podstawowe informacje mozna
odczytac z tablicy sympleksowej.

a) Rozwiazanie bazowe mozna odczyta¢ w zerowej kolumnie tablicy sym-
pleksowej (3.7) (wektor (aig,...,amo) ). Plerwszy element agy tej
kolumny zawiera warto§¢ funkcji celu, ktéra odpowiada temu rozwia-
zaniu bazowemu. Rozwiazanie to jest wiec dopuszczalne doktadnie
wtedy, gdy wektor (a1, ...aum0) | jest nieujemny.

b) Dopuszczalne, niezdegenerowane rozwiazanie bazowe przedstawione
tablica sympleksowa (3.7) jest optymalne wtedy i tylko wtedy, gdy
wszystkie elementy zerowego wiersza, poza zerowym elementem tej
tablicy sa nieujemne, czyli ag1, ..., agn, > 0. W tym przypadku bowiem
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zwiekszenie jakiejkolwiek zmiennej niebazowej nie spowoduje zwiek-
szenia wartosci funkcji celu. Dla takiej tablicy optymalna warto$¢
funkcji celu znajduje si¢ w zerowym wierszu i zerowej kolumnie tab-
licy (element ayy).

¢) Moze si¢ zdarzy¢, ze tablica sympleksowa (3.7) przedstawia rozwigza-
nie optymalne, natomiast niektére elementy agj, 7 = 1,...,n, znaj-
dujace sie w zerowym wierszu tej tablicy sa ujemne. Moze to jednak
mie¢ miejsce wyltacznie w przypadku degeneracji. Sytuacja ta bedzie
omowiona pdézniej.

3.2.1. Wymiana zmiennej bazowej (piwotyzacja)

Zalézmy, ze w ukladzie réwnan

a0 —Q01T1 —... —QQ;Ty —... —OQonpTn =z
a10 —Q117T1 — ... —Ozlej —e. —OQQnpTnp = 51
a0 —Q;1T1 — ... —aijrj —.  —O4ynpTn = S;
aAmo —Qm1Ty  —... —Ozij'j —ee. —OmnTn — Sm
z niewiadomymi $1, ..., S, (zmienne bazowe), 71, ..., 7, (zmienne niebazowe)

i z, wspétczynnik a;; # 0. Wéwcezas mozemy wykona¢ wymiang zmiennej
bazowej s; ze zmienng niebazowa ;. W ten sposéb uzyskamy nowy uktad
zmiennych bazowych

S1yeeey Si—1, T'j, Si+1y -5 Smy

ktéry mozemy wyrazi¢ za pomoca pozostalych niewiadomych
T1yeeey ijl,siy T]'+1, ey Ty

(nowych zmiennych niebazowych). W tym przypadku otrzymamy

Q0 Q41 Q-1 1 QG j+1 Qin
7*77’1 T oeee T 77‘]'7]_ *751‘* 77']'4,]_ T oeees T
Oéij Otij Oéij Oél'j Otij Otij

Tn =T
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i po wstawieniu do pozostalych réwnan otrzymamy

QioQk Q1O Qi 1Ok
(oko — 7104” 7)) — (a1 — 7;” L)y — . — (g1 — ‘wa.. J)rjfl
1] 1] 19
— Qg Qi j 10k QinQkj
- Si—(Qpj41— ——)Tj31 — .. — (O — ——)rp = 8
s i ( k,j+1 aij ) Jj+1 ( kn aij ) n ks

k=0,1,...,m, k # i (oznaczono tu zmienna z jako sg).

Przy tej wymianie bazy zamieniono tylko dwie zmienne s; i rj, tzn.
stara i nowa baza réznia sie dokltadnie na jednej pozycji. Te dwie bazy
odpowiadaja wiec dwém wierzchotkom zbioru X, ktére potaczone sa wspdl-
na krawedzia.

Po wymianie bazy otrzymali$my wiec nowy uktad réwnan réwnowazny
staremu. Odpowiadajaca mu tablica sympleksowa ma nastepujaca krétka
postac:

H 1 ‘ —Tr1 _Tj—l —S; —Tj+1 —Tn H
Qo a1 e Q-1 Qpj QQ,j+1 ... Qpn =2z
10 a1 e Qo Qaq; 01541 .. Q1p = 351
Qi—10 | Q—1,1 - Q—15-1 Qi—15 Qi—1541 - Qi—1pn || = Si—1
Q50 Qi1 e Qg1 Qi Qj5+1 vee Qln =T
Qi+1,0 | Q41,1 oo Qt15—1 Q4415 Q41541 - Qitln | = Si+l
Qmo Qam1 e Qupi—1 Qmyj O, j+1 cee QO = Sm

gdzie
~ 1
aZJ - i’
Q]

Q)= az]) dla i 7é s

— o ak]- .

Akj = =G5 dla k # 1,

@kl:akl—aiiiz_kjdlal#jik%i.
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Opisane czynno$ci wymiany zmiennej bazowej bedziemy nazywaé piwoty-
zacjq (od ang. pivot — o) element a;; nazywa si¢ elementem gtéwnym (lub
0siq), i-ty wiersz nazywa sie¢ wierszem gtéwnym, za$ j-ta kolumna — kolum-
ng gtowng.

Opisane reguly wymiany zmiennych mozna schematycznie przedstawic

nastepujaco
1
P q P
[r s] !—prs qr]’ (3.8)
p P

gdzie p jest elementem gtéwnym, g — dowolnym elementem w wierszu gltéw-
nym, r — dowolnym elementem w kolumnie gléwnej, za$ s — dowolnym
pozostalym elementem.

RS

3.2.2. Krawedzie zbioru rozwiazan dopuszczalnych

Na podstawie tablicy sympleksowej mozna réwniez wyznaczy¢ krawedzie,
ktére tacza wierzcholek odpowiadajacy tej tablicy z sasiednimi wierzchol-
kami. Zalézmy, ze tablica sympleksowa

H 1 ‘ —T1 .. =T .. =Ty H
@00 Q01 a4 Q0n, =z
10 a11 alj A1n = S1
[6711) (6731 0771 [677D) = S;
Am0o | Am1 s Qg AOmn, = Sm

] H

przedstawia niezdegenerowane dopuszczalne rozwiazanie bazowe (a;p > 0,
i = 1,...,m). JeSli nadamy zmiennej niebazowej r; wartos¢ ¢ > 0, przy
czym pozostale zmienne niebazowe ri (dla k # j) przyjmiemy réwne zeru,
to otrzymamy

Sl‘(t) = —aijt + Q50
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i = 1,...,m. Roéwnania te sa parametrycznymi réwnaniami prostej za-
wierajace] odpowiednia krawedz wychodzacaz wierzchotka, ktéry przed-
stawia powyzsza tablica. Idac wzdtuz tej krawedzi pozostaniemy w zbiorze

rozwiazan dopuszczalnych, dopdki s; > 0, ¢ = 1,...,m. Nietrudno za-
uwazyc, ze
s
si(t) > 0 dla wszystkich ¢ < ¢t < min ity (3.9)
L0y >0 Ol

gz;’] odpowiadaja wiec punkty na
odpowiedniej krawedzi zbioru rozwiazan dopuszczalnych wychodzacej

z wierzchotka, ktéry przedstawia powyzsza tablica.

Wartoéciom zmiennej ¢ € [0, ming.q,; >0

Cwiczenie 3.2.2. Okresli¢ wszystkie krawedzie wychodzace z wierzchotka
odpowiadajacego tablicy sympleksowej podanej w przykladzie 3.1.1.

3.2.3. Piwotyzacja przy znanym dopuszczalnym rozwiazaniu
bazowym (II faza metody sympleksowej)

W punkcie tym zakladamy, ze wszystkie wspélrzedne wektora (a1, ..., Qmo) |
w tablicy sympleksowej (3.7) sa nieujemne. Wowczas odpowiadajace
tej tablicy rozwiazanie bazowe jest dopuszczalne. Jesli zalozenie to jest
speione dla startowej tablicy sympleksowej (3.5), czyli innymi stowy b > 0,
to odpowiadajacy jej wierzchotek 0 (poczatek uktadu wspétrzednych) jest
rozwiazaniem dopuszczalnym ZPL (3.1). Wéwcezas tablica ta jest tablica
startowa w algorytmie sympleksowym. W kazdej iteracji algorytmu przepro-
wadza sie wymiane bazy w taki sposéb, aby wartos¢ funkcji celu odpowiada-
jaca kolejnej tablicy sympleksowej byla nie mniejsza niz warto$¢ odpowiada-
jaca tablicy poprzedniej. Zakladamy ponadto, ze nie pojawia sie rozwiaza-
nia zdegenerowane (rozpatrzymy je pézniej).

Podane ponizej reguty piwotyzacji odnosza sie do postaci klasycznej
ZPL i do postaci krétkiej tablicy sympleksowej (3.7).
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Algorytm 3.2.3 (sympleksowy, II faza)
Krok 1. (wybor kolumny gtéwnej). Wybraé dowolna kolumne jo, dla
ktorej agj, < 0 (najczedciej wybiera sie jo takie, ze

Qapj, = min{aoj Ty < 0})

Jesli brak takiego jg, to tablica sympleksowa przedstawia rozwiazanie op-

tymalne (patrz uwaga 3.2.1.b).

Krok 2. (wybor wiersza gldwnego). Wésréd wszystkich i, dla ktérych

aijo > 0, wybrac ig dla ktérego
7] . Qg
—— = min .

Qg o L0 >0 Qg

Jesli brak takiego ¢ (v, < 0 dla wszystkich ), to funkcja celu jest nieograni-
czona z gory na zbiorze X rozwiazan dopuszczalnych.

Krok 3. (piwotyzacja). Wymieni¢ zmienng bazows s;, ze zmienng nieba-
zowa Tj, 1 przetransformowa¢ tablice sympleksowa  zgodnie
z regula (3.8).

Uwaga 3.2.4. a) Wybér wiersza gtéwnego podany w kroku 2 nie wyprowa-
dza ze zbioru rozwiazan dopuszczalnych. Fakt ten wynika z réwnowaznosci
(3.9).

b) Jesli dla tablicy sympleksowej (3.7) przedstawiajacej bazowe, niezde-
generowane rozwiazanie dopuszczalne dla wszystkich ¢ zachodza nieréwnosci
ajj, < 0, to ZPL przedstawione za pomoca tej tablicy jest nieograniczo-
ne. Dla dowodu tego faktu wystarczy zauwazy¢, ze w tym przypadku
zwigkszanie zmiennej niebazowej r; do +oo nie wyprowadza ze zbioru roz-
wigzan dopuszczalnych, natomiast wartos¢ funkcji celu ro$nie nieogranicze-
nie.

c) Jedli nie wystapi degeneracja, to po wykonaniu skoficzenie wielu ite-
racji II fazy algorytmu sympleksowego albo wyznaczymy rozwiazanie op-
tymalne, albo stwierdzimy, ze rozwiazan takich brak. Fakt ten wynika
z obserwacji, ze wierzchotkéw zbioru rozwiazan dopuszczalnych (tablic sym-
pleksowych) jest skoniczenie wiele, a w przypadku braku degeneracji kazda
iteracja prowadzi do zwiekszenia warto$ci funkcji celu.
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Przyklad 3.2.5. Za pomoca algorytmu sympleksowego wyznaczymy roz-
wiazanie optymalne ZPL podanego w przyktadzie 3.1.1.
Poczatkowa tablica sympleksowa ma postaé (zaznaczono element gléw-

ny):

[t -2 o |
0 -1 =2 =2z
100 1 1 = U1
72006 9 = ug
60 |0 = u3

I H

Dwie kolejne piwotyzacje daja nastepujace tablice sympleksowe:

[t [-o —u [t [w —u
120 -1 2 =z 150 3% =z
40 |1 -1 |l=u 10 [ -5 3 =u
180 [[6] -9 | =up 30 |1 23 =g
60 |0 1 = 1y 60 |0 1 = 33

I H I H

Ostatnia tablica przedstawia rozwiazanie optymalne: z* = (30,60). Op-
tymalna warto$¢ funkcji celu wynosi z = 150. Na tym samym przyktadzie
przedstawimy kolejne wymiany bazy przeprowadzane na dlugiej postaci
tablicy sympleksowej. Przeksztalcenia te sa w istocie identyczne z metoda
eliminacji Gaussa, w ktérej element gtéwny wyznacza sie zgodnie z regutami
podanymi w algorytmie sympleksowym. Otrzymujemy kolejne tablice sym-
pleksowe z zaznaczonymi w nich elementami gtéwnymi:

H z ‘ Uul U2 U3 1 ) H
1f[o 0 0 -1 —2[=0
0/t 0 0 1 1 [ =100
0/j0 1 0 6 9 | =720"
0/0 0 1 0 = 60
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H z ‘ (/51 ug us I T2 H
1fo 0 2 -1 0[=120
o1 0 -1 1 0| =40
0l0 1 -9 [6] 0 |=18"
0/]0 0 1 0 1| =60

I H

H z ‘ (/51 u9 us I T2 H
1o & 3 0 0]=150
o1 —¢ 5 0 o0 =10
00 £ -2 1 01 =30
00 0 1 0 1] =60

I H

Jak wida¢, otrzymaliSmy to samo rozwiazanie optymalne co poprzednio:
x* = (30, 60).

Uwaga 3.2.6. W czeéci przedstawionych w tym rozdziale przykladéw
podajemy kolejne tablice sympleksowe od poczatkowej do tablicy przedsta-
wiajacej rozwiazanie optymalne. Powinno to ulatwi¢ czytelnikowi samo-
dzielne przeprowadzanie wymiany zmiennej bazowej i poréwnanie wynikéw.
Do wymiany zmiennej bazowej (piwotyzacji) mozna uzy¢ réwniez kompu-
tera i zastosowat odpowiednie pakiety matematyczne. Niektére z nich
mozna znalez¢ w Internecie, na przyklad na stronie:

http : //www.princeton.edu/ rvdb/LPbook/

Stosowanie tych pakietéw polega najczeSciej na wskazaniu przez uzyt-
kownika elementu gtéwnego tablicy sympleksowej, natomiast odpowiedni
program wyznacza kolejna tablice.

3.2.4. Przypadki szczegéblne

Rozpatrujemy zadanie programowania liniowego w postaci klasycznej i za-
ktadamy, ze punktem startowym w algorytmie sympleksowym jest dopusz-
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czalne rozwigzanie bazowe (b > 0) oraz, ze w trakcie jego realizacji nie
wystepuje degeneracja (rozpatrzymy ja pézniej).

Funkcja celu nieograniczona (zbidr rozwiazan optymalnych pusty)

Przypadek ten wystapi dokladnie wéwczas, gdy dla pewnej tablicy symplek-
sowej odpowiadajacej rozwiazaniu dopuszczalnemu (a0 > 0 dla
i =1,...,m) istnieje kolumna jo, dla ktérej apj, < 01 dla ktérej wszystkie
pozostale elementy tej kolumny sa niedodatnie (aj, <0, dla k =1,...,m):

H 1 ‘ =71 e —Tjy e —Tp H
@00 gl .. <0 .. Qon, =z
ZO 11 SO A1n = 81
> 0 (675} < 0 .. (6779 = 8;
>0 apy .- <0 Umn || = Sm,

Przyklad 3.2.7. Rozwazmy nastepujace ZPL:

maksymalizowaé T+ To
przy ograniczeniach T1 —2x9 < 1
—x14+x0 < 1
—2x1 +4xy < 2
z1,x9 > 0.

Poczatkowa tablica sympleksowa ma postaé

L] - —a |
0] -1 -1 =z
1 -2 [ =w
1] -1 1 = U9
2 —2 4 = us
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Po piwotyzacji otrzymamy

[ 1] —w |
111 -3 z
111 —2 =1
211 —1 = Uy
412 0 = us

Teraz jeSli up = 01 z2 =t > 0, to wszystkie zmienne bazowe pozostana
nieujemne i z = 14+ 3t — 400, gdy t — +o0o. Funkcja celu jest wiec
nieograniczona na zbiorze X rozwiazan dopuszczalnych, w konsekwencji
problem nie posiada rozwiazania optymalnego.

Wiele rozwigzan optymalnych

Ten przypadek wystapi wtedy, gdy istnieje tablica sympleksowa, ktérej
odpowiada optymalne rozwigzanie bazowe (a9 > 0, dla ¢ = 1,...,m oraz
agj > 0dlaj =1,...,n) iistnieje para (io, jo), %0 € {1,...,m}, jo € {1,...,n},
dla ktérej agj, = 0, a0 > 01 a5, > O:

H 1 ‘ —T1 e —Tjy . —Tp H
@00 > 0 .. =0 .. > 0 =z
>0 Q11 ... Qljy - a1n = 81
>0 o771 >0 .. Qjion = Sy '
>0 | amr .. amy Omn || = Sm,

I H

Uwaga: dla rozwiazania zdegenerowanego, przypadek ten moze mie¢ miejs-
ce réwniez pod innymi warunkami.
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Przyklad 3.2.8. Rozwazmy nastepujace ZPL:

maksymalizowat 4x; + 2x9

przy ograniczeniach z; —3z2 < 4
i) S 7
201 +x2 < 10
x1,x2 = 0.
Poczatkowa tablica sympleksowa ma postac
[t e —a |
0| -4 =2 =z
4 -3 = U1
7 0 1 = U9 ’
10 | 2 1 = ug
I [
natomiast kolejne tablice maja postac
|1 | —ur —ao | 1| —wm —ug
16 | 4 —14 [ =z 2010 2 z
11 =3 [[== 211 2 ==
7 0 1 = U9 ! 477 —% (15
2 |2 w3 1F 4 l=m
I H T H
Ostatnia tablica odpowiada rozwiazaniu optymalnemu z* = (%,%)T.
Po dokonaniu wymiany zmiennych u; i ue otrzymamy nowa tablice
[ L[ —us |
2010 2 =z
ER I S —
% % 2 " oy (3.10)
7 1 X = I3
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ktéra odpowiada nowemu bazowemu rozwiazaniu optymalnemu
¥ = (%, 7)T. Poniewaz w tym przypadku kolejna dopuszczalna piwotyza-
cja doprowadzi do rozwiazania x*, wiec problem posiada tylko dwa do-
*iz*. Odpowiadaja one
dwom wierzchotkom w zbiorze rozwiazan optymalnych X*. Zgodnie z
twierdzeniami 2.3.19 i 2.3.26 mamy:
X*={z:z=X"+(1—-N)z", A€ [0,1]} =
34 3 2

Przykiad 3.2.9. Wyznaczymy wszystkie rozwiazania optymalne zadania:

puszczalne bazowe rozwiazania optymalne: x

; ‘ 9 15 9
maksyrgahzqwac —31 + 1372 + 1523
przy ograniczeniach 3x1 + 229 + 623
=31 + %l’z + %.’1,‘3

3 3
—z21 — X2 + 73
x1,T2,T3

IV AN INIA
O ol )-lk\,‘ﬁ

Poczatkowa tablica sympleksowa ma postaé

|| -2 -z —a |
0T B —u-:
13 2 6 =u
4| -3 3| =u
S e B O
I [
Po piwotyzacji otrzymamy

ER

3 |0 s 0 =2
8 | & 2 3 =
73 " T T
45 205 35 3
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Ostatnia tablica odpowiada rozwigzaniu optymalnemu z’ = (0, %, O)T. Dwa
nastepne bazowe rozwiazania optymalne z” badz z”’ otrzymamy po wy-

mianie zmiennych niebazowych x1 badz x3 ze zmienna bazowa wuy:

|1 [-wm —uy —z

3 |0 3 0 =2
w0 |27 ] X 5| || ==
110 5

@ |9 X 3 = T2
I [

albo

11 [-m —uy —w

3 |0 2 0 =z
12638 @ X % =3
% — X — = T2
+ — X — = Uus

.o (23 110 T no__ 85 23\T : : :
Mamy: 2" = ({55, 63,0) oraz " = (0, &5, 7g5) - Dalsze piwotyzacje nie

przyniosa nowych rozwiazan optymalnych. Tak wiec

X* = {J} S R3: 2= )\1£U/+>\2$”+)\3$”/, AL, A2, A3 20, A+ Ao+ A3 = 1}

Zbiér rozwiazan optymalnych nieograniczony

Przypadek ten moze wystapi¢ doktadnie wtedy, gdy istnieje tablica sym-
pleksowa odpowiadajaca rozwigzaniu optymalnemu (oo > 0dlai =1,...,m
oraz ag; > 0 dla j = 1,...,n), dla ktérej istnieje jo takie, ze agj, = 0 i dla
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wszystkich i zachodzi oo = 0 (degeneracja) badz o, < 0:

H 1 ‘ —T1 —Tjo —Tn H
@0 Z 0 =0 Z 0 =z
2 0 11 S 0 A1n = 51
=0 a1 aijo (6779 = S
>0 | a1 - <0 Qmn || = Sm

Przykiad 3.2.10. Rozwazmy nastepujace ZPL:

maksymalizowat —2x;1 + 4o

przy ograniczeniach —2x7 +x9 < 1
—x1+2z0 < 4
r1,T2 > 0.
Poczatkowa tablica ma postac
[ L]z o |
0|2 —4 =2z
1] -2 = uy
4 -1 2 = U9
] H
Dwie nastepne tablice maja postac
|t =21 —w | [ L] —ue —w |
4| -6 4 =z 812 0 z
1|-2 1 =xz9 i % % —é = z9
2 —2 | =uw 313 75 ||[=n

Ostatnia tablica odpowiada bazowemu rozwiazaniu optymalnemu

¥ = (%, %)T Dla ostatniej tablicy zadna piwotyzacja nie jest dopuszczalna,
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poniewaz wszystkie elementy w jedynej dopuszczalnej kolumnie gléwnej sa
ujemne. DBiorac teraz ug = 01i u; =t > 0, otrzymamy z = 8, 1 =
% + %t >0, g = % + %t > 0. Tak wiec zbiér rozwiazan optymalnych X*
jest polprosta:

2 1\
X*:{x€R2:x:$*+(3,3> t, t > 0}.

Przyklad 3.2.11. Rozwazmy nastepujace ZPL:

maksymalizowaé —22zq + Sxo + 23

przy ograniczeniach -1 + §$2 —2z3 < §
—2z + 502+ Zpy < 2
—2r; —jr2+ 323 < 6
x1,22,T3 Z 0
Poczatkowa tablica sympleksowa ma postaé
N
25 5 7 _
Ol% |—5 —7 |=*
-1 5] -2 | =wm
2 2 2 2 _
5|73 5 U2
6 -2 —3 5 = us

T H

Teraz mozliwy jest wybdér jednego z trzech elementéw gléwnych: ajo =

9
albo a9y = % albo an3 = % Wybér drugiego z nich daje kolejna tablice

sympleksowa:

4

[t o1 —u o
T 7 % -
0 —% X X = U]
1 -2 X X = X2
% —g X X = Uus
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Tablica ta przedstawia zdegenerowane bazowe rozwiazanie optymalne
' = (0,1,0)". Jesli teraz przyja¢ us = x3 = 0 i 1 = t > 0, otrzymamy
z = %, r1 =t x9 =1+ %t > 0, x3 = 0. Zbidr rozwiazan optymalnych X*
zawiera wiec pétprosta opisana powyzszymi réwnaniami parametrycznymi.

Wybér w poczatkowej tablicy sympleksowej elementu gléwnego
Q19 = % prowadzi do kolejnych tablic

H

| -2 —w s | H

1 1 ‘ —I1 —Uul —Uug H

5 135 4 _ 331 P =

2 24 £ 28 || — 5 | T —+ + =z

Ll=-5 3 2 =22 1 [ x x x —_—

0 370 1% % U 0 X X X =x3
15

15 27 — 2 2| x X X =u

2 | X 8 1 = U3 2 3

] I : I [

Ostatnia przedstawia otrzymane juz uprzednio rozwiazanie 2’ = (0,1,0)".
7 tej tablicy nie mozna jednak odczytac, ze zbiér X™* jest nieograniczony.
Przyczyna jest pojawiajaca sie degeneracja. Zauwazmy ponadto, ze dla tej
tablicy dowolna piwotyzacja jest niedopuszczalna.

W koticu wybér w poczatkowej tablicy sympleksowej elementu gtéwnego
Qo3 = % prowadzi do tablicy

N

T &5 _Z 10 =,
7 14 14 7
28 2[5 |-u
e | =a
-t o Lo

Mamy teraz dwie dopuszczalne mozliwoSci wyboru elementu gléwnego: a2 =
% badz age = 1. Wybdr dowolnego z nich prowadzi do wyznaczonego juz
uprzednio rozwiazania z’. Tak wiec

5
X*:{x€R3:m:x'+(l,§,0)Tt, t > 0}.
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3.2.5. Piwotyzacja przy nieznanym dopuszczalnym rozwiaza-
niu bazowym (I faza metody sympleksowej)

Jesli wektor b w poczatkowej tablicy sympleksowej (3.5) ma przynajmniej
jedna ujemna wspélrzedna, to tablica ta przedstawia niedopuszczalne roz-
wiazanie bazowe. Opiszemy teraz, jak mozna w tym przypadku otrzymac
dopuszczalne rozwiazanie bazowe za pomoca algorytmu sympleksowego.

Uzyskanie bazowego rozwiazania dopuszczalnego

Zacznijmy od nastepujacego przykladu.

Przykiad 3.2.12. Rozwazmy nastepujace ZPL:

maksymalizowaé 1 + T9
przy ograniczeniach —%xl +x0 < 3
41+ 320 < 24
—2:6'1 — 3£L'2 S —6
x1,r9 > 0.

Poczatkowa tablica ma postac

|1 | —o —w
0 -1 -1 =z
3 —% =u
24 | 4 3 = ug
—6 | =2 -3 = ug

I H

i przedstawia niedopuszczalne rozwigzanie bazowe (z,u) = (0,0, 3,24, —6).
Naszym pierwszym celem jest teraz uzyskanie nieujemnej wartosci zmiennej
uzupetniajacej usz. Cel ten osiagniemy, je$li wybierzemy w3 jako tzw. po-
mocniczq funkcje celu, ktéra bedziemy maksymalizowa¢ przy pozostalych
spelionych ograniczeniach. Odpowiednie piwotyzacje beda prowadzone
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tak diugo, az uz > 0. W naszym przypadku otrzymamy juz po pierwszej
piwotyzacji tablice

[t [—o —w |

3 -3 1 =z

3 -2 1 =9
15 -3 | =uy ’
3 1-3 3 = u3

ktora przedstawia dopuszczalne rozwiazanie bazowe. Mozna wiec ja trak-
towac jako startowa tablice sympleksowa w II fazie algorytmu symplek-
sowego i1 postepowaé dalej wedlug opisanych juz regul piwotyzacji. Otrzy-
mamy wéwczas nastepujaca tablice:

[ L[ —u2 —w |

7 14—5 % =z

AN
3 N

123 &8 = ug

ktéra odpowiada rozwiazaniu optymalnemu z* = (3,4) .

Przedstawimy teraz I faze algorytmu sympleksowego, ktéra podaje spo-
s6b wyznaczenia dopuszczalnego rozwiazania bazowego badz podaje regute
pozwalajaca stwierdzi¢, ze brak jest takiego rozwiazania. Ponizszy algorytm
dotyczy postaci klasycznej ZPL i zwiazanej z nia krétkiej postaci tablicy
sympleksowej (3.7).

Algorytm 3.2.13 (sympleksowy, I faza)
Krok 1. (wybdr pomocniczej funkcji celu). Wybraé najwigksze k > 1, dla
ktérego agg < 0:

k =max{i > 1: aj < 0}.
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Jesli brak takiego k (ajp > 0 dla i = 1,...,m), to tablica odpowiada do-
puszczalnemu rozwiazaniu bazowemu (w tym przypadku przechodzi si¢ do
I fazy algorytmu sympleksowego).
Krok 2. (wybdr kolumny gléwnej). Wybrac jo, dla ktérego ayj, < 0
(najczeSciej wybiera sie jo takie, ze

agj, = min{ay; : ag; < 0}).

Jesli brak jest takiego jo (ax; > 0 dla j =1,...,n), to brak jest rozwiazania
dopuszczalnego (problem jest sprzeczny).
Krok 3. (wybor wiersza gltdwnego). Wsréd wszystkich ¢ > k, dla ktérych

0> (), wybrac ig, dla ktérego iloraz ten osiaga minimum:
170

Q60 .o . . @0
— =min{—:i>ki—

Qinjo Qijo Qijo

> 0}. (3.11)

(Zauwazmy, ze takie ig istnieje, gdyz aro < 01 agj, < 0.)

Krok 4. (piwotyzacja). Wymieni¢ zmienna bazowsa s;, ze zmienng nieba-
zowa 15, 1 przetransformowa¢ tablice sympleksowa  zgodnie
z regula piwotyzacji (3.8). Przejé¢ do kroku 1.

Uwaga 3.2.14. a) Dla i > k elementy «;9 pozostana po piwotyzacji nie-
ujemne:

® (0= OZZO; > 0 zgodnie z réwnoécig (3.11).
e Dlai 75 io mamy ;g = Qg — am oo SJesli a5y <0, to @0 > a0 > 0,
gdyz —%— > 0 zgodnie z rownosm@ (3 11). Jedli natomiast aj, > 0,

a’LOO

to dla i 2 k mamy auo = aj, (22 — ) > 0 zgodnie z réwnoScia

Xijo igjo
(3.11).
b) Element axo wzro$nie po piwotyzacji, gdyz

_ Q50
QR0 = ko — Qkjo— > ko
20J0
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k2

iogj, <0i ;TO;Z) > 0 zgodnie z réwnoscia (3.11).

c) Zalézmy, ze ZPL posiada rozwiazanie dopuszczalne. (W przeciwnym
wypadku sprzecznost ograniczen zostanie stwierdzona po skonczenie wielu
iteracjach I fazy algorytmu sympleksowego. W przypadku niewystapienia
degeneracji kolejne tablice przedstawiaja bowiem rézne rozwiazania bazowe,
ktorych jest skonczenie wiele). Wéwezas z b) wynika, ze po skonczenie wielu
iteracjach axo bedzie dodatnie (w wyniku kazdej piwotyzacji agp rosnie).
Ponadto z a) wynika, ze wéwczas zbiér wierszy z ujemnymi elementami
;0 zmniejszy sie. Zatem po skoniczenie wielu iteracjach I faza algorytmu
sympleksowego doprowadzi do bazowego rozwiazania dopuszczalnego.

d) Zanim wybierze si¢ k w kroku 1., mozna pozamienia¢ wiersze tablicy
sympleksowej tak, by a0 <O0dlai=1,...kiap=>0dlai=k+1,....m.
Prowadzi to czesto do szybszego wyznaczenia rozwiazania dopuszczalnego.
Nalezy jednak wéwczas pamietac o tym, aby po takiej operacji kolejna
ewentualna zamiane wierszy przeprowadzi¢ dopiero wtedy, gdy w wyniku
piwotyzacji oy osiagnie nieujemna wartosc.

Uwaga 3.2.15. Rozwazmy teraz ograniczenia zadania programowania li-
niowego w postaci kanonicznej

Az +ITu =
z,u > 0

i pomnézmy przez —1 te réwnania, dla ktérych prawa strona jest ujemna
(b; < 0). Otrzymany uklad réwnan zapiszmy w postaci

Az=1V,

przy czym z = (z',u')". Bazowe rozwiazanie dopuszczalne wyjéciowego
zadania mozna réwniez wyznaczy¢ wprowadzajac tzw. zmienne sztuczne
y € R™ i nastepnie rozwiazujac problem pomocniczy

maksymalizowaé —ely
przy ograniczeniach A'z+y = ¥ (3.12)
zy =2 0
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Mozna pokazat, ze wyjSciowe ZPL posiada rozwiazanie dopuszczalne
z = (z",a")" wtedy i tylko wtedy, gdy (Z,0) jest rozwiazaniem opty-
malnym problemu (3.12). Zauwazmy przy tym, ze dla ostatniego problemu
istnieje rozwiazanie dopuszczalne (punkt (0,5") > 0 spelnia podane w nim
ograniczenia) i posiada rozwiazanie optymalne (funkcja celu jest ograniczo-

na przez 0).

Zbiér rozwiazan dopuszczalnych pusty

Przyklad 3.2.16. Rozwazmy nastepujace ZPL:

maksymalizowat 1 — T2
przy ograniczeniach 2x; + o
T1 + 222

1+ 22

T1, T2

IV IV IA A
=ENENEN

Poczatkowa tablica sympleksowa ma postaé

|1 | —= 7

0 -1 1 z
2 2 1 =u
2 1 2 = Uy
-2 -1 -1 = us

Poniewaz odpowiada ona niedopuszczalnemu rozwiazaniu bazowemu, nalezy
zastosowaé | faze algorytmu sympleksowego. Jako funkcje pomocnicza
wybierzemy us. Aby skréci¢ liczbe dokonywanych piwotyzacji, przesuniemy
trzeci wiersz w miejsce pierwszego. Otrzymamy kolejne tablice symplek-
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sowe
|1 |21 - | [ L [—w |
0 | -1 1 2 1 [ 3 z
21 1 | =us —1§ 1—% = uy
2 1 =u L 13 2 =x
2 |1 2 = up 1 | =3 |2 || =w
I [ [ I
[1 | -m —w |
X X X =z
11 [=w
X X X =1
X X X = T2

] T

Ostatnia tablica wskazuje na to, ze zbiér rozwiazan dopuszczalnych X

jest pusty (ograniczenia uz = —%ul — %uz — %, u1,u2,uz > 0 sa sprzeczne).

Przykiad 3.2.17. Rozwazmy nastepujace ZPL:

maksymalizowaé %ml — To — I3
przy ograniczeniach —%a;l + 220 +23 < 2
%xl —2x90+2x23 < -3
To—x3 < 2
x1,T2 2 0.

Dwie pierwsze tablice sympleksowe maja posta¢ (uz wybieramy jako po-
mocnicza funkcje celu):

[t [-m o —a ]

0 [-% 1 1 =z
2 | -1 1 =u
-31: -2 1 =uy
2 |0 1 -1 | =ug
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[ | —=1 —w s
X X X X =z
X X X X = T2
-1(0 1 2 = U2
X X X X = us3

I H

Ostatnia tablica wskazuje na to, ze brak jest rozwiazan dopuszczalnych.
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3.3. Degeneracja

Matematyka uczy, ze nalezy liczyt sie z zerami.

Algorytm sympleksowy umozliwia wyznaczenie w skonczenie wielu krokach
bazowego rozwiazania optymalnego (II faza) lub bazowego rozwiazania do-
puszczalnego (I faza) przy zalozeniu, ze nie wystapia po drodze rozwiazania
zdegenerowane. Zalozenie to jest wykorzystywane w istotny sposéb w celu
pokazania, ze funkcja celu (pomocnicza funkcja celu) ro$nie w wyniku
kazdej piwotyzacji, z czego z kolei wynika zbiezno§¢ algorytmu w skonczenie
wielu krokach. Bez tego zalozenia moze powstac cykl kolejnych piwotyzacii,
dajacych rozwiazania zdegenerowane, ktére nie sa optymalne. W ten sposéb
powstanie nieskoficzony ciag rozwiazan bazowych nie przyblizajacych sie
nawet do rozwiazania optymalnego (II faza) badz dopuszczalnego (I faza).

Przykiad 3.3.1. Rozwazmy nastepujace ZPL:

maksymalizowaé %9:1 — 2029 + %.Ig — 624

. . 1
przy ograniczeniach ) 771 — 8T2 —1 T3 + 924
5321 — 1229 — 523+ 314

T3
r1,T2,3,24

AV VANRVARVAN
o= o o

Poczatkowa tablica sympleksowa ma postaé

H 1 ‘ —xr] —X9 —T3 —XT4 H
0]-2 20 -5 6 =z
o[l5| -8 -1 9 uy
0|3 -12 -3 3 = Uy
10 0 1 0 = u3
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i odpowiada rozwiazaniu zdegenerowanemu (z,u) = (0,0,0,0,0,0,1). Wy-
bierajac za kazdym razem przy kolejnych piwotyzacjach kolumne gltéwna jo,
dla ktérej —cj, = min{—c; : j = 1,...,n}, i pierwszy — spoér6d mozliwych
do wyboru — wiersz gtéwny, otrzymamy kolejne tablice sympleksowe:

H 1 ‘ —u; —Ty —T3 —I4 H
03 —4 I 33 [==
04 -32 -4 36 [ =m
0| -2 3 15| =u’
110 0 1 0 = u3
] [
H 1 ‘ —u; —Uz —T3 —T4 H
01 1 -2 18 z
0-12 8 84 || =x
0l -1 1 3 N
2 4 8 4
110 0 1 0 = u3
] [
H 1 ‘ —u] —Uz —T1 —X4 H
0]-2 3 ;-3 z
0]-3 1 3 —Z | =3
01k 4 & [&]|==
1|32 -1 -1 2 | =us
I H
H 1 ‘ —Ul —Uu9 —I1 —x9 H
0]-1 1 -5 16 z
0 6 —2 56 | =u3
RN N N B RN
1|-2 6 2 =56 | =usg
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H 1 ‘ —XI3 —U2 —I1 —XI2 H
0] -2 -—I 44 z
03 -3 -5 B [[=u
ol-5 [3] 4 4| =a
1|1 0 0 0 = ug

H 1 ‘ —XI3 —X4 —I1 —x9 H
0]-% 6 -2 2 [==2
0] -1 9 % -8 [[=w
0|-3 3 3 —12 | =uy
111 0 0 0 = ug

Widzimy, ze ostatnia tablica jest réwnowazna pierwszej oraz, ze kolejne
piwotyzacje dokonywane zgodnie z podana wyzej regula nie dadza zadnego
nowego bazowego rozwiazania dopuszczalnego. Jesli jednak w poczatkowej
tablicy wybierzemy trzecia kolumne jako kolumne gléwna, otrzymamy naste-
pujace tablice:

H 1 ‘ —r1 —T9 —U3 —X4 H
3| -3 20 3 6 z
1]z -8 1 9 =uy
31z -12 3 3 uy
110 0 1 0 =3
I [
H 1 ‘ —U9 —X9 —us —X4 H
T2 2 T 7 --
% X X X X = u
1| x X X X =z
1| x X X X = I3
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Ostatnia tablica odpowiada rozwigzaniu optymalnemu z = (1,0,1,0)

z optymalna warto$cia funkcji celu z = %.

Degeneracji mozna unikna¢ zaklécajac prawa strone ograniczen, czyli
rozwiazujac problem
maksymalizowa¢ ¢’z
przy ograniczeniach Ar < b+¢
z > 0,
przy czym € = (e1,...,6m)" 1 wspéhrzedne e; > 0, i = 1,...,m, wybrane
zostaly dostatecznie male. Mozna pokazaé, ze wyjsciowy problem (3.1)
posiada rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy problem z zaklécona prawa
strona posiada rozwiazanie dla kazdego ¢ > 0. JeSli wzia¢ za ¢; > 0,
i =1,...,m, wystarczajaco male liczby losowe, to prawdopodobiefnstwo, ze
nastapi degeneracja jest réwne zeru.

Uwaga 3.3.2. Dla praktycznej realizacji algorytmu sympleksowego w przy-
padku wystapienia degeneracji wystarczy, aby, wylacznie w celu wyznacze-
nia wiersza gléwnego, doda¢ dostatecznie mate € > 0 do prawej strony tych
réwnan, dla ktérych b; = 0.

Przyklad 3.3.3. Rozpatrzmy jeszcze raz problem podany w przykladzie
3.3.1. Jedli zastosujemy powyzsza uwage, otrzymamy nastepujacy ciag
tablic sympleksowych:

H 1 ‘ —xr] —Ty —X3 —X4 H
0[-2 20 -3 6 =2z
els -8 -1 9 =u
ells] -12 -3 3 =uy
10 0 1 0 = u3




3.4. Zrewidowana metoda sympleksowa 79

H 1 ‘ —Uug —X9 —XI3 —XT4 H
0 % 2 —% % =z
g *% -2 *% % = U1
e |2 -24 -1 6 =z ’
10 0 0 = ug

I H

[1] vz —wy
AE IR A
2] x X X X =
1] x X X X =1
1] x X X X = I3

T T

Widzimy, ze ostatnia tablica odpowiada rozwiazaniu optymalnemu
r* = (1,0,1,0)".

3.4. Zrewidowana metoda sympleksowa

Zwrétmy uwage na to, ze w metodzie sympleksowej przeksztalcenia tab-
licy sympleksowej polegaja na aktualizacji macierzy niebazowej Ay (pi-
wotyzacje). JeSli jednak popatrzymy na postaé zmiennych bazowych (2.3)
i odpowiadajaca im wartoé¢ funkeji celu (2.4), to widzimy, ze do ich wyz-
naczenia wystarczy aktualizacja odwrotno$ci macierzy bazowej Ap odpowia-
dajaca aktualizacji bazy. W przypadku, gdy liczba ograniczen jest duzo
mniejsza od liczby zmiennych, macierz Ap jest duzo mniejsza niz macierz
Ayn. Wowcezas wygodniej jest aktualizowa¢ macierz Agl. W rezultacie
otrzymujemy tak zwana zrewidowang metode sympleksowg, ktéra teraz opi-
szemy dokladnie;j.
Rozwazmy ZPL w postaci standardowej

maksymalizowat 2z =
przy ograniczeniach  Ax
x

o SO

AV
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dla ktérej macierz A typu m x n ma pelen rzad wierszowy (r(A) = m).
Oznaczmy A = [ Ap An ], zl = [ xg CL‘; ] icl = [ cg c]—l\—, ] Dluga

postac tablicy sympleksowej przedstawia sie wéwczas nastepujaco

| = |25 N H
1| 0 —(c§—chAZ AN) || = cL ARG
0] I AG' AN = AR'b

I H

Przy kazdej wymianie zmiennej bazowej aktualizowane sa wiec wszystkie
elementy tej tablicy. Zauwazmy jednak, ze wystarczy aktualizowaé A]_Bl,
c;Agl, Aglb i chglb. Na ich podstawie mozna w razie potrzeby wyz-
naczy¢ wszystkie elementy tej tablicy. W szczegdlnosci, jesli liczba ograni-
czen m jest duzo mniejsza niz liczba zmiennych n, to przy takiej aktualiza-
cji zaoszczedzone zostana operacje mnozenia przez macierz Ay. Jeli wiec
przy wymianie zmiennej bazowej ograniczamy sie do aktualizacji wielkosci
Agl, CEAEI, Aélb i chE;lb, to realizowana jest wowczas tzw. zrewi-
dowana metoda sympleksowa. Nalezy jednak podkresli¢, ze jest to metoda
réwnowazna omawianej do tej pory metodzie sympleksowej (w obu meto-
dach generowane sa te same kolejne rozwiazania bazowe).

Przedstawimy teraz, jak mozna aktualizowaé¢ wielkosci A,}l, chgl,
AG'b i cLAS'D. Rozwazmy w tym celu macierz A typu (m + 2) x (m + 2)
przedstawiona
w postaci blokowej



3.4. Zrewidowana metoda sympleksowa 81

Zauwazmy, ze jest ona nieosobliwa i, ze
-1 0 0
A = | cLAG -1 LAY
Ag'b 0 AR

Potrzebne elementy tablicy sympleksowe]j uzyskamy wéwczas mnozac ma-
cierz A~! przez macierz A typu (m + 2) x (n —m + 1) przedstawiona
w postaci blokowej

1 0
A= 0 c},
0 Ay
Mamy bowiem
-1 0
A4 = cEAélb c;'\—[ - CBA LAn
AG'b AG'An

Reguly wyboru elementu gléwnego sa takie same, jak w zwyklej metodzie
sympleksowej. Jako kolumne gléwna mozna wybra¢ kolumne j-ta, gdzie
j jest takie, ze j-ta wspolrzedna wektora —(cj — cBA LAN) jest ujemna.

Kolumna gléwna jest wigc j-ta kolumna macierzy
ch N —C BA LAy
AglA N
T-

Zapiszmy ja podobnie jak w ustepie 3.2.2 w postaci (aoj, a1y, ..., Qmj)
Réwniez podobnie jak w zwyklej metodzie sympleksowej, jako numer wier-
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sza gléwnego mozna wybrac i takie, ze £¢ = min{i—’;? :ag; > 0}, Wymia-
ij J _

nie elementu gléwnego odpowiada teraz aktualizacja macierzy A~'. Za-

uwazmy, ze wystarczy w tym celu zaktualizowa¢ macierz Agl. Niech B*

bedzie zaktualizowang baza, tzn. BT = BU {j} \ {i}. Wéwczas macierz

Ap+ powstaje z macierzy Ap przez dodanie tzw. poprawki rzedu pierwszego

Ap+ = Ap + (a; — a)e;

gdzie a; oznacza kolumne macierzy A odpowiadajaca zmiennej usuwanej
z bazy, za$ a; — kolumng macierzy A odpowiadajaca zmiennej wprowadzanej
do bazy. Macierz A;}r mozna wyznaczy¢ korzystajac z tzw. formuly
Shermana—Morrisona

—1/ NoT 4—1
Ap (ay —a;)e; Ap
T A—1_
e; Ap a;

~1 -1
Apr =Ap —

(poréwnaj podrecznik A. Kielbasinskiego i H. Schwetlicka [15]). Zwréémy
uwage na fakt, ze ez-TAEgchj # 0, gdyz wielko$¢ ta jest elementem gléwnym.
Pozostawiamy czytelnikowi sprawdzenie, ze powyzszy wzor opisuje rzeczy-
wiscie macierz odwrotna do Ag+. Istnieja réwniez inne mozliwosci aktuali-
zacji macierzy A~!. Zainteresowanych odsylamy do ksiazki P. Kalla [13].



ROZDZIAL 4

Dualizm w programowaniu
liniowym

Matematyka jest sztukg nadawania réznym rzeczom tych samych
nazw.
[H. Poincaré|

4.1. Definicja i przyklady

Zanim zdefiniujemy zadanie dualne do ZPL i oméwimy jego zwiazki
z wyjSciowym zadaniem wré¢my do przyktadu 2.1.1. Problem tam przed-
stawiony ma nastepujaca postac:

maksymalizowat 1 + 2x2

przy ograniczeniach 1 +x2 < 100
61+ 920 < 720
zo < 60
r,x2 2> 0

Jest jasne, ze jeli punkt z = (l‘l,JJQ)T jest rozwiazaniem dopuszczal-
nym tego zadania, to optymalna warto$¢ funkcji celu f* jest réwna co

83



84 Rozdziat 4. Dualizm w programowaniu liniowym

najmniej wielkoéci ¢'x = x; 4+ 2x5. Na przyklad, dla punktu dopuszczal-

nego = = (60,40)7 otrzymujemy ¢’z = 140 < f*. Nie wiemy jednak, na
ile dobre jest to oszacowanie. Mogliby§my je oceni¢, gdybySmy réwniez
umieli dobrze oszacowaé f* z géry. W celu wyznaczenia takiego osza-
cowania pomnézmy pierwsze ograniczenie przez 1/2, drugie — przez 1/12
i dodajmy je do trzeciego ograniczenia. Otrzymamy wdéwczas nieré6wnosc
x1 + 9/4x9 < 170, a poniewaz 1 + 2z2 < x1 + 9/4x2, wiec wnioskujemy
stad, ze warto$¢ funkcji celu w tym zadaniu nie przekracza 170. Czyn-
nos¢ taka mozemy przeprowadzi¢ réwniez dla innego ukladu wspétczyn-
nikéw, przez ktére mnozymy odpowiednie ograniczenia. Na przyklad, jesli
pomnozymy pierwsze ograniczenie przez 1/2, drugie — przez 1/12, trzecie
za$ przez 3/4 i dodamy otrzymane nieréwnosci do siebie, to otrzymamy
nieréwno§¢ x; + 2xe < 155, ktéra musi by¢ réwniez spetniona, jesli tylko
spelnione sa ograniczenia wyjsciowego zadania. Widzimy wiec, ze wielkos¢
155 jest lepszym niz poprzednie ograniczeniem z géry optymalnej wartoSci
funkcji celu. Z przeprowadzonych rozwazan wynika, ze optymalna warto$¢
funkcji celu miesci si¢ w przedziale [140, 155]. Zastanéwmy sig, czy mozna
ten przedzial jeszcze bardziej zawezyt? Aby odpowiedzie¢ na to pytanie,
pomnézmy pierwsze ograniczenie przez y;, drugie przez yo za$ trzecie przez
Y3, pPrzy czym yi,yo,ys > 0, i dodajmy otrzymane nieréwnosci do siebie.
Otrzymamy wowczas nieréwnosé

(y1 + 6y2)z1 + (y1 + 9y2 + y3)z2 < 100y1 + 720y2 + 60ys.

Zauwazmy, ze jeSli tylko spelnione beda nieréwnosci y; + 6y2 > 1 oraz
y1 + 9y2 + y3 > 2, to w konsekwencji spelniona bedzie réwniez nieréwnos¢

21 + 239 < 100y; + 720y5 + 60ys.

Najlepsze ograniczenie z dotu dla prawej strony ostatniej nieréwnosci otrzy-
mamy dla wektora y = (y1,%2,¥3) bedacego rozwiazaniem nastepujacego

ZPL:
minimalizowa¢ 100y; + 720y2 + 60ys

przy ograniczeniach y1+6y2 > 1 (4.1)
y1+92 +ys > 2 '
y1,Y2,y3 = 0.



4.1. Definicja i przyklady 85

Ograniczenie to bedzie réwniez najlepszym z mozliwych do osiagniecia
w podany sposéb gérnym ograniczeniem optymalnej wartoSci funkcji celu
f*. W istocie optymalna warto$¢ funkcji celu dla zadania (4.1) wynosi
150 (jest ona osiagnicta dla y = (0,1/6,1/2)7) i jest réwna optymal-
nej wartoSci funkcji celu dla wyjSciowego zadania. W dalszej czeSci tego
rozdzialu pokazemy, ze wlasnost ta przystuguje dowolnemu ograniczonemu
ZPL.

Przejdzmy wobec tego do sytuacji ogélniejszej. Dane jest zadanie pro-
gramowania liniowego w postaci klasycznej

maksymalizowa¢ ¢!z
przy ograniczeniach Az < b (4.2)
z > 0,

gdzie ¢,z € R™, A jest macierza typu m x nib e R™,
Definicja 4.1.1. Zadanie programowania liniowego

minimalizowaé b’y
przy ograniczeniach ATy
Y

c (4.3)
0,

(AVAAY]

gdzie y € R™, nazywa sie¢ zadaniem dualnym do zadania (4.2). Zadanie
(4.2) nazywa sie woéwczas zadaniem pierwotnym.

Uwaga 4.1.2. Zadanie (4.2) jest zadaniem dualnym do zadania (4.3).
W celu pokazania tego faktu nalezy zapisa¢ zadanie (4.3) w postaci klasycz-
nej (jako zadanie maksymalizacji), wyznaczy¢ zadanie do niego dualne
i zauwazy¢, ze jest nim (4.2). Szczegélty pozostawiamy czytelnikowi. Oba
zadania sa wiec wzajemnie dualne.

Rozwazmy teraz zadanie programowania liniowego w postaci standar-
dowej:

maksymalizowaé¢ ¢’z

przy ograniczeniach  Ax

X

b (4.4)

AV
o
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Mozna je przedstawi¢ w réwnowaznej mu postaci klasycznej:

maksymalizowaé clx
przy ograniczeniach [ A }x < [ b ]
—A - —b
z > 0.

Zgodnie z definicja 4.1.1 zadaniem dualnym do tego ostatniego jest zadanie

minimalizowaé b’ (v — w)
przy ograniczeniach A'(v—w) > ¢
v,w > 0,

gdzie v,w € R™. Po wprowadzeniu nowej zmiennej y = v — w ostatnie
zadanie przyjmie postaé

minimalizowaé b’y
. . T (4.5)
przy ograniczeniach A'y > c.

Zauwazmy, ze na y nie naklada sie ograniczenia nieujemnosci. Tak wiec
zadanie (4.5) jest dualne do zadania (4.4). Mozna réwniez latwo poka-
zat, ze zadanie (4.4) jest dualne do (4.5). Dowdd tego faktu pozostawiamy
czytelnikowi. Oba zadania (4.4) i (4.5) sa wiec wzajemnie dualne.

Przyklad 4.1.3. Powréémy do zagadnienia analizy dziatalnosci gospodar-
czej (przyktad 2.1.2), ktére daje sie przedstawié¢ jako zadanie programowa-
nia liniowego w postaci klasycznej:

maksymalizowaé c1x1 + coxo + ... + ey
przy ograniczeniach a1121 + a12T9 + ... +anxtn < b
a2171 + a2 + ... + agpTy, < b
Am1T1 + @222 + . + GnTn < by,
L1y-ey T > 07

gdzie z jest profilem produkcji, b wektorem zasobéw surowcowych, ¢ wek-
torem zyskéw jednostkowych, za$ element a;; macierzy A wskazuje na ilos¢
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jednostek i-tego surowca potrzebna do produkcji jednostki j-tego towaru.
Zadaniem dualnym do powyzszego jest zadanie

minimalizowaé biy1 + baye + ... + b ym
przy ograniczeniach a11y1 + a21y2 + ... + @GmiYm > <1
a12y1 + a22y2 + ... + maYm > C2
a1pY1 + aony2 + ... + GmnlYn = Cp
Y1, Y25 -3 Ym Z 0.

Ostatnie zadanie ma nastepujaca interpretacje ekonomiczna. Niech y; be-
dzie cena jednostki ¢-tego surowca, ¢ = 1,...,m. Woéwczas j-te ogranicze-
nie zadania dualnego méwi, ze udzial kosztéw przy produkcji jednostki
Jj-tego towaru wynosi co najmniej c¢j, ¢« = 1,....,m, 7 = 1,...,m. Nato-
miast zadanie polega na znalezieniu takiego wektora cen surowcowych, dla
ktérego catkowita warto$¢ uzytych do produkcji surowcéw jest minimalna.

4.2. Twierdzenia o dualnosci

Twierdzenie 4.2.1 (slabe twierdzenie o dualnoéci). Jeslix € R" jest
rozwigzaniem dopuszczalnym zadania pierwotnego (4.2) iy € R™ jest roz-
wigzaniem dopuszczalnym zadania dualnego (4.3), to zachodzi nieréwnosé

clz < bTy.

Dowéd. Niech z,y beda rozwiazaniami dopuszczalnymi odpowiednio
dla zadania pierwotnego i dualnego, tzn. z,y > 0, Az < bi ATy > c.
Woéweczas zachodza nastepujace nieréwnosci i réwnoSci:

cTe<ATyTe=y Az <y b=0b"y.
U
Whniosek 4.2.2. Jesli obydwa zadania (4.2) i (4.3) sq dopuszczalne, tzn.
X={z: Az <bx>0}#0
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Y={y: ATy >cy>0}#0),
to posiadajg one rozwigzania optymalne, odpowiednio x* i y*.

Whniosek 4.2.3. Jesli x 1 y sq rozwigzaniami dopuszczalnymi odpowiednio

dla zadania pierwotnego (4.2) i dualnego (4.3) i zachodzi réwnosé

cle = bTy, to x jest rozwigzaniem optymalnym zadania pierwotnego

1y jest rozwigzaniem optymalnym zadania dualnego.

Cwiczenie 4.2.4. Dane jest zadanie

maksymalizowat 2x1 + 2

przy ograniczeniach x1+xz92 < 6
—z1+x2 < 5
T, —2x9 < 2
r1,T2 > 0
i zadanie do niego dualne
minimalizowa¢ 6y; + dys + 2y3
przy ograniczeniach Y1 — Y2 +ys >
y1+y2—2ys > 1
Y1, Y2,y3 2

Sprawdzi¢, czy para (z*T;y*T) " = (%4, %; g, 0, %)T jest rozwiazaniem zada-

nia pierwotnego i dualnego.

Whniosek 4.2.5 Jesli zadanie pierwotne (4.2) jest nieograniczone, to zada-
nie dualne (4.3) nie posiada rozwigzania dopuszczalnego. Podobnie, jesli
zadanie dualne (4.3) jest nieograniczone, to zadanie pierwotne (4.2) nie
posiada rozwigzania dopuszczalnego.

Twierdzenie 4.2.6 (mocne twierdzenie o dualnoéci). Jesli zada-
nie pierwotne (4.4) posiada rozwigzanie optymalne x*, to zadanie dualne
(4.5) posiada rozwigzanie optymalne y* i zachodzi réwnosé

et =0b"y"
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Dowéd. Niech z* bedzie rozwigzaniem optymalnym zadania (4.4).
Woéwezas istnieje bazowe rozwiazanie optymalne & (funkcja liniowa okreslo-
na na zbiorze wypuklym osiaga swoje maksimum w punktach ekstremal-
nych). Niech A = [ Ap Apn } iz = (:EE,O)T, Ip = Aglb, gdzie Ap jest
macierza bazowa. Niech § = AchB, gdzie ¢ = (cg,cL)T i AgT oznacza
macierz (AE)*l. Wéwezas i jest rozwiazaniem dopuszczalnym problemu
dualnego (4.5), bo

Al c c
T _ B -T _ B B o
A= G [ Ten= | i, | 2 [0 ] =

Nieréwno$t wynika z nastepujacego rozumowania: Niech f* bedzie opty-
malng warto$cia funkcji celu zadania (4.4). Mamy wiec dla z € X

o= o=tk | 7]

— () [ A5

T 4-1 T 4-1 T
= CBAB b— CBAB AN.’L‘N +CN$N

1b — AélAN{EN :|

* T 41 T
= f —CBAB AN{L‘N—G—CNQTN,

czyli
CEAEIANxN > CI;:L‘N

dla dowolnego z . Biorac wiec xy = ¢;, t = m + 1, ...,n, otrzymamy
chAG AN > ).
Ponadto
¢'%=cpip=chAg'b=(Az'cp) b=7b=0b"g

i na mocy wniosku 4.2.3, punkt 4 jest rozwiazaniem optymalnym zadania
(4.5). 0
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Uwaga 4.2.7. Mocne twierdzenie o dualnosci prawdziwe jest réwniez dla
postaci klasycznej (4.2) i (4.3).

Whniosek 4.2.8. Jesli zadania pierwotne i dualne sq dopuszczalne (X # ()
iY #£10), to posiadajg one rozwigzania optymalne.

Whniosek 4.2.9. Niech x iy bedg rozwigzaniami dopuszczalnymi odpowied-
nio dla zadania pierwotnego (4.2) i dualnego (4.3). Wowczas x iy s¢
rozwigzaniamsi optymalnymi tych zadan wtedy @ tylko wtedy, gdy

cez=0b"y.

Dowdéd. Wniosek wynika z mocnego twierdzenia o dualnos$ci i z wniosku

4.2.3. g

Uwaga 4.2.10. a) Zadaniu pierwotnemu i dualnemu odpowiada w istocie
ta sama tablica sympleksowa. Zadania te mozna bowiem przedstawi¢ jako
uktady réwnan:

(pierwotne ZPL) (dualne ZPL)
2y = ¢lx 7 z = bTy
b—Axr = wu —c+ATy = v
z,u > 0 y,v > 0.

Wspélna poczatkowa tablica sympleksowa obu zadan ma postac:
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zmienne niebazowe
pierwotnego ZPL

H 1 ‘ -1 ... —Xn H
1 0 —Cc1 .. —Cp || =2
zmienne  y; b1 | a1n ... G1p = uy zmienne
niebazowe ... bazowe
dualnego  ym || bm | Gm1 - @mn || = um  pierwotnego
ZPL I l I ZPL
z (%1 e Up

zmienne bazowe

dualnego ZPL

Tablicy tej odpowiada rozwigzanie bazowe zadania pierwotnego (z,u) =
(0,b) i rozwigzanie bazowe zadania dualnego (y,v) = (0, —c) (oczywiScie
w postaci kanonicznej dla obu zadan).

b) Przy piwotyzacji, w ktorej a;; jest elementem gléwnym, wymienione
zostaja zmienne u; z x; (zadanie pierwotne) i y; z v; (zadanie dualne).

c) W kazdej tablicy zmienna dualna y; znajduje sie naprzeciw zmiennej
uzupelniajacej zadania pierwotnego u;, ¢ = 1, ..., m, oraz zmienna pierwotna
x; znajduje si¢ naprzeciw zmiennej uzupekiajacej zadania dualnego vj,
j=1..,n.

d) Rozwiazania bazowe zadania pierwotnego (z,u) i zadania dualnego
(y,v) odpowiadajace tej samej tablicy sympleksowe]j posiadaja nastepuja-
ca wlasnoé¢: yu; = 0,9 =1,...,m, i zju; =0, j = 1,...,n, (jest to tzw.
wlasnose komplementarnosci).

e) Jesli zerowy wiersz tablicy sympleksowej (wektor —c w przypadku,
gdy jest to poczatkowa tablica) jest nieujemny, to tablica ta przedstawia
dopuszczalne rozwiazanie zadania dualnego. Wéwczas o rozwiazaniu zada-
nia pierwotnego przedstawionego przez te tablice méwimy, ze jest dualnie
dopuszczalne. Je§li ponadto przynajmniej jeden z elementéw tego wiersza
jest réwny zero (c¢; = 0 dla pewnego j, w przypadku gdy jest to poczatkowa
tablica), to rozwiazanie zadania dualnego przedstawionego przez te tablice
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jest zdegenerowane. Woéwczas o rozwiazaniu zadania pierwotnego przed-
stawionego przez te tablice méwimy, ze jest dualnie zdegenerowane.

f) Jesli zerowa kolumna tablicy sympleksowej (wektor b w przypadku,
gdy jest to poczatkowa tablica) jest nieujemna, to tablica ta przedstawia
rozwiazanie dopuszczalne zadania pierwotnego. Méwi sie réwniez, ze rozwia-
zanie to jest pierwotnie dopuszczalne. JeSli ponadto przynajmniej jeden
z elementéw tej kolumny jest réwny zero (b; = 0 dla pewnego i, w przy-
padku gdy jest to poczatkowa tablica), to rozwiazanie zadania pierwotnego
przedstawionego przez te tablice jest zdegenerowane. Méwi sie réwniez, ze
rozwiazanie to jest pierwotnie zdegenerowane.

g) Jedli zerowy wiersz i zerowa kolumna tablicy sympleksowej sa nieu-
jemne (—c¢ > 0,b > 0 w przypadku, gdy jest to poczatkowa tablica), to
tablica ta przedstawia rozwiazanie optymalne zadania pierwotnego
i rozwigzanie optymalne zadania dualnego.

h) Wspéhzedne yf, i = 1,...,m, bazowego rozwiazania optymalnego
y* zadania dualnego nazywaja sie réwniez cenami ukrytymi (z dowodu
mocnego twierdzenia o dualnosci wynika, ze ta definicja jest réwnowaz-
na definicji cen ukrytych podanej w ustepie 2.2). Pokazuja one, jak szybko
wzrasta funkcja celu zadania pierwotnego w zaleznosci od odpowiednich
wspolrzednych b;, ¢ = 1,...,m, wektora b: jesli b; zwigkszy si¢ o jednostke,
to funkcja celu wzro$nie o y jednostek (o ile baza odpowiadajaca bazowemu
rozwiazaniu optymalnemu nie zmieni sie po tej operacji). Istotnie, niech
y* bedzie bazowym rozwiazaniem optymalnym zadania dualnego. Dalej,
niech

bV =b+ €, = (bl, vy bi—1,b; + 1, 05401, -, bm)

i niech ¢’ bedzie bazowym rozwiazaniem optymalnym zadania dualnego do
zakléconego zadania:

maksymalizowaé ¢!z

przy ograniczeniach Az
x

< v
> 0.
Woéwcezas y* = ' (obu rozwiazaniom odpowiada ta sama baza). Niech z
i 2/ beda optymalnymi warto$ciami funkcji celu odpowiednio dla zadania



4.2. Twierdzenia o dualnosci 93

wyjSciowego i zakltéconego. Otrzymamy nastepujace rownoSci
Z, — blTyl — b/Ty* — bTy* +y:< — Z+yz*

Widzimy wigc, ze y; wyraza szybko$¢ przyrostu optymalnej wartosci funkcji
celu w zaleznoéci od zmiany i-tej wspétrzednej wektora b. Wlasnos¢ ta ma
wazne znaczenie ekonomiczne.

Przyklad 4.2.11. Dane jest zagadnienie analizy dzialalno$ci gospodar-
czej, ktéremu odpowiada nastepujace zadanie programowania liniowego:

maksymalizowaé 21 + 4xo + 3x3

przy ograniczeniach  x; + 4x9 +3z3 < 240
2x1 +x2+ 53 < 300
1+ 22 +23 < 200

T1,T2,T3 Z 0.

Wyznaczymy rozwiazania optymalne zadan pierwotnego i dualnego i po-
damy interpretacje ekonomiczna otrzymanych wynikéw.
Zadanie dualne ma postac

minimalizowa¢ 240y; 4+ 300y + 200y3

przy ograniczeniach y1+2y2+ys = 2
dyi+y2+ys = 4

3y1+5y2+ys = 3

Y1,92,y3 = 0

Poczatkowa tablica sympleksowa ma dla obu probleméw postaé

|1 | —a e —as
1 0 -2 -4 =3 =z
v || 240 [ 1 4 3 = u
yo || 300 | 2 1 5 = ug
ys || 200 | 1 1 1 = ug
I I I I
z V1 V2 V3
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Po dwéch piwotyzacjach otrzymamy tablice

|1 | —u —wm —w
HEIEE e z
V2 25% X X X = X9
vp || 1374 | x X X =1
ys | 371 | x X X = ug

I I I I
z Y2 Y1 v3

Tablica ta przedstawia rozwiazanie optymalne zadania pierwotnego
¥ = (137%7 25%, 0) i rozwiazanie optymalne zadania dualnego y* = (g, %, 0).
Optymalna warto$¢ funkcji celu dla obu zadan wynosi z* = 377%. Wspét-
rzedne wektora y* sa cenami ukrytymi czynnikéw produkcyjnych (surow-
cow) Ri,Re i Rg. JeSli dostepna ilo§¢ pierwszego surowca zwiekszy sie
o jednostke, to zysk producenta wzro$nie o g jednostek. Podobna inter-
pretacja ekonomiczna dotyczy drugiej wspéhrzednej wektora y*: producen-
towi optaca sie¢ kupi¢ pewna dodatkowa ilo$¢ drugiego surowca za ceneg
CO najwyzej % jednostek pienigznych za jego jednostke (lub innymi stowy:
jesli cena ta wyniesie co najwyzej %, to zysk producenta nie zmniejszy
si¢). Zwiekszenie dostepnej iloéci trzeciego surowca nie wplynie na zmiane
zysku. Tak wiec jesli cena trzeciego surowca na rynku jest dodatnia, to za-
kup tego surowca spowoduje zmniejszenie zysku. Przyczyna jest niepelne
wykorzystanie trzeciego surowca przy optymalnym profilu produkcji: po-
zostalo go 37% jednostek, bo tyle wynosi warto$¢ zmiennej uzupelniajacej

uj3. Zwréémy przy okazji uwage na wlasno$é komplementarnosci: yzus = 0).

Przykiad 4.2.12. Powréémy teraz do problemu podanego w przyktadzie
2.1.1 i rozwiazanego w przykladzie 3.2.5. Tablica sympleksowa odpowiada-
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jaca rozwiazaniu optymalnemu ma postac

| L | —u —us |
1 150§ 3 z
n |10 [-5 5 | =wuw
(%1 30 % —% =T
vy || 60 1 = T2
I I I
z Y2 Y3

Optymalne rozwiazanie wynosi dla zadania pierwotnego z* = (30, 60), za$
dla zadania dualnego y* = (0, %, %) Wielko§ci te maja nastepujaca in-
terpretacje ekonomiczna. Ogrodnik uzyska najwiekszy zysk 150 zl, jesli
przeznaczy 30 m? swojego ogrodu na réze i 60 m? na gozdziki. Zakup
dodatkowej powierzchni pod uprawe zysk ten zmniejszy (y; = 0; ma to
zwiazek z dodatnia wartoScia zmiennej uzupelniajacej uj = 10 — tyle metréw
kwadratowych powierzchni ogrodu jest niewykorzystanych przy optymal-
nym rozwiazaniu). Ogrodnikowi optaci sie zainwestowaé wiecej niz 720 zl,
o ile zdobycie dodatkowej ztotowki (kredyt) kosztowaé go bedzie co najwyzej
% zt. Oplaci mu sie réwniez przeznaczyé wiecej niz 60 m? na gozdziki, o ile
koszt zagospodarowania 1 m? dodatkowej powierzchni wyniesie co najwyzej
% zt. Zwrétmy uwage na wlasnos¢ komplementarnosci: yju; = 0,7 = 1,2, 3.

Twierdzenie 4.2.13 (o komplementarnosci). Niech x iy bedg rozwig-
zaniami dopuszczalnymi odpowiednio dla zadania pierwotnego (4.2) i dual-
nego (4.3). Wowczas x iy sqg rozwigzaniami optymalnymi wtedy i tylko
wtedy, gdy

y (Az —b) =0 (4.6)

z' (c—ATy)=0. (4.7)

Dowéd. Niech x i y beda rozwiazaniami dopuszczalnymi odpowied-
nio dla zadania pierwotnego (4.2) i dualnego (4.3). Woéwezas, podob-
nie jak w dowodzie stabego twierdzenia o dualnosci, zachodza nastepujace
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nieréwnosci i réwnosci:
cle< ATy Tz=yTAz <y b=0b"Ty. (4.8)

Jedli x i y sa rozwiazaniami optymalnymi, to ¢’z = by na mocy mocnego
twierdzenia o dualnosci. W konsekwencji

cle=A"Y =y Az =9y"b=0"y,

czyli (c — ATy)Te = 01 y"(Azx — b) = 0. Zalézmy teraz, ze zachodza
réwnosci (4.6) i (4.7). Wéwezas z (4.8) wynika, ze ¢’ 2 = b'y. W konsek-
wencji x i y sa rozwiazaniami optymalnymi na mocy slabego twierdzenia o
dualnoéci. O

Uwaga 4.2.14. Niech o’ oznacza i-ty wiersz oraz a; - j-ta kolumne macie-
rzy A. Jedli x iy sa rozwiazaniami dopuszczalnymi odpowiednio dla zadania
pierwotnego (4.2) i dualnego (4.3), to réwnoéci (4.6) i (4.7) mozna zapisac
w postaci

yi(aix —b)=0 (lub réwnowaznie  y;u; = 0), (4.9)

:rj(a;y —¢j)=0 (lub réwnowaznie  xjv; = 0), (4.10)

7 =1,...,n. Wynika to z faktu, ze jesli suma liczb nieujemnych jest réwna
zeru, to liczby te sa réwne zeru.

Whniosek 4.2.15. Niech x iy bedg rozwigzaniami dopuszczalnymi odpo-
wiednio dla zadania pierwotnego (4.2) i dualnego (4.3). Wowczas © iy sg¢
rozwigzaniamsi optymalnymi wtedy i tylko wtedy, gdy

yi >0=ad'z=b (lub réwnowaznie a'z < b; = y; = 0),
1=1,...,m, 1
zj>0= a;ry = ¢j (lub réwnowaznie a;—y >cj = xj =0),

j=1,..n.
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4.3. Dualny algorytm sympleksowy

Zadanie dualne (4.3) mozna réwnowaznie przedstawi¢ jako nastepujace
zadanie maksymalizacji:

maksymalizowaé —b'y
przy ograniczeniach —A'y < —c¢
y > 0.

Ostatniemu zadaniu odpowiada ponizsza tablica sympleksowa

[ O |
0 by . by, =z
—Cc1 | —a11 ... —am1 || =1
—Cn | —Q1n .. —Qmn || = Un

I H

Przypustmy, ze tablica ta przedstawia dopuszczalne rozwiazanie bazowe
(czyli ¢ < 0). Jesli teraz zastosujemy do tej tablicy reguly piwotyzacji
opisane w punkcie 3.2.3, to jako kolumne gléwna wybierzemy 7, dla ktérego
bi, < 0 oraz jako wiersz gtéwny - jo, dla ktérego

%o —¢

—— min{ - ajoj > 0}.

Nastepnie wymieniamy zmienng bazowa vj, ze zmienna niebazowa ¥;,
i przeksztalcamy odpowiednio tablice sympleksowa. Zastosowalidmy tu
tzw. pierwotny algorytm sympleksowy do zadania dualnego. To samo otrzy-
mamy stosujac tzw. dualny algorytm sympleksowy do zadania pierwotnego.
Ponizej przedstawimy ten algorytm przyjmujac, ze zadaniu pierwotnemu
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odpowiada tablica:

T
Qoo | @01 ... Qon =z
ap | @11 .. o1 || =81
Am0 | Oml -~ Qmp || = Sm

I H

oraz ze rozwiazanie przedstawione za pomoca tej tablicy jest dualnie do-
puszczalne (ag; > 0dla j =1,...,n).

Algorytm 4.3.1 (dualny sympleksowy)

Krok 1. (wybdr wiersza gtdwnego). Wybraé¢ dowolny wiersz ig > 1, dla
ktorego a;,0 < 0 (najczeéciej wybiera sig ig takie, ze a;,0 = min{ayo :
ajo < 0}). Jesli brak jest takiego i, to tablica przedstawia rozwigzanie
dopuszczalne. (Jedli dodatkowo ag; > 0 dla j = 1,...,n, to rozwiazanie to
jest optymalne.)

Krok 2. (wybdr kolumny gldwnej). Wéréd wszystkich kolumn j > 1,
takich, ze a;,; < 0, wybra¢ kolumne jo, dla ktoérej

Pojo _ max{w sy < 0}

Qipjo Qigj
Jesli brak jest takiej kolumny (a;y; > 0 dla wszystkich j > 1), to problem
pierwotny nie posiada rozwiazania dopuszczalnego.
Krok 3. (piwotyzacja). Wymieni¢ zmienng bazowsg s;, ze zmienng nieba-
zowa rj, i przetransformowaé tablice sympleksowa zgodnie z reguta (3.8).

Uwaga 4.3.2. Dualny algorytm sympleksowy dla zadania pierwotnego
i pierwotny algorytm sympleksowy dla zadania dualnego sa sobie réwnowaz-
ne.
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Uwaga 4.3.3. Dualny algorytm sympleksowy nadaje sie w szczegélnosci
do wyznaczenia rozwiazania dopuszczalnego zadania pierwotnego, dla ktére-
go poczatkowa tablica sympleksowa przedstawia rozwiazanie bazowe, ktére
jest dualnie dopuszczalne. Bedzie to wykorzystane przy programowaniu
liniowym catkowitoliczbowym.

Przyklad 4.3.4. Rozwazmy teraz problem diety podany w przyktadzie
2.1.3:
minimalizowaé bx1 + 7x9

przy ograniczeniach  2x;+xz2 > 6
201+ 4z, > 12
7$2 Z 4
r1,12 2> 0.
Zadanie to mozna sprowadzi¢ do postaci klasycznej:
maksymalizowat —5x1 — Txa
przy ograniczeniach —2x; —x2 < —6
—2:1!1 — 4:[}2 < —12
—7272 < —4
r1,v2 = 0.

Poczatkowa tablica sympleksowa ma postaé

[ e |
0 5 7 =z
—6 -2 -1 = U1
-12 | -2 -4 = Uy
—4 0 =7 = us

I H

Poniewaz odpowiada ona rozwiazaniu bazowemu, ktére jest niedopuszczal-
ne, zadanie mozemy rozwiazaé przy pomocy dwufazowego algorytmu sym-
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pleksowego. Otrzymamy kolejno nastepujace tablice:

| L [-o1 o | L [-o —us
o] 5 7 z -4 5 1 z
6| -2 -1[=u Bl 2 —1l=u
-12| =2 A |=u > | - 2l =u
—4 | 0 [-7]|| =us %7 0 —; =15
I H I H
| L [-u —us | | 1 |~y —u |
Tl 2= 21| 2 1 | ==
% -1 @ = U1 120 —1% 3, = ug
34 -1 | =gy 6 3| TN
I I N N

I H I H

OtrzymaliSmy rozwiazanie optymalne z* = (2,2). Istnieje réwniez mozli-
woS¢ wyznaczenia rozwiazania optymalnego stosujac dualny algorytm sym-
pleksowy. Otrzymamy wéwczas kolejno nastepujace tablice:

|1 [—o - | L[ on
0 | 5 7 || =2 t[-21] § § [=¢
-6 | 2 -1 |=wu =3 [|-3] -3 |=wm
—12 | -2 =uy 3 | T —1l|l=g
—4 0 =7 || =u3 17 % _% = ug
I H 1 H
T
—24| 1 5 ==
9 _2 1 —
, | :2
10 2 —2 = us

B T

OtrzymaliSmy to samo rozwiazanie optymalne co poprzednio: z* = (2,2).



ROZDZIAL 5

O zlozonosci obliczeniowej
ZPL

By dojsé do Zrédia, trzeba plyngé pod pred.
[S. J. Lec]

5.1. Zlozonos¢ obliczeniowa algorytmu symplekso-
wego

W rozdziale 3. stwierdziliémy, ze uzycie metody sympleksowej pozwala na
wyznaczenie rozwiazania optymalnego zadania programowania liniowego
w skonczenie wielu iteracjach. Liczba tych iteracji nie przekracza liczby
wszystkich wierzchotkéw wielo$cianu bedacego zbiorem rozwiazan dopusz-
czalnych ZPL, ktéra — jak stwierdziliémy — jest dla postaci klasycznej tego

zadania réwna co najwyzej ( m;— " ) Juz tak prosty wieloScian, jak

kostka [0,1]™ ma 2" wierzcholtkéw, mimo ze mozna go zadaé za pomoca
2n ograniczen. Liczba ta juz dla niewielkich n jest ogromna i gdyby algo-
rytm sympleksowy musial wykonaé rzeczywiScie az tyle iteracji, bylby mato
przydatny z praktycznego punktu widzenia. 7 drugiej strony, do$wiad-
czenie wskazuje, ze najczeSciej algorytm sympleksowy zatrzymuje sie po

101
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wykonaniu co najwyzej 2m-3m iteracji. Chciatoby sie jednak wiedzie¢, czy
w kazdym przypadku mamy gwarancje, ze algorytm sympleksowy nie prowa-
dzi do ,zbyt wielu” iteracji potrzebnych do wyznaczenia rozwiazania opty-
malnego. Problem polega na tym, jak okresli¢ pojecie ,zbyt wiele”. Poza
tym nie chodzi tu wylacznie o liczbe iteracji, ale réwniez, a moze nawet
przede wszystkim o liczbe operacji arytmetycznych, ktére nalezy wykona¢ w
celu zakonczenia dziatania algorytmu. Problemami szybkoSci zbieznosci al-
gorytmow zajmuje sie teoria zlozonosci obliczeniowej, przy czym nie chodzi
tu o szybko$¢ w sensie czasu (bo ta zalezy réwniez od urzadzen, na ktérych
wykonywane sa obliczenia), a o szybko$¢ w sensie liczby wspomnianych
operacji arytmetycznych, ktére trzeba wykona¢, aby algorytm zakonczyt
swoje dziatanie. Podstawowym pojeciem tej teorii jest tak zwana dlu-
goé¢ danych wejsciowych, czyli liczba bitéw potrzebna do zapisu danych
okre§lajacych problem, ktéry ma by¢ rozwiazany. W przypadku zadania
programowania liniowego danymi sa macierz A = [a;j|mxn oraz wektory
b= (b1,...bm) ic=(c1,...,cn). W tym przypadku dlugos¢ danych wejscio-
wych wyraza sie wzorem

L= ZZlog2(| aij | +1) + logy(mn) + 1,
i=0 j=0

gdzie a;o = b;, © = 1,...,m, apj = ¢j, j = 1,...,n, agp = 1. Do analizy
ztozonoS§ci obliczeniowej algorytmu sympleksowego wystarczy nam jednak
wylacznie liczba iteracji (piwotyzacji), poniewaz kazda iteracja sklada sie
z takiej samej liczby operacji arytmetycznych. Ponadto jeSli zalozymy, ze
wszystkie dane wejSciowe sa mniej wiecej jednakowego rzedu, to mozna
pokazaé, ze dlugo$¢ danych wejSciowych mozna oszacowaé z géry przez
liczbe w przyblizeniu proporcjonalna do m i do n.

Wsréd algorytméw stuzacych rozwiazaniu zadanego problemu wyréznia
si¢ algorytmy o wielomianowej ztozonosci obliczeniowej (to znaczy takie,
dla ktoérych liczbe wykonywanych operacji mozna oszacowaé z géry wielo-
mianem zaleznym od dlugoéci danych wejéciowych L) i o wyktadniczej ztozo-
nosci obliczeniowej (to znaczy takie, dla ktérych liczba wykonywanych ope-
racji ro$nie wyktadniczo wraz ze wzrostem dilugo$ci danych wejsciowych).
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Z1ozonos¢ obliczeniowa algorytmu sympleksowego byta przedmiotem ba-
dan od poczatku jego powstania, czyli od polowy XX wieku. Jednak dopiero
w roku 1972 Klee i Minty pokazali, ze ztozonos¢ ta jest wyktadnicza podajac
przyklad problemu, dla ktérego liczba iteracji algorytmu sympleksowego
niezbednych do otrzymania rozwigzania roénie wykladniczo wraz z wymia-
rem zadania. Przyktad Klee i Minty’ego ma postac:

maksymalizowac 2?21 10"z,

1007, i=1,..,n
0.

przy ograniczeniach 2 23;11 107 xT;+ x;

<
x =z

Zbiér rozwiazan dopuszczalnych jest tutaj zdeformowana kostka n-wymiaro-
wa. Kolejne rozwiazania wyznaczone przy pomocy metody sympleksowe;j
sa réznymi wierzchotkami tej kostki. Przyktad jest skonstruowany tak, by
wszystkie wierzcholki kostki zostaly ,,odwiedzone” nim wyznaczone zostanie
rozwiazanie optymalne. Stad juz nietrudno wywnioskowaé, ze algorytm
sympleksowy ma wykladnicza zlozono$é obliczeniowa. Szczegdly mozna
znalezé w ksiazce R. J. Vanderbeia [21]. Czytelnikowi polecamy przesledze-
nie kolejnych tablic dla n = 3. Zadanie ma wéwczas postac

maksymalizowa¢ 100z; + 10z9 + x3

przy ograniczeniach r1 < 1
201 +z2 < 100
200z1 + 2022 + 23 < 10000
T1,T2,T3 Z 0.

W zwiazku z wykladnicza zlozonoscia algorytmu sympleksowego rodzi
sie pytanie, czy dla ZPL istnieje algorytm o zlozono$ci wielomianowe;j.
Pozytywna odpowiedZz na to pytanie podal gruzinski matematyk
L. Chaczjan w roku 1979. Opracowal on tak zwana metode elipsoidalng,
ktéra zastosowal do rozwiazania uktadu nieréwnosci liniowych, ale mozna
ja zastosowaé réwniez do ZPL. Zadanie programowania liniowego

maksymalizowa¢ ¢!z
przy ograniczeniach Ax < b
z > 0,
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mozna bowiem na podstawie twierdzen o dualno$ci przedstawi¢ w postaci
zagadnienia wyznaczenia rozwiazania ukladu nieréwnos$ci liniowych

Ar <

Aly >

c'lz > bly
x > 0
y > 0.

Metoda Chaczjana polega na konstrukeji ciagu elipsoid o coraz to mniejszej
objetosci, ktérych érodki sa zbiezne do rozwiazania zadania. Szczegéty
mozna znalezé w ksigzce S. Walukiewicza [22]. Mimo, ze metoda ta ma
ztozono§¢ wielomianowa, ma ona dzisiaj wylacznie znaczenie teoretyczne.
W praktyce zachowuje sie ona bowiem gorzej — poza pewnymi sztucznie do-
branymi przyktadami — niz metoda sympleksowa. Poza tym w ciagu ostat-
nich kilkunastu lat skonstruowano dla zadah programowania liniowego inne
metody

o wielomianowej ztozonoSci obliczeniowej, ktére w praktyce skutecznie kon-
kuruja z metoda sympleksowa. Pierwsza z takich metod byla metoda punk-
téw  wewnetrznych podana w roku 1984 przez  28-letniego
N. Karmarkara [14].

5.2. Metoda Karmarkara punktéw wewnetrznych

Metoda Karmarkara punktéw wewnegtrznych stuzy do rozwiazania zadania
programowania liniowego przedstawionych w tzw. postaci normalney:

minimalizowaé ¢’z

przy ograniczeniach Ax =

0 (5.1)
r € A,,

An:{xER”:eTajzl,sz},
e=(1,..1)". Ponadto zaklada sie, ze
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(i) A jest macierza typu mxn pelego rzedu wierszowego, tzn. r(A) = m,

(ii) Ae = 0, innymi stowy tzw. barycentrum sympleksu (lub inaczej §rodek
ciezkosci sympleksu) %e € A, jest punktem dopuszczalnym,

(iii) optymalna warto$¢ funkcji celu z* = 0.

5.2.1. Transformacja ZPL do postaci normalnej

W ustepie tym pokazemy, ze dowolne zadanie programowania liniowego
mozna sprowadzi¢ do postaci normalnej. Sprowadzimy bowiem do niej
ZPL w postaci klasycznej

maksymalizowaé ¢!

przy ograniczeniach Az
T

b (5.2)
0.

IV IA

Korzystajac z twierdzen o dualnosci zadanie to mozna — jak juz zauwazylis-
my wczedniej — sprowadzi¢ do wyznaczenia rozwiazania uktadu nieréwnosci
liniowych: Az <b, ATy>c,2>0,y>0,c' x>b"y. Zapiszmy ten uklad
w postaci

Gu < d, (5.3)
gdzie
A 0
0 -—AT . b
G=| " b ,u:{ },d: —c | . (5.4)
-1 0 Y 0
0 —I
Rozwazmy nastepujace ZPL
maksymalizowaé z
wzgledem (u,2) € R x R (5.5)
przy ograniczeniach Gu + ze < d.

Lemat 5.2.1. Uklad nieréwnosci (5.3) posiada rozwigzanie u* wtedy i tylko
wtedy gdy (u*,0) jest rozwigzaniem optymalnym zadania (5.5).



106 Rozdziat 5. O zlozonosci obliczeniowej ZPL

Dowéd. Jesli (u*,0) jest rozwigzaniem optymalnym zadania (5.5),
to oczywiScie u* jest rozwigzaniem zadania (5.3). Niech teraz u* bedzie
rozwigzaniem zadania (5.3). Dla dowolnego rozwiazania dopuszczalnego
(u, z) zadania (5.5) mamy z < 0. Przypu$é¢my bowiem, Ze istnieje para
(u, z) taka, ze Gu+ez < diz>0. Z nieréwnosci (5.4) otrzymamy

Azx < Az +ze < b

ATy < —ATy+ze < —c
—cle+bly<—cla+bTy+22<0
—x < —x+2¢e<0
—y<-y+ze<0

i w konsekwencji Az < b, ATy > ¢, ¢’z >b'y, x>0,y >0, co jest
sprzeczne ze stabym twierdzeniem o dualnoéci. W rezultacie, para (u*,0)
jest rozwiazaniem optymalnym tego zadania. ]

Uwaga 5.2.2. W dalszej czeSci rozpatrywaé bedziemy zadanie (5.5),
o ktérym zakladamy, ze 0 jest jego wartoScia optymalna. Zgodnie z le-
matem 5.2.1 i twierdzeniami o dualnoéci oznacza to, ze zadanie (5.2) po-
siada rozwiazanie optymalne.

Zadanie dualne do zadania (5.5) ma postaé

minimalizowaé dv
przy ograniczeniach G'v =10 56
elv=1 (5:6)

v >0,

w ktérym optymalna wartos¢ funkcji celu wynosi 0, podobnie jak dla zada-
nia (5.5). Bez szkody dla ogélnoéci rozwazan mozemy zatozy¢, ze macierz
G jest pelnego rzedu wierszowego. W razie potrzeby mozemy bowiem
z ukladu G Tv = 0 usunaé réwnania bedace liniowa kombinacja pozostatych.
Wprowadzmy teraz sztuczna zmienna s i przeksztalémy powyzsze zadanie
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do postaci
minimalizowaé d"v+ Ms
przy ograniczeniach G'v—Gles = 0
T B (5.7)
ev+s = 1
v,8 >

I

gdzie M > 0. Jest oczywiste, ze barycentrum sympleksu standardowego
jest rozwiazaniem dopuszczalnym tego zadania. Pokazemy, ze dla odpowied-
nio duzego M zadania (5.7) i (5.6) sa sobie réwnowazne.

Lemat 5.2.3. Jesli M jest odpowiednio duze, to v* jest rozwigzaniem op-
tymalnym zadania (5.6) wtedy i tylko wtedy, gdy (v*,0) jest rozwigzaniem
zadania (5.7). Ponadto to drugie zadanie ma réwniez wartosé optymalng
TOUWNG Zeru.

Dowdéd. W celu pokazania réwnowaznosci obu zadan pokazemy réwno-
waznos¢ zadan do nich dualnych. Zadaniem dualnym do (5.6) jest zadanie
(5.5), za$ zadaniem dualnym do (5.7) jest zadanie

maksymalizowaé z
wzgledem  (u,z) € R x R (5.8)
przy ograniczeniach Gu+ze < d '
e'Gu+z < M.

Z mocnego twierdzenia o dualno$ci wynika, ze zadania (5.5) i (5.8) sa
dopuszczalne, gdyz zadania do nich dualne sa ograniczone. Niech wiec
(v, 2") 1 (u”, 2") beda rozwigzaniami dopuszczalnymi odpowiednio dla zada-
nia (5.5) 1 (5.8) i niech ¢ = min{z’,z"}. Wobec tego wprowadzenie do
obu zadan dodatkowego ograniczenia z > ( przeksztalci je w zadania im
odpowiednio réwnowazne. Dla M > e'd + (1 — p)¢, gdzie p jest liczba
nieréwnoéci w uktadzie (5.3), mamy wiec dla rozwiazania dopuszczalnego
(u, z) pierwszego zadania

e Gu+pz<eld.
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Zatem
e'Gu+z = e Gutpz+ (1-p)z
< eld+(1-p)
< M,

czyli (u,z) jest réwniez rozwiazaniem dopuszczalnym drugiego zadania.
Widzimy wiec, ze dla odpowiednio duzego M drugie ograniczenie w zada-
niu (5.8) jest spelione, o ile tylko spetnione jest pierwsze ograniczenie. Za-
tem usuniecie tego drugiego ograniczenia z zadania (5.8) nie zmieni zbioru
rozwiazan dopuszczalnych. W tej sytuacji jasne jest, ze zadania (5.5) i (5.8)
sa identyczne, zatem zadania do nich dualne sg sobie réwnowazne. Ponadto
z twierdzenia o komplementarno$ci wynika, ze dla rozwiazania optymalnego
(v*, s*) zadania (5.7) zajdzie réwnos¢ s* = 0, gdyz w drugim ograniczeniu
zadania (5.8) nieréwno$é jest zawsze ostra, o ile tylko M > e'd+ (1 —p)C.
Stad juz prosto wynika teza lematu. O

Widzimy wigc, ze zadanie (5.7) ma posta¢ (5.1), przy czym spekione
sa warunki (i)-(iii).

Definicja 5.2.4. Rozwiazanie dopuszczalne z zadania (5.1) nazywa sie
Scisle dopuszczalne, jeSli wszystkie jego wspélrzedne sa dodatnie, czyli
z> 0.

5.2.2. Idea metody Karmarkara

W dalszej czeSci pokazemy, ze obierajac punkt z1 = %e jako punkt startowy
i postepujac zgodnie z metoda Karmarkara wygenerujemy ciag (xy) takich
rozwiazan Sci$le dopuszczalnych zadania (5.1), ze
¢ apg < exp(—ﬁ) T,
on
czego konsekwencja jest wielomianowa zlozonos¢ metody. W kazdej iteracji

metody wykonywane jest tzw. przeksztalcenie rzutowe sympleksu stan-
dardowego A,, zachowujace jego wierzcholki i ,$ciagajace” kolejne (§ciSle
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dopuszczalne) przyblizenie rozwiazania do barycentrum sympleksu. Prze-
ksztatcenie to opiszemy dokladniej w dalszej czeéci. Zaleta takiego podejScia
jest unikniecie operacji kombinatorycznych na elementach brzegu symplek-
su. Jak juz wiemy, takie operacje wykonywane w algorytmie symplek-
sowym (piwotyzacje) prowadza do wyktadniczej zlozonosci tego algorytmu.
W metodzie punktéw wewnetrznych wykonywany jest krok w kierunku
przeciwnym do gradientu przetransformowanej zgodnie z przeksztalceniem
rzutowym funkcji celu, rzutowanego na przetransformowane ograniczenia
réwnosSciowe. Nastepnie wykonanie odwrotnego przeksztalcenia rzutowego
prowadzi do wyznaczenia kolejnego przyblizenia rozwiazania. Przypu$tmy,
ze funkcja celu zadania (5.1) nie jest stale réwna zeru na zbiorze rozwiazan
dopuszczalnych D = {2 € R" : Az = 0, e’z = 1, x > 0} . Wéwezas
miara szybkosci zblizania sie do rozwiazania optymalnego jest tzw. funkcja
potencjatu

n n T
f(z)=nlne'z — Zlnfj = Zln Cg—x,

j=1 j=1 5

gdzie z = (&,...,&,) "
Pokazemy, ze funkcja potencjatu jest dobrze okre$lona na zbiorze rozwia-
zan $ci$le dopuszczalnych zadania (5.1), tzn., ze

clz>0dlazeriD={zeR": Az =0, e' z =1, > 0}.

Jest jasne, ze ¢’z > 0 dla = € ri D, gdyz optymalna wartos¢ funkcji celu
zadania (5.1) wynosi zero. Przypuséémy, ze ¢' x = 0 dla pewnego z € ri D.
Niech S = {s1,...,8m} bedzie zbiorem punktéw ekstremalnych zbioru D
iniech $; = {s€ S :c's =0} oraz S = {s € S:c's > 0}. Oczywiscie
S = S1USy oraz Sy # 0, gdyz zalozyliSémy, ze funkcja celu nie jest
stale réwna zeru na zbiorze D. Z twierdzenia Minkowskiego wynika, ze
z = Y., Ns; dla pewnych statych A, ..., A, takich, ze > A = 1
iXi>0,72=1,...,m. Wobec tego

m
O=c'z= Z )\icTsi = Z )\icTsi > 0.
i=1

SiGSQ
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Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi, ze funkcja celu zadania (5.1) jest dodatnia
na zbiorze ri D, w konsekwencji funkcja potencjatu jest dobrze okreslona na
zbiorze rozwiazan §cisle dopuszczalnych tego zadania.

5.2.3. Przeksztalcenie rzutowe

Niech 7 = (£,...,&,)" €riA, ={zr € R":e'x =1, 2> 0}. Oznaczmy

& 0 0
X =diagz = 0 & 0
00 ... &
Oczywiécie macierz X jest nieosobliwa. Okreslmy przeksztalcenie
T:A, — A, nastepujaco
y="Tr= eT)_;_lw Xz

Odwzorowanie to bedziemy nazywac przeksztatceniem rzutowym. Nietrudno
pokazact, ze TZ = %e, Tej =ej,7=1,...,n, oraz, ze T jest odwzorowaniem
wzajemnie jednoznacznym i

1 -

=T ly=——Xy.
v Y e’ Xy Y

Zauwazmy ponadto, ze T jest ztozeniem dwdéch przeksztatcen, T = T o T7.
Przeksztalcenie T odwzorowuje A, w R\ {0} zgodnie z réwnoécia

X1z

SRS

u="Tx=

Natomiast przeksztalcenie 75 odwzorowuje R\ {0} w A, zgodnie z réw-

noscia
1

y ="Tou=—u.
elu

Odwzorowanie 17 nazywa sie skalowaniem i jest przeksztalceniem liniowym.
Obrazem punktu Z w tym odwzorowaniu jest barycentrum sympleksu, tzn.
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Tz = %e. Ponadto odwzorowanie to przeprowadza wierzchotki e; sym-
pleksu standardowego A,, w punkty (n&;)"le;, i = 1,...,n, bedace wierz-
chotkami ,,przeskalowanego” sympleksu

Ti(A)={zeR":e' X1z =n, z>0}.

Odwzorowanie T nazywa sie rzutem Srodkowym. Zauwazmy, ze Tou € A,
dla dowolnego u > 0,u # 0, Tg(%e) = %e i To(ae;) = e; dla dowolnego
a > 0. Zauwazmy ponadto, ze w wyniku dziatania odwzorowania T punkt
u € RPN\ {0} zostaje ,$ciagniety” wzdluz promienia przechodzacego przez
punkt u i przez poczatek ukltadu do punktu na sympleksie standardowym
A,,. Stad nazwa tego odwzorowania — rzut Srodkowy. Odwzorowanie to nie
jest jednak liniowe. Ma ono natomiast wazna wlasnos¢, ktéra maja réwniez
przeksztalcenia liniowe.

Lemat 5.2.5. Rzut srodkowy Ts przeksztatca odcinek o kohcach w zbiorze
R2NA{0} w odcinek o koficach w sympleksie standardowym Ay,.

Dowdéd. Przypomnijmy, ze odcinkiem o koncach a,b € R” jest zbiér
[a,b] ={x e R":x=(1—Na+ b, A €]0,1]}.

Niech a,b € RYN\{0}. Niech u = (1 — X)a + Ab dla pewnego A\ € [0, 1]
i niech y = Tou. Pokazemy, ze Tou € [Taa,Thb]. Mamy e'u>0i

1

= —[(1-X\ Ab
y = - Na+ )
(1—MNe'a a Ae'd b
= T U 5+ —— —7
e'u e'a e'u e'b
= MTQCL‘f—I/TQb

dla pp = (e"u) (1 = Ne'a, v = (e"u) ' Aeb. Zauwazmy, ze pu,v € [0,1],
gdyz a,b € R} oraz, ze p+v = 1. Zatem y € [Tra, Tob|. O

Whniosek 5.2.6. Przeksztalcenie rzutowe T przeksztalca wieloscian o wierz-
chotkach w zbiorze R} N\{0} w wieloscian o wierzcholtkach w sympleksie
standardowym A,,.
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W wyniku transformacji projekcyjnej wyjéciowe zadanie (5.1) przybiera
réwnowazna postac

minimalizowa¢ (e Xy)~le Xy

przy ograniczeniach AXy

Poniewaz optymalna wartoéé¢ funkcji celu z* = 0, wiec definiujac A = AX
i ¢ = Xcipomijajac czynnik (e " Xy) ™ w funkcji celu otrzymujemy zadanie
réwnowazne:
minimalizowaé ¢y
przy ograniczeniach Ay

=0 (5.9)
y € Ay,

ktérego postaé jest identyczna z (5.1).

5.2.4. Relaksacja ograniczen

Trudnoé¢ rozwiazania zadania (5.9) wynika z tego, ze ograniczenia
y € A, nie sa gladkie. W metodzie punktéw wewnetrznych zastepuje sie je
ograniczeniami gladkimi

1 1
yEB(ep)={yeR"ely=1, |ly— —e| <p},
gdzie p > 0 jest dobrane tak, aby B;L(%e, p) C A,. Zobaczymy,

ze w tym przypadku rozwiazanie zadania przyjmuje jawna postac. Czytel-
nikowi zostawimy jako ¢wiczenie sprawdzenie, ze

B;(%e, ") C A, (5.100)

B . C 1
dla r = i, ze ten promien jest optymalny (tzn. dla r > JansD

1
vn(n—1)

inkluzja ta juz nie zachodzi) oraz, ze

1
A, C B;(Ee,R) (5.11)
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dia R = /L.

Zajmiemy sie teraz zadaniem

minimalizowaé cly
przy ograniczeniach Ay = 0
12
eTy = 1 (5 )
slly = gel> < 30%

gdzie p > 0, ktére — zgodnie z tym co powiedziano wyzej — powstalo z zada-
nia (5.9) przez zastapienie ograniczen niegltadkich y € A, ograniczeniami
gladkimi y € B;L(%e, p). Ostatnie ograniczenie w powyzszym zadaniu jest
oczywiécie réwnowazne nieréwnoéci ||y — e < p. Podana w tym zada-
niu postac tego ograniczenia przyjeto ze wzgledu na latwiejsze wyznaczenie
punktu Kuhna—Tuckera.

Lemat 5.2.7. Rozwigzaniem zadania (5.12) jest

1 1
+0y
y (p)=—p d+ —e, (5.13)
[z —’

gdzie
d=[T— AT(AAT) A+ teeT]c
n

Dowéd. Funkcja celu w zadaniu (5.12) jest liniowa, za$ zbiér rozwiazan
dopuszczalnych jest zwarty i wypukly. Z twierdzenia 2.3.26 wynika wiec,
7e rozwiazanie tego zadania istnieje i jest osiagniete w punkcie ekstremal-
nym tego zbioru, tzn. dla y takiego, ze |y — %eH = p. W celu wyz-
naczenia tego rozwiazania znajdziemy punkt stacjonarny funkcji Lagrange’a
L:R"xR™ xR xR,

_ _ 1 1 1
Ly \p,v)=¢y+ A Ay+ple'y—1)+ v(5lly = el = 50%).

2
Mamy
VioL(y, A pv) = e+ AN+ pe+v(y—fe) =0
V)\['(y?)\v/% V) = Ay =
v#‘c(yv )‘a s V) = 6Ty -1 = (514)
Vo L(y, A\ p,v) = lly = qel®—30* =
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7 pierwszego réwnania otrzymujemy

1 - 1
y=——E—A"\— pe+ —e) (5.15)

v n
Po uwzglednieniu tej réwnoéci oraz zalozenia Ae = 0, drugie réwnanie

ukladu (5.14) przybierze postac
AATN = —Ag, (5.16)

za§ réwnanie trzecie — postac

Macierz A AT jest nieosobliwa, gdyz macierz A ma — zgodnie z zalozeniem
— pelny rzad wierszowy oraz macierz X jest nieosobliwa. W konsekwencji
macierz A ma pelny rzad wierszowy. Wobec tego rozwiazaniem réwnania
(5.16) jest

A= —(AAT) Az
Wstawiajac wyznaczone A i p do réwnoSci (5.15) otrzymamy

1

1 T, = = - 1
y—e=- [I—AT(AAT)'A + EeeT]é.

v
Po uwzglednieniu ostatniego réwnania uktadu (5.14) otrzymamy dwa punk-
ty stacjonarne funkcji Lagrange’a: y = %e + p||TllHd' Poniewaz mnoznik
Lagrange’a v odpowiadajacy ostatniemu ograniczeniu w zadaniu (5.12) jest
nieujemny, otrzymujemy, ze jedynym punktem Kuhna-Tuckera jest

1 1
y=—e—prd,
no d
gdzie
R 1
d=[I—-AT(AAT) 1A+ —ee'e
n

Poniewaz rozwiazanie zadania (5.12) istnieje, jest nim wiec otrzymany punkt
Y. g
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Uwaga 5.2.8. Posta¢ wektora d podana w lemacie 5.2.7 mozna zapisac
prosciej:

d=[I-B"(BB") B, (5.17)
gdzie -
B= { ﬁ ] : (5.18)
gdyz AAT -1
(BBT>1:|:( 0) (1):|

W tej sytuacji otrzymane rozwiazanie ma elegancka interpretacje geome-
tryczna przedstawiona w nastepujacym lemacie.

Lemat 5.2.9. Wektor d dany réwnoscig (5.17) jest rzutem ortogonalnym
wektora ¢ na podprzestrzen zerowg macierzy B,

ker B = {y € R" : By = 0}.
W konsekwencji ¢'d = ||d||?.

Dowdéd. W celu pokazania lematu wystarczy sprawdzic, ze d € ker B
i ze (¢ — d)Lker B. Sprawdzenie tych faktéw pozostawiamy czytelnikowi.
O

Przedstawimy teraz oszacowanie optymalnej wartosci funkcji celu zada-
nia (5.12) przydatne w p6zniejszej analizie.
Lemat 5.2.10. Dia y*(p) danego réwnoscig (5.13) zachodzi nierdwnosé

éle

clyt(p) < (1— ’O)T' (5.19)
Dowéd. Z lematu 5.2.9. otrzymujemy

_ _ _ _
p) = — — P d=— —p dl|. 5.20
cCy ( ) nC € H ||C nC € ” || ( )
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7 drugiej strony dla p = R = \/”T_l mamy
'yt (R) <0, (5.21)

gdyz optymalna warto$¢ funkcji celu zadania (5.1) wynosi zero i zachodzi
inkluzja A, C Bj(%e, R). Korzystajac z réwnosci (5.20) i z nieréwnogci
(5.21) mozemy teraz oszacowaé z dotu ||d||. Mamy

1 1
d| > —c'e>=¢c"e,
Il ||7ch einc e

gdyz R < 1. Podstawiajac to oszacowanie do réwnosci (5.20) otrzymamy
teze lematu. O

5.2.5. Opis metody Karmarkara punktéw wewnetrznych

Przypustmy, ze w k-tej iteracji wyznaczyliSmy przyblizenie & = x; rozwiaza-
nia zadania (5.1). Kolejna, (k + 1)-sza iteracja metody Karmarkara polega
na przeksztalceniu zadania przy pomocy odwzorowania rzutowego przepro-
wadzajacego T w barycentrum g = %e sympleksu A,,, nastepnie wyznacze-
niu rozwiazania y = %e - pﬁd przeksztatconego zadania (5.12) dla para-
metru p > 0 gwarantujacego pozostanie w zbiorze rozwiazan $cisle do-
puszczalnych, a nastepnie wykonaniu odwrotnej transformacji projekcyjnej
2t punktu yT. Otrzymujemy w ten sposéb kolejne przyblizenie zp 1 = ™.
Mozemy to zapisa¢ w postaci nastepujacego schematu

z xt
T | Tt
gy — y"

Pokazemy w dalszej czesci tego ustepu, ze w wyniku takich operacji funkcja
potencjalu zmniejsza si¢ o stala wielko§¢. Wlasnos¢ ta bedzie mie¢ z kolei
istotne znaczenie dla dowodu wielomianowej zltozonoéci metody. Przedsta-
wimy najpierw powyzszy opis w postaci Scistej procedury.
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Algorytm 5.2.11 (punktéw wewnetrznych)

Wejscie: Macierz A typu m x n i wektor ¢ € R” speiajace warunki
(i)-(iii), parametr tolerancji optymalnoSci (.
Wyjscie: Punkt € R" dopuszczalny dla zadania (5.1) taki, ze

1
'z < 27t = cTe.
n
Krok 0. (inicjalizacja)
(a) Polozyt 7 = Le.

(b) Polozy¢ k = 1.

Krok 1. (kryterium zatrzymania). JeSli ¢’z < 2_l%CT6, to algorytm
zatrzymuje sie.

Krok 2. (relaksacja przetransformowanego zadania)
(a) Polozy¢ X = diag 7.
(b) Potozy¢ e = Xci A= AX.
(c) Wyznaczy¢ d ze wzoru (5.17).

(d) Polozyé y™ =1e— 2. L.d dlaac(0,1).

0
Krok 3. (odwrotna transformacja projekcyjna)
(a) Polozy¢ zt = (e Xy) 1 XyT.
(b) Potozyt¢ z = x.

(¢) Zwiekszy¢ k o 11 przejs¢ do kroku 1.
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5.2.6. Zbieznosc i zlozonosSc obliczeniowa metody punktéw
wewnetrznych

Pokazemy, ze w wyniku pojedynczej iteracji powyzszego algorytmu funkcja
potencjatlu zmniejsza sie o stala wartos¢. W konsekwencji funkcja celu
zadania (5.1) zbiega geometrycznie do 0. W tym celu podamy najpierw
pewne wlasnoSci funkcji potencjatu

f(z) = f(z,¢) =nlnc'z — En:lngj.

=1

Oznaczmy

fy) = fy,e) = f(y, Xc)

Lemat 5.2.12. NiechZ € riA,,. Wéwczas dlay =Tz = (e' X 'z) ' X1z
zachodzi réwnose

F(u) = £(@) + In(det ).
Dowéd. Mamy

fj/gj
el X1z

= nlne'z—nlne' X 1z — Z(— Ing; +Ing; — Ine' X 1z)
j=1

= nlne'z— Zlnfj —I—Zlngj = f(z) + In(det X).

j=1 j=1

fly) = nlncTX Zl

el X— 1£L'

0

Lemat 5.2.13. Dia y* wyznaczonego w kroku 2(d) algorytmu zachodzi
nierownose

1
nlné'yt <nin(=c'e) — o
n
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0]

Dowéd. Korzystajac z nieréwnosci (5.19) dla p = &
nieréwnoéci In(1 + x) < z prawdziwej dla z > —1 otrzymujemy

1 z oczywistej

Iné'yt < In(l--)—

— m-YamEe
n n

_T

e} c'e
< —+In—
n n
Mnozac powyzsze nieréwnosci przez n otrzymamy teze lematu. O

Lemat 5.2.14. Dla y = (ny,...,n,) " € Bh(te,2) zachodzi nieréwnosé

o

—Zlnn] < — Zlnf Toz)Z

Dowdéd. Rozwijaj@c we wzor Taylora funkcje In w otoczeniu punktu 1
otrzymamy
1 1
Z(nn: —1)2
2( nj = 1) (1+0O(nn; —1))?

In(1+ (nn; —1)) =nn; —1 -

dla pewnego © € (0,1). Skoro y € B;L(%e, %), wigc dla kazdej wspétrzedne;
wektora y zajdzie oczywista nieréwnos¢ nn; > 1 —a, j = 1,...,n. Wobec
tego mamy

1

Poniewaz % nn; = n i

n

(&
D (nn; 1) = [lny — el = n?ly — - < ?,
j=1

wiec
a2

Zln m]j 30— a)2

skad otrzymujemy bezposrednlo teze lematu. O
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Twierdzenie 5.2.15. Jesli w algorytmie 5.2.11 przyjac o = %, to w kazdej

iteracji tego algorytmu funkcja potencjatu zmmniejsza sie co najmniej o %

Dowéd. Z lematéw 5.2.13 i 5.2.14 otrzymujemy

fy") = nhne'yt - Zlnm

< (LT a? = 1 L
S n H(EC 6)C¥+2(1_a)2jzl Ilg
2
e o
TG~ s —ap
Biorac a = + dostajemy wiec a z(l’ia)Q = % > % i
o) <75 -+ (522
R ) 5
Z kolei stosujac lemat 5.2.12 dla y = £ = T(z) i dla y = y* = T(z¥)

otrzymujemy réwnosci

F(5) = J(@) + In(det X)
oraz
f(y*) = f(zh) + In(det X)
Zatem na mocy nieréwnoéci (5.22) mamy
fat) = Flu) - In(det X)
e 1
< (H) E In(det X)
_ 1
= f(@) - 5
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Oznaczmy symbolem xj punkt Z otrzymany w k-tej iteracji algorytmu
5.2.11. JeSli w algorytmie tym przyjac a = %, to z twierdzenia 5.2.15
wynika oczywiscie, ze

k
f(@rs1) < flz1) - 5 (5.23)
Zapiszemy te nieréwno$¢ w jezyku funkcji celu zadania (5.1). Zauwazmy
przede wszystkim, ze funkcja h : A, — R okre$lona nastepujaco:

h(.%') = h(&la 7§n) = "Sl T gn

osiaga swoje maksimum w barycentrum sympleksu A,. Wobec tego oz-
naczajac x; = (14, ...,&,;) | otrzymamy

n n 1 n
D & <Y - =3 g,
j=1 j=1 j=1

W konsekwencji z nieréwnoéci (5.23) wynika, ze

]{; n n
T T
nlnc zx1 < nlnec x1—5+j;1n§j7k+1—;ln§jl

< nlnchl - —.

5

Stad juz prosto otrzymujemy nieréwnosé
k
¢ xpyr < exp(—5—n) T (5.24)

Poniewaz optymalna warto$¢ funkcji celu tego zadania wynosi 0 i zbidr
rozwiazan dopuszczalnych tego zadania jest zwarty, wiec konsekwencja tej
nieréwnoSci jest zbiezno$¢ pewnego podciagu (z, ) do rozwiazania optymal-
nego. Wazniejsza konsekwencja tej nieréwnosci jest jednak zbieznos¢é w cza-
sie wielomianowym. Przypu$émy, ze wszystkie dane wejSciowe sa caltkowite.
Nie zmniejsza to w praktyce ogélnoSci rozwazan, poniewaz wszystkie dane
w maszynie cyfrowej maja skonczona reprezentacje. Wobec tego w wyniku
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pomnozenia wszystkich danych wejSciowych przez pewna stala catkowita
beda one calkowite, a zadanie minimalizacji otrzyma posta¢ réwnowazna.
Przypustmy ponadto, ze stala [ w kroku 1 algorytmu 5.2.11 przyjeto réwna
dhugosci danych wejsciowych L (lub réwna liczbie do niej proporcjonalne;j)
za$ stala o w kroku 2(d) réwna % Woéwczas z nieréwnosci (5.24) wynika,
ze dla k > 5nL zachodza nieréwnosci

k
¢ apyr < exp(—5—n)cT1:1 < exp(—L)c z.

Oznacza to, ze po wykonaniu co najwyzej O(nL) iteracji algorytm za-
trzyma si¢ dajac w wyniku rozwiazanie e-optymalne dla € = exp(—L)cT%.
W kazdej iteracji tego algorytmu naktad obliczeniowy jest zdominowany
przez odwrécenie macierzy BB, ktére — jak mozna pokazaé — wymaga
O(n?) operacji arytmetycznych. Stad juz nietrudno otrzymaé wielomianowa
zbieznost algorytmu Karmarkara.

Twierdzenie 5.2.16. Algorytm Karmarkara punktéw wewnetrznych wyma-
ga co najwyzej O(nL) iteracji i O(n*L) operacji arytmetycznych w celu
uzyskania rozwigzania optymalnego.

Uwaga 5.2.17. W praktyce algorytm Karmarkara daje rozwiazanie z
duza dokladnoScia juz po 20-30 iteracjach niezaleznie od rozmiaru zadania.
Pamieta¢ jednak nalezy o tym, ze w kazdej iteracji nalezy odwrdéci¢ macierz
BBT, ktéra dla duzych zadan moze mie¢ duzy rozmiar. Niemniej jednak,
metoda Karmarkara skutecznie konkuruje w praktyce z metoda symplek-
sowa. Ponadto metoda ta dala impuls do powstania w ostatnich kilkunastu
latach wielu nowych metod, na przyklad metod skalowania afinicznego, jed-
norodnej metody samodualnej czy tez metod podazania za Sciezka. Ich
przedstawienie wykracza jednak poza ramy tego podrecznika. Zaintere-
sowani nimi czytelnicy moga znalez¢é dokladniejsze informacje na ich temat
w ksiazce R. J. Vanderbeia [21].



ROZDZIAL 6

Zadanie transportowe

Zadna inna navka nie umacnia tak wiary w site ludzkiego ducha,
jak matematyka.
[H. Steinhaus]

6.1. Podstawowe pojecia

6.1.1. Zbilansowane zadanie transportowe

Dla okre$lonego towaru dana jest sie¢ m magazynéw (lub dostawcéw)
A, A, 1 n sklepéw (lub odbiorcéw) By,...,B,. Zapas magazynu (lub
podaz dostawcy) A; wynosi a; jednostek towaru, ¢ = 1,...,m. Sklep (lub
odbiorca) B; potrzebuje b; jednostek towaru, j = 1,...,n. Zakladamy, ze

Zai :ij (6.1)

(faczna podaz jest réwna tacznemu popytowi). Koszty transportu jednost-
ki towaru z magazynu A; do sklepu B; wynosza ¢;; jednostek pienieznych,
i1=1,....,m, 5 =1,...,n. Nalezy okresli¢ plan transportowy o minimalnych
kosztach zaspokajajacy zapotrzebowania wszystkich sklepéw (czyli, przy
podanym zalozeniu, wyczerpujacy laczne zapasy magazynow).

123



124 Rozdzial 6. Zadanie transportowe

Oznaczajac przez z;; ilos¢ towaru transportowanego z magazynu A; do
sklepu By, ¢ = 1,...,m, j = 1,...,n, powyzsze zagadnienie mozna zapisat
w nastepujacej formie:

minimalizowaé > ", 2?21 CijTij

przy ograniczeniach Z?Zl T = a;, 1=1,....m (6.2)
Z;llxij ij j=1,...,’rL '
zi; >0, i=1,...,m,j=1,...,n.

Zadanie (6.2) nazywa si¢ zbilansowanym zadaniem transportowym. Ma-

cierz
C11 ... Cin
C =

Cml - Cmn

nazywa sie macierzg jednostkowych kosztow transportowych lub krétko ma-
cierzq kosztow, zas macierz

T11 .. T1n
X =
Tml - Tmn

— macierzg zmiennych decyzyjnych lub planem transportowym.

6.1.2. Niezbilansowane zadanie transportowe

7 praktycznego punktu widzenia zalozenie

m n
E a; = E bj
=1 7=1

wydaje sie za mocne. JeS§li nie jest ono spelnione, to po odpowiedniej
modyfikacji ograniczen otrzymamy niezbilansowane zadanie transportowe.

Jesli zachodzi nieréwnosé
m

Zai > ij
j=1

=1
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(podaz jest wieksza od popytu), to niezbilansowane zadanie transportowe
przybiera postaé

minimalizowa¢ > 1%, 377 ) cijwig

przy ograniczeniach Z?:l xij < ay, i=1,...m
M omii = b =1
Zi:l xl] — Y _7 - ,...,n

zi; >0, i=1,...,m, 5=1,...,n.

Nowe ograniczenia oznaczaja, ze nie wszystkie zapasy magazynéw zostana
wyczerpane (nie cala podaz dostawcéw znajdzie nabywce). W tym przy-
padku zadanie to mozna sprowadzi¢ do zbilansowanego zadania transporto-
wego wprowadzajac fikcyjny sklep (fikcyjnego odbiorce) B,,4+1 z zapotrze-

bowaniem (popytem)
n

m
b1 = Zai - ij
i1

j=1
i zerowymi kosztami transportowymi z dowolnego magazynu (od dowolnego
dostawcy):
Cint+l = 0, 1= 1, e, .
Jesli natomiast zachodzi nieréwnosc¢
m n

Zai < ij

i=1 j=1

(podaz jest mniejsza od popytu), to niezbilansowane zadanie transportowe
przybiera postac

minimalizowa¢ > 1%, 370 cijwig
przy ograniczeniach Z;'l:1 Tij = aj, 1=1,....m
(o .
> ic1 Tij < by, j=1..n
zi; >0, i=1,....m, g=1,...,n.

Nowe ograniczenia oznaczaja, ze zapotrzebowanie (popyt) nie wszystkich
sklepéw (odbiorcéw) zostanie zaspokojone. W tym przypadku zadanie to
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mozna sprowadzi¢ do zbilansowanego zadania transportowego wprowadza-
jac fikcyjny magazyn (fikcyjnego dostawce) A,,11 z zapasem (podaza)

n m
Umy1 = § bj — E a;
j=1 i—1

i zerowymi kosztami transportowymi do dowolnego sklepu (odbiorcy):
Cm+1,5 = 0, ] = 1,...,m.
W dalszej czesci bedziemy rozpatrywaé wylacznie zbilansowane zadanie

transportowe, gdyz — jak zauwazyliSmy — nie prowadzi to do ograniczenia
ogoblnosci rozwazan.

6.1.3. Macierz transportowa

Zbilansowane zadanie transportowe ma nastepujaca postaé macierzowa

minimalizowac clx
przy ograniczeniach Ax = [ Z }
x>0,
gdzie ¢ = (C11, vy Clny ooy Cinly ooy Conn) |3 T = (L1, ooy Tlmy ooy Tonly ooy Trnm) |
a=(ay,...;am)’, b= (b1,...,b,) " zaé macierz A ma postac
1 1 .. 1. 0 0 .. 0 .. 0 O O 07
o .. 011 ... 1 ...0 0 0 O
A 0 0 0 0 O 0 1 1 1
11 0 0 1 0 0 1 0 0
1 0 1 0 1 0
| 0 O 1 0 0 1 0O 0 0 1 |
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lub w zapisie blokowym

el 0 0

0 el 0
A= ,

0 0 el

I, I, I,

gdzie e = (1,...,1)T € R", zaé I,, jest macierza jednostkowa typu n x n.
Macierz A typu (m + n) x (mn) nazywa sie macierzg transportowq.

Oznaczmy przez A’ i-ty wiersz macierzy A, i = 1,...,m + n, i przez
Ai; - jej ((1 — 1)n + j)-ta kolumne, i = 1,...,m, j = 1,...,n (kolumna ta
odpowiada zmiennej x;;).

Twierdzenie 6.1.1. Macierz transportowa A ma rzgd r(A) =m+n — 1.

Dowéd. Zachodzi oczywista réwnosc

m m—+n
doA= Y AL
=1 i=m+1

Wiersze macierzy A sa wiec liniowo zalezne, w konsekwencji
r(A) < m + n. Ponadto macierz ta zawiera m + n — 1 liniowo nieza-
leznych kolumn Ay, Aoy, ..., Amn, A11, Ai2, ..., A1 n—1, poniewaz w macierzy
utworzonej z tych kolumn:

[Alrw A2n,'-'7 Amn: Alla A127 ey Al,nfl] =

"1 0 .. 0 1 1 .. 17
1 .. 00 0 ... 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

11 1 0 0 |
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pierwsze m + n — 1 wierszy jest liniowo niezaleznych (macierz utworzona
z ostatniej macierzy przez skre$lenie ostatniego wiersza ma postac

| Im R
AB - |: 0 In_l :| i
w konsekwencji jest ona nieosobliwa). ]

Zadanie transportowe mozna teoretycznie rozwiazaé przy pomocy algo-
rytmu sympleksowego. Byloby to jednak zbyt pracochtonne — zauwazmy, ze
juz dla m = n = 10 dluga forma tablicy sympleksowej ma 20 wierszy i 100
kolumn. Dzieki szczegdlnej postaci macierzy transportowej A zadanie trans-
portowe mozna rozwiazac¢ znacznie prosciej, niemniej jednak gléwne etapy
wyznaczania rozwiazania sa takie same, jak w metodzie sympleksowej: wyz-
naczenie bazowego rozwiazania dopuszczalnego, a nastepnie wyznaczenie
bazowego rozwiazania optymalnego. Ponadto, jak sie p6zniej przekonamy,
w drugim etapie bedziemy otrzymywaé kolejno te same rozwiazania bazowe
co w drugiej fazie metody sympleksowej, ale przy mniejszym nakladzie
obliczeniowym.

Do opisu odpowiednich metod stuzacych rozwiazywaniu zadania trans-
portowego uzywa sie tak zwanej tablicy transportowej, ktéra ma nastepujaca
postac:

B1 Bs ... B,
Ay [z 212 . T | an
Ay | o1 x22 ... 2y | a2
Am ITml Tm2 -+ Tmn | Om
b1 by ... by

Tablica ta odpowiada rozwiazaniu dopuszczalnemu zbilansowanego zada-
nia transportowego doktadnie wtedy, gdy wszystkie x;; sa nieujemne, os-
tatni element dowolnego wiersza (kolumny) jest réwny sumie poprzednich
elementéw tego wiersza (tej kolumny) i suma wszystkich elementéw ostat-
niego wiersza réwna jest sumie wszystkich elementéw ostatniej kolumny.



6.1. Podstawowe pojecia 129

Opiszemy teraz, kiedy tablica transportowa przedstawia rozwiazanie
bazowe. Niech I = {1,...,m}, J ={1,...,n}, oraz K niech bedzie podzbio-
rem zbioru I x J :

KcIxJ=A{(j):i=1..,m, j=1,..,n}

Podzbiér {i} x J nazywa sie wierszem zbioru I xJ,i =1, ..., m, za§ podzbiér
I x {j}, — kolumng zbioru I x J, j=1,...n.

Zbiorowi K przyporzadkowany jest wzajemnie jednoznacznie podzbiér
Ag zbioru kolumn macierzy transportowej A:

AK = {Alj : (Z,]) S K}

Definicja 6.1.2. Podzbiér K nazywa sie cyklem, jesli w kazdym wierszu
i w kazdej kolumnie zbioru I x J znajduja sie 0 lub 2 elementy zbioru K.

Przykiad 6.1.3. Elementy podzbioru K C I x J zostaly w ponizszej
tablicy oznaczone symbolem Xx.

nNJ|1 2 3 4 5 6
1 X X

2

3 X X
4 X X

5

6 X X

Podzbiér K jest cyklem.

Twierdzenie 6.1.4. Uktad kolumn Aj macierzy transportowej A, gdzie
L C I x J, jest liniowo zalezny wtedy 1 tylko wtedy, gdy podzbior L C I x J
zawtera pewien cykl K.

Dowdéd powyzszego twierdzenia mozna znalezé na przyklad w ksiazce
W. Grabowskiego [9].
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Uwaga 6.1.5. Dana jest tablica transportowa

B1 Bs B,
Ay |21 712 Tin | 01
Ay | mo1  z2 Ton | a2
Am Tml Tm?2 Tmn | Om
b1 bo by,

ktéra przedstawia rozwiazanie dopuszczalne zadania transportowego. Zgod-
nie z twierdzeniami 6.1.1 i 6.1.4 rozwiazanie to jest rozwiazaniem bazowym
doktadnie wtedy, gdy podzbiér

L:{(i,j)EIXJ:CCij#O}

posiada co najwyzej m + n — 1 elementéw i nie zawiera cyklu. Jesli po-
nadto zbiér L posiada dokladnie m + n — 1 elementéw, to rozwigzanie to
jest niezdegenerowane.

Przyklad 6.1.6. a) Macierz transportowa

B, B, B3 By

A6 4 10

A, 17 8

As 1 6 |7
6 b5 6

przedstawia niezdegenerowane dopuszczalne rozwiazanie bazowe (puste miej-
sca oznaczaja zera).
b) Macierz transportowa

B, By, B3 By

10
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przedstawia rozwiazanie dopuszczalne, ktére jednak nie jest rozwiazaniem
bazowym.
c¢) Macierz transportowa

B, B, B; By

A |5 5 10

A, 8 8

As |1 0 6 |7
5 8 6

przedstawia dopuszczalne rozwiazanie bazowe. Zmienna x33 jest zmienna
bazowa, ale poniewaz przyjmuje ona wartoS¢ zero, wiec rozwiazanie przed-
stawione za pomoca tej tablicy jest zdegenerowane.

6.1.4. Dualne zadanie transportowe
Zadanie dualne do zbilansowanego zadania transportowego ma postac
maksymalizowa¢ > ", au; + Y7, bjv;

przy ograniczeniach u+vj <cj, 1€l, jeJ
u,v; €ER, 1€l, je

Uzasadnienie tego faktu pozostawiamy czytelnikowi.

Uwaga 6.1.7. Niech X bedzie rozwiazaniem dopuszczalnym zadania trans-
portowego i niech (u, v) bedzie rozwiazaniem dopuszczalnym dualnego zada-
nia transportowego. Z twierdzenia o komplementarnoSci wynika, ze X
i (u,v) sa rozwiazaniami optymalnymi odpowiednio zadania pierwotnego
i dualnego wtedy i tylko wtedy, gdy

xij(cij — u; —vj) = 0 dla wszystkich (¢,7) € I x J.

Wiasnosc ta bedzie pézniej wykorzystana przy wyznaczaniu rozwiazania
optymalnego zadania transportowego.
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6.2. Wyznaczanie dopuszczalnego rozwiazania ba-
ZOWego
6.2.1. Opis ogdblny

Opiszemy teraz, jak mozna otrzymaé poczatkowe dopuszczalne rozwiazanie
bazowe dla zadania transportowego (6.2).
Najpierw rozpatrzymy przypadki trywialne:

o M = ]_
W tym przypadku I = {1} i wektor z = (11, ..., Z1,) 0 wspélrzednych
zij=bj, j=1l..n, i€l (6.3)

jest jedynym rozwiazaniem dopuszczalnym zadania transportowego.
Rozwiazanie to jest wigc jednocze$nie rozwigzaniem optymalnym.
en=1

W tym przypadku J = {1} i wektor z = (211, ..., Tm1) 0 wspolrzednych
Ti; = Gy, 1=1,....m, jJ€J, (64)

jest jedynym rozwiazaniem dopuszczalnym zadania transportowego.
Podobnie jak w poprzednim przypadku, rozwiazanie to jest jednocze$-
nie rozwigzaniem optymalnym.

Opiszemy teraz ogdlna postaé metody wyznaczania poczatkowego do-
puszczalnego rozwiazania bazowego dla dowolnych m 1 n. Niech
I={1,..,m}, J={1,...,n} iniech K = .
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Schemat iteracyjny 6.2.1

Krok 1.
o JeSli #J =1, to:

1.1. polozy¢ K := KUI x J,

1.2. polozy¢ z;; := a; , (i,§) eI x J,

1.3. algorytm zatrzymuje sie: X jest dopuszczalnym rozwiazaniem
bazowym.

o Jedli #1 =1, to:

1.4. polozy¢ K :=KUI x J,

1.5. polozy¢ x;; := b; , (i,j5) € I x J,

1.6. algorytm zatrzymuje sie: X jest dopuszczalnym rozwiazaniem
bazowym.

o Jesli min{#I,#J} > 2, to:

1.7. wybraé pare (p,q) € I X J,
1.8. polozyt K := K U{(p,q)},

1.9. polozy¢ xp, := min{a,, by }.
Krok 2.
e Jesli ap < by, to:

2.1. polozy¢ by := by — ap i ap := 0,

2.2. potozy¢ I := I\{p} ( p-ty dostawca zostaje wyeliminowany).
e Jesli ap > by, to:

2.3. polozy¢ ap 1= ap, — by i by := 0,
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2.4. polozy¢ J := J\{q} (g-ty odbiorca zostaje wyeliminowany).
e Ze zredukowanym zadaniem transportowym przejs¢ do kroku 1.

Twierdzenie 6.2.2. Opisana w powyzszym schemacie iteracyjnym metoda
pozwala na wyznaczenie dopuszczalnego rozwigzania bazowego X w co naj-
wyzej m +n — 2 iteracjach.

Dow6d mozna znalezé na przyktad w podreczniku [9].

Uwaga 6.2.3. Jedli w kroku 1.7. za kazdym razem wybiera sie pare
(p,q) € I x J, taka, ze min{a,,b;} > 0, to otrzymane rozwiazanie jest
niezdegenerowane.

Przyklad 6.2.4. Rozpatrzmy zadanie transportowe z 3 dostawcami
i 4 odbiorcami, dla ktérego popyt, podaz oraz macierz kosztéw podane
sa w ponizszej tabeli:

| B [ Bs | By | B |
A || 7 2 4 7 10
Ay || 9 5 3 3 8
Ag || 7 7 6 4 7

ERERERER

Jesli wybierzemy w kolejnych iteracjach opisanego wyzej schematu
(p,q) = (1,3),(2,1),(3,2) w kroku 1.7, to otrzymamy nastepujace do-
puszczalne rozwiazanie bazowe

0
X=1]6
0

o O O

8 2
0 2
0 2

Podamy teraz konkretne algorytmy pozwalajace wyznaczy¢ dopuszczal-
ne rozwiazanie bazowe. Sa one szczegblnymi przypadkami opisanego wyzej
schematu iteracyjnego. Doktadniej, w kazdym z podanych algorytmoéw,
w kroku 1.7 powyzszego schematu iteracyjnego para (p,q) wyznaczana jest
w specjalny sposéb.
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6.2.2. Metoda kata péinocno-zachodniego

Krok 1.7 ma w metodzie kgta pétnocno-zachodniego postac:
1.7. wybra¢ taka pare (p,q) € I x J, ze

p=min{i:i €I}, g=min{j:j € J}.

Innymi stowy, wybieramy pary magazyn-sklep w kolejnosci zgodnej z ich
numeracja.

Przyklad 6.2.5. Rozpatrzmy zadanie transportowe z podaza, popytem
i macierza kosztéw podanymi w przykladzie 6.2.4 Postepujac zgodnie
z metoda kata péinocno-zachodniego otrzymujemy nastepujace dopuszczal-
ne rozwiazanie bazowe:

6 4
X = 17
1 6

Funkcja celu ma dla tego rozwiazania warto$¢ z = 106.

Sprawdzimy teraz, czy jest to rozwiazanie optymalne. Zgodnie z uwaga
6.1.7, X jest optymalne doktadnie wtedy, gdy

xij(cij — u; —vj) = 0 dla wszystkich (¢,7) € I x J,

gdzie (u,v) jest rozwiazaniem dopuszczalnym zadania dualnego do roz-
patrywanego zadania transportowego. Dla podanych wspétrzednych x;;
rozwiazania X zachodzi¢ wigc musza ponizsze réwnosci

uy+v1 =7
up + v = 2
U +v2 =5
Uy +v3 =3
us+v3 =206

usz + vq4 = 4.
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Wykorzystamy posiadany ,stopien swobody” (r(A) =3+4 —1 = 6) przy-
pisujac jednej ze zmiennych dowolna warto$é, na przyktad v; = 0. Po
prostych rachunkach otrzymamy rozwiazanie powyzszego ukladu:

(u,v) = (7,10,13,0, -5, -7, —9).

Teraz sprawdzimy, czy spelnione sa pozostale ograniczenia zadania dual-
nego. W tym celu musimy wyznaczy¢ tak zwane ujemne koszty zredukowane

Cij = Cij — Ui — Uy,

gdzie (i,j) odpowiadaja zmiennym niebazowym. Jedli wszystkie ¢;; sa
nieujemne, to rozwiazanie jest optymalne i odwrotnie. Jednak w naszym
przypadku tak nie jest, bo na przyklad ¢3; = —6. Tak wiec otrzymane
rozwiazanie nie jest optymalne.

6.2.3. Metoda elementu minimalnego macierzy kosztéw

Krok 1.7 ma w metodzie elementu minimalnego macierzy kosztow postac:
1.7. wybraé pare (p,q) € I x J, taka, ze

cpg =min{c;;:ie€l, je J}.

Innymi stowy, wybieramy kolejno pary magazyn-sklep o minimalnym kosz-
cie transportowym. Mozna sie wiec spodziewag, ze otrzymane w ten sposéb
rozwiazanie dopuszczalne bedzie lepsze niz w metodzie kata péocno-za-
chodniego.

Przyklad 6.2.6. Rozpatrzmy zadanie transportowe z podaza, popytem
i macierza koszté6w podanymi w przykladzie 6.2.4. Postepujac wedle metody
elementu minimalnego macierzy kosztéw otrzymujemy nastepujace dopusz-
czalne rozwiazanie bazowe:

X = 8 0
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Funkcja celu ma dla tego rozwiazania warto$¢ z = 100. Zmienne dualne
mozemy wyznaczy¢ podobnie jak w przykladzie 6.2.5. Otrzymamy uktad

réwnan
u+v1 =7
up + v = 2
Uy +v3 =3
Uy +v4 =3
ugt+vy =7
usg + vq4 = 4.

Jedli polozymy u; = 0, to otrzymamy rozwiazanie (u,v) = (0,—1,0,7,2,4,4).
Nietrudno sprawdzi¢, ze wszystkie ujemne koszty zredukowane sa w tym
przypadku nieujemne, a wiec X jest rozwiazaniem optymalnym.

6.2.4. Metoda aproksymacyjna Vogla

Krok 1.7 ma w metodzie aproksymacyjnej Vogla postaé:

1.7.a) Dla kazdego ¢ € I wyznaczy¢ réznice dz; = ¢ —c;, miedzy drugim
co do wielkoéci (liczac od najmniejszego) elementem c¢;; i najmniejszym ele-
mentem c;;, i-tego wiersza macierzy kosztéw zredukowanego zadania trans-
portowego (k,l € J).

1.7.b) Dla kazdego j € J wyznaczy¢ réznice ds; = c¢;j — cp; miedzy
drugim co do wielkoéci (liczac od najmniejszego) elementem c;; i najmniej-
szym elementem cy; j-tej kolumny macierzy kosztéw zredukowanego zada-
nia transportowego (k,l € I).

1.7.c) Wyznaczy¢

max{dz;,ds;j:i €1, j€ J}.

Jesli maksimum to jest osiagniete dla p-tego wiersza, to wybra¢ pare
(p,q), dla ktorej

cpqg = min{cy; : j € J}
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i przejs¢ do kroku 1.8. Jesli natomiast maksimum to jest osiagniete dla
g-tej kolumny, to wybraé¢ pare (p, q), dla ktérej

Cpg = min{cjq 1 i € I},

Przyklad 6.2.7. Rozpatrzmy zadanie transportowe z podaza, popytem
i macierza kosztéw podanymi w przyktadzie 6.2.4. Postepujac zgodnie
z metoda aproksymacyjna Vogla otrzymujemy nastepujace dopuszczalne
rozwiazanie bazowe

5 9
X = 3 5
6 1

Funkcja celu ma dla tego rozwiazania warto$¢ z = 100. Z przykitadu 6.2.6
wynika, ze warto$¢ ta jest minimalna, tak wiec X jest rozwiazaniem opty-
malnym.

6.3. Algorytm transportowy

Mowi sie czesto, ze liczby rzadzq Swiatem. Pewne jest tylko:
liczby pokazujg, jak Swiat jest rzgdzony.
[J.W. Goethe]

6.3.1. Podstawowe wlasnosci

Dane jest zbilansowane zadanie transportowe (6.2) i bazowe rozwiazanie
dopuszczalne X . Niech

Ligjrs Liogas -5 Lipjp

beda zmiennymi bazowymi, gdzie p = m +n — 1 i niech x;; bedzie zmienng
niebazowa.

Twierdzenie 6.3.1. Zbior

{<i7j)7 (i17j1)7 (i27j2)7 ) (ip7jp>}
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zawtera doktadnie jeden cykl
L= {(Za])v (iv ll)’ (k17 ll)) (klv l2)7 s (kr’ l?‘)v (kh])}
Dowdéd pomijamy.

Uwaga 6.3.2. Cykl L nazywa si¢ petlg bazowg. Liczba elementéw cyklu
jest oczywiscie parzysta. Zbiory

Lt ={(,4), (k1,11), ooy (b, 1)}

L~ = {(Z, ll), (kla 12)7 ) (km])}

nazywaja sie potcyklami. Kazdy element poétcyklu Lt jest koficem pio-
nowej krawedzi cyklu L i kazdy element pdélcyklu L~ jest kohcem poziomej
krawedzi cyklu L.

Przyklad 6.3.3. Rozpatrzmy zadanie transportowe z przykladu 6.2.4 i
rozwiazanie bazowe

Niech (i,7) = (3,1). Oczywiscie x31 jest zmienng niebazowa. Petla bazowa
L ma postac

L= {(3’ 1), (37 3)7 (27 3)a (2,2),(1,2), (1a 1)}7
natomiast péicykle maja postaci

L = {(37 1)> (2a 3)7 (17 2)}

L™ ={(3,3),(2,2),(1,1)}.
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Uwaga 6.3.4. Dla bazowego rozwiazania dopuszczalnego X ze zmiennymi
bazowymi x;,j, , Tiyjy, -5 Tipj, zachodzg réwnosci

I = {iy,i2,...,0p}

J ={j1, 42, -, Jp}-
Ro6wnosci te oznaczaja po prostu, ze zaden z dostawcéw i zaden z odbiorcéw

nie zostal pominiety w planie transportowym X.

Przyklad 6.3.5. Rozpatrzmy ukiad réwnan podany w przykladzie 6.2.6.
Macierz wspétezynnikéw tego uktadu ma postac

Widzimy, ze wiersze tej macierzy sa jednocze$nie kolumnami macierzy trans-
portowe;j

1 1 1 1

11 11

odpowiadajacymi zmiennym bazowym 11,12, T22, X23, L33, L34. WNie jest
to przypadek — wlasnos¢ ta zachodzi dla dowolnego rozwiazania bazowego
zbilansowanego zadania transportowego.
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Twierdzenie 6.3.6. Niech X bedzie bazowym rozwigzaniem dopuszczal-
nym ze 2miennymi bazowymi Ti,j,, Tiyjy, -+, Tipj,- Uktad réwnan
Uiy + Vjy = Cigjy
Uiy + Vjy = Cigjy (6 5)
Ui, + Vjp = Cipjp

posiada nieskonczenie wiele rozwigzan zaleznych od jednego parametru.

Dowdd. Macierza wspélczynnikéw uktadu réwnan jest Ag, gdzie Ap
jest podmacierza macierzy transportowej A, ktérej (liniowo niezalezne)
kolumny odpowiadaja zmiennym bazowym Z;,j, , Tiyjy, -5 Tiyj,- Latem

r(A)=p=m+n—1.

Latwo zauwazy¢, ze rzad macierzy rozszerzonej uktadu (6.5) jest réwniez
réwny p, gdyz jest to uklad p réwnan. Na mocy twierdzenia Kroneckera—
Capellego uklad ten posiada nieskonczenie wiele rozwigzan zaleznych od
m +n —p = 1 parametru (liczba zmiennych w ukladzie jest réwna m + n
na mocy uwagi 6.3.4). O

Twierdzenie 6.3.7. Ujemne koszty zredukowane ¢;; = c;jj — u; — v; S@
niezalezne od przyjetego rozwigzania uktadu réwnan (6.5).

Dowdéd. Niech
L=A{(i,7), (i, 11), (k1 1), (K1, b2), oy (K L), (Rrs )}
bedzie petla bazowa. Zachodza réwnosci
Cij = Cij —U;j —Uj
cij — (wi + o) + (ug, +op,) — (ug, +vi,) + -

+(uk, + i) — (U, +v5)
- Cij — Cily + Ckily — Ckyly + ...+ Ckl. — Ck'rj'
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Uwaga 6.3.8. Zgodnie z dowodem powyzszego twierdzenia, ujemne koszty
zredukowane mozna réwniez wyznaczyt ze wzoru

Cij = Cij — Cily T Chaly — Chaly + oo F Chyl, — Chyj-

6.3.2. Ogdlny opis algorytmu transportowego

Startujac z dopuszczalnego rozwiazania bazowego (ktére mozna otrzymaé
jedna z podanych uprzednio metod) algorytm transportowy pozwala na
wyznaczenie rozwiazania optymalnego po wykonaniu skonczenie wielu ite-
racji. Podobnie jak w algorytmie sympleksowym, kazda iteracja polega
na wymianie bazy: jedna ze zmiennych bazowych zostaje zastapiona jedna
ze zmiennych niebazowych. Aby wybra¢ zmienng niebazowa, ktéra zostanie
wzieta do bazy, mnalezy wyznaczy¢ ujemne Kkoszty zredukowane
Cij = ¢ij — u; — vj dla wszystkich zmiennych niebazowych. W tym celu
nalezy najpierw wyznaczy¢ zmienne dualne w; iv;, ¢ =1,...,m, j=1,...,n,
ktére odpowiadaja aktualnej bazie. Mozna je wyznaczy¢ korzystajac z
twierdzenia o komplementarnoéci (patrz uwaga 6.1.7):

x;j jest zmienng bazowa = c¢;j = u; + v;.

Do bazy mozna wlaczy¢ zmienna bazowa, ktérej ujemne koszty zredukowane
sa ujemne lub przynajmniej niedodatnie (wybdr ten odpowiada wyborowi
kolumny gtéwnej w algorytmie sympleksowym). NajczeSciej wybiera sie
zmienng niebazowa, ktérej odpowiada najmniejszy ujemny koszt zredukowa-
ny. Nastepnie wybiera sie zmienna bazowa, ktdéra przy danej wymianie
bazy opuszcza te baze. W tym celu wyznacza si¢ petle bazowa dla ak-
tualnej bazy i dla ustalonej juz zmiennej niebazowej, ktéra ma by¢ wzieta
do bazy (patrz twierdzenie 6.3.1). Wybra¢ nalezy najmniejsza zmienng
bazowa x;; taka, ze (i,j) € L~ (odpowiada to wyborowi wiersza gléwnego
w algorytmie sympleksowym). Przy wymianie bazy, warto$ci zmiennych
x;; odpowiadajacych petli bazowej zostaja wyznaczone tak, aby zmienna
opuszczajaca baze przyjeta warto§¢ 0 i aby spelione byly nadal wszystkie
ograniczenia (odpowiada to piwotyzacji w algorytmie sympleksowym).
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6.3.3. Algorytm transportowy

Dane jest zbilansowane zadanie transportowe z m dostawcami i n odbior-
cami. Niech a € R™ bedzie wektorem zapaséw (podazy), b € R"™ — wek-
torem zapotrzebowan (popytu) i C' — macierza kosztéw.

Algorytm 6.3.9 (transportowy)

Krok 1. Wyznaczy¢ dopuszczalne rozwiazanie bazowe X i odpowiadajaca
mu baze¢ B (zbiér indekséw zmiennych bazowych).

Krok 2. (wyznaczenie zmiennych dualnych). Wyznaczy¢ dowolne rozwia-
zanie ukladu m +n — 1 réwnan

Cij = Ui + vy, (Z,j) B

z m + n niewiadomymi (na przyklad nadaé jednej ze zmiennych ustalona
warto$¢ 1 wyznaczy¢ pozostate m + n — 1 zmienne z ukladu réwnan).

Krok 3. (kryterium zatrzymania)
(a) Wyznaczy¢ ujemne koszty zredukowane
Cij = Cij — Uj — Vj
dla (i,7) ¢ B.

(b) Jedli wszystkie ¢;; sa nieujemne, to X jest rozwigzaniem optymalnym
i algorytm zatrzymuje sie.

Krok 4. (wymiana bazy)
(a) Wybrat pare (io, jo) ¢ B, taka ze
Ciojo = min{@'j : (7’7.]) ¢ B}

(para (g, jo) zostanie wlaczona do bazy).
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(b) Wyznaczy¢ petle bazowa
L= {(’iO)jO)a (i07 ll)a (kl) l1)7 (k;h l2)7 ceey (k’ﬁ l’l‘)a (kT‘7j0)}

zawarta w zbiorze {(ip,jo)} U B i odpowiadajace jej polcykle
LTiL™.
(c) Wybra¢ pare (ix, ji) € L, dla ktérej
Tij, = A =min{z;; : (1,5) € L™}
(para (ik, jk) zostanie usunieta z bazy).
(d) Potozyt
Ligjo = A.
(e) Potozyt
:Bij = :L‘ij - A
dla wszystkich (i,7) € L™.
(f) Polozy¢
Tij = x5 + A
dla wszystkich (i,7) € L.
(g) Z nowym rozwiazaniem bazowym X przejs¢ do kroku 2.
Twierdzenie 6.3.10. Jesli w trakcie realizacji algorytmu transportowego

nie wystgpi degeneracja, to rozwigzanie optymalne otrzymugje sie w skoncze-
nie wielu iteracjach.

Dowdéd twierdzenia jest podobny do dowodu skoniczonej zbieznosci al-
gorytmu sympleksowego.

Uwaga 6.3.11. Do tej pory nie pokazano skoficzonej zbieznoSci algorytmu
transportowego w przypadku wystapienia degeneracji, jak i réwniez nie
znaleziono przykladu zadania transportowego z wystepujaca w trakcie rea-
lizacji algorytmu transportowego degeneracja, dla ktérego algorytm ten nie
bylby zbiezny w skoniczenie wielu krokach.
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Uwaga 6.3.12. Poniewaz w trakcie realizacji algorytmu transportowego
jedynymi dzialaniami arytmetycznymi sa dodawanie i odejmowanie, wiec
otrzymane rozwiazanie bedzie catkowitoliczbowe, o ile zapasy i zapotrze-
bowania beda liczbami calkowitymi.

Przykiad 6.3.13. Rozpatrzmy zadanie transportowe okreslone w przykta-
dzie 6.2.4 i rozwiazanie bazowe tego zadania

Za pomoca algorytmu transportowego wyznaczymy rozwiazanie optymalne.
Otrzymamy kolejno tablice transportowe, w ktérych naniesiono wartosci
zmiennych bazowych (thusty druk), warto$ci zmiennych dualnych odpowia-
dajacych zmiennym bazowym i wartoSci ujemnych kosztéw zredukowanych
odpowiadajacych zmiennym niebazowym. W tablicach tych w lewym gor-
nym rogu kazdego okienka podano odpowiednie wartoSci macierzy kosztéw.
Kazdorazowo pod tablica podano wartoSci funkcji celu.

u” 7 2 0 —2

. 76 24 44 79 0

3 9—151 37 32 8

6 7—6 7—161 46 7
6 5 8 6 ba

Wartos¢ funkcji celu z = 106.



146 Rozdzial 6. Zadanie transportowe

u” 7 2 0 4
0 75 25 44 73 10
3 971 50 38 3f4 8
0 71 75 66 46 7
6 5 8 6 b“
Wartos¢ funkcji celu z = 100.
u“ 7 2 4 4
0 75 25 40 73 10
-1 93 54 38 30 8
0 71 75 62 46 7
6 5 8 6 b“

Wartosé funkcji celu z = 100.

Ostatnia tablica transportowa przedstawia rozwiazanie optymalne. Wi-
dzimy teraz, ze druga z kolei tablica przedstawia réwniez rozwiazanie op-
tymalne. Jednak nie zostalo to stwierdzone przez algorytm transportowy.
Przyczyna jest pojawiajaca sie pierwotna i dualna degeneracja. Podobnie
jak w przypadku algorytmu sympleksowego, mozemy — dzieki dualnej de-
generacji — wyznaczy¢ inne rozwiazanie optymalne wybierajac w ostatniej
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tablicy pare (7, 7) = (1, 3), ktéra ma byé wprowadzona do bazy. Otrzymamy
woéwcezas tablice

v 7 2 4 4
u
0 70 25 45 73 10
-1 93 54 33 35 8
0 76 75 62 41 7
6 5 8 6 b“

Tablica ta przedstawia rozwiazanie optymalne dualnie zdegenerowane.
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ROZDZIAL 7

Programowanie
catkowitoliczbowe

Dobry Bog stworzyt liczby catkowite, reszte wymyslili ludzie.
[L. Kronecker]

7.1. Definicje i przyklady wprowadzajace

Definicja 7.1.1. Przez zadanie programowania (liniowego) catkowitoliczbo-
wego rozumiemy zadanie maksymalizacji lub minimalizacji (liniowej) funkcji
celu przy ograniczeniach (liniowych) réwnoSciowych lub nieréwnoSciowych
okreSlonej w obszarze ZP x R" 7P, gdzie 1 < p < n, n,p € N, czyli w obszarze
wektoréw o niektérych wspétrzednych catkowitych. W postaci klasyczne;j
zadanie to ma postac:

maksymalizowa¢ ¢!z

przy ograniczeniach Az < b
x > 0
r; € Zdlai=1,..,p,
gdzie 1 < p < n. Jesli p = n, to zadanie nazywa sie czysto catko-

witoliczbowe, w przeciwnym wypadku nazywa sie ono zadaniem mieszanym

149
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catkowitoliczbowym.

Definicja 7.1.2. Przez zadanie programowania (liniowego) dyskretnego
lub binarnego rozumiemy zadanie maksymalizacji lub minimalizacji (li-
niowej) funkeji celu przy ograniczeniach (liniowych) réwno$ciowych lub nie-
réwno$ciowych okre$lonej w obszarze {0,1}", czyli w obszarze wektoréw
o wspoétrzednych binarnych. W postaci klasycznej zadanie to ma postaé:

maksymalizowaé¢ ¢z

przy ograniczeniach Ax < b
z > 0
z; € {0,1}dlai=1,...n.

Przyklad 7.1.3 (zagadnienie rozkroju). 7 bel papieru o szerokoSci
210 cm nalezy wykroi¢ co najmniej:

e 30 rolek o szerokosci a = 62 cm,
e 60 rolek o szerokoSci b = 55 cm,

e 60 rolek o szerokoéci ¢ = 40 cm.

Nalezy wyznaczy¢ plan rozkroju minimalizujacy liczbe uzytych bel.

Wsréd wszystkich rozkrojéw beli papieru mozna wyréznic¢ rozkroje efek-
tywne, tzn. takie, dla ktérych pozostatosci po rozkroju nie da sie dalej
rozkroi¢ na rolki o zadanej szerokosci. Przykladowo, niech abcc oznacza
rozkrdj beli na 4 rolki o szerokosciach a,b,c,c. Nietrudno sprawdzic, ze
wszystkie mozliwe rozkroje efektywne to: aaa, aab, aacc, abb, abce, accc,
bbbe, bbce, beee, cecce. Oznaczmy przez x; liczbe bel krojonych wedtug i-tego
z wyzej wymienionych rozkrojow efektywnych. Woéwczas zadanie mozna
sformutowaé¢ jako zadanie programowania liniowego caltkowitoliczbowego
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w nastepujacy sposéb:

minimalizowac 1+ ... +T10
przy ograniczeniach 3x1+ 2204+ 2x3+x4 + 25 +26 > 30
To + 2x4 + 5 + 327+ 228 + 9 > 60
2x3 + 2x5 4+ 3x¢ + x7 + 228 + 39 + D19 > 60
T1y..-9 L10 Z 0
T1,...,T19 € Z.

Przyktad 7.1.4 (catkowitoliczbowe zadanie analizy dziatalnosci gospodar-
czej). Zaklady lotnicze produkuja dwa typy samolotéw A i B. W celu
wyprodukowania jednego samolotu typu A trzeba zainwestowaé 7 mln zi,
za$ typu B — 6 mln zl. Z uwagi na popyt, liczba wyprodukowanych samolo-
téw typu B nie moze przekroczy¢ 125% liczby wyprodukowanych samolotéw
typu A. Zaklady moga zainwestowa¢ maksymalnie 42 mln zl. Zysk ze
sprzedazy jednego samolotu typu A wynosi 10 mln z1, za$ typu B — 9 mln
zt. Ile samolotéw typu A i B powinny produkowaé¢ zaktady, aby zapewnié
sobie najwiekszy zysk?

Niech x1 i 2o bedzie liczba produkowanych samolotéw typu A i odpowied-
nio B. Zadanie to mozna wéwczas sformutowaé jako zadanie programowania
liniowego calkowitoliczbowego w nastepujacy sposoéb:

maksymalizowaé 10x; + 9z9

przy ograniczeniach Tx1 4+ 60 < 42
—bx1+4z2 < O
x1,x2 > 0

xr1,Ty € 7.

Przyktad 7.1.5 (zagadnienie przydzialu). n pracownikom nalezy przy-
dzieli¢ n czynnosci. Wiadomo, ze koszt wykonania j-tej czynnoSci przez
i-tego pracownika wynosi ¢;j,¢ = 1,...,n, 7 = 1,...,n. Przydzialu nalezy
dokonag¢ tak, aby:

a) kazdy z pracownikéw wykonywal doktadnie jedna czynnosé i kazda
czynno$¢ byla przydzielona doktadnie jednemu pracownikowi,
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b) plan przydzialéw mial minimalny koszt.

Niech

S 1, gdy i-temu pracownikowi zostanie przydzielona j-ta czynnos¢,
Y 0, w przeciwnym razie.

Zadanie mozna wowczas sformutowaé jako zadanie dyskretnego programo-
wania liniowego w nastepujacy sposoéb:

minimalizowa¢ >3, 377 ) ¢ijTi
przy ograniczeniach Z;LZI zy; = 1, i=1,...n
Zi:lxl] - ) J=L.,n
zi; € {0,1}, i,j=1,...,n.

Zwréémy przy okazji uwage na fakt, ze zadanie to jest szczegdlnym przy-
padkiem zadania transportowego w obszarze zmiennych binarnych. Zgodnie
z uwaga 6.3.12 moze ono byt wiec rozwiazane algorytmem transportowym.
Istnieja jednak efektywniejsze metody jego rozwiazania.

Przyklad 7.1.6 (zagadnienie plecakowe). Turysta taduje plecak dokonu-

jac wyboru poéréd czterech przedmiotéw. Zalézmy, ze przedmioty te waza

kolejno 3, 2, 41 1 kg. Kazdemu z nich turysta przypisuje okre§lona uzytecz-

nos¢, ktéra wyraza przy pomocy liczb. Niech uzytecznos¢ ta wynosi odpo-

wiednio 3, 4, 2 i 3. Maksymalny ciezar wzietych przedmiotéw wynosi

9 kg. Ktére przedmioty powinien zabra¢ ze soba turysta, aby osiagnac

maksymalna uzyteczno§¢, pod warunkiem, ze ich catkowita waga nie przekra-
cza 9 kg? Przyjmuje sie przy tym, ze taczna uzytecznos$¢ przedmiotéw jest

suma poszczegdlnych uzytecznosci.

Niech

. 1, jedli turysta wezmie ze soba j-ty przedmiot,
771 0, w przeciwnym razie.
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Zadanie mozna wéwczas sformutowac jako zadanie dyskretnego programowa-
nia liniowego w nastepujacy sposéb:

maksymalizowa¢ 3x1 + 4xo + 223 + 324
przy ograniczeniach  3x1 + 2x9 +4z3+ x4 < 9
z; € {0,1}, j=1,2,3,4

Przyktad 7.1.7 (zagadnienie komiwojazera). Handlowiec chce odwiedzi¢
n miejscowosci (klientéw) startujac ze swojej miejscowosci i wracajac tam
po skonczonej podrézy. W jakiej kolejnosci powinien odwiedzaé te miejs-
cowobci, aby laczna przebyta trasa (laczne koszty podrézy) byta(y) mini-
malna(e).

Niech

S 1, jesli bezposrednio po i-tej odwiedzana bedzie j-ta miejscowosc,
1 0, w przeciwnym razie.

Poniewaz — dla wyznaczonej trasy — bezposrednio po kazdej miejscowos-
ci handlowiec moze odwiedzi¢ tylko jedna miejscowos$¢, wiec dla dowol-
nego ¢, ¢ = 1,...,n, musi by¢ spelniona réwnos¢ Z?Zl x;j = 1. Podobnie,
bezpoérednio przed wizyta w dowolnej miejscowosci handlowiec mégt odwie-
dzi¢ dokladnie jedna miejscowosé. Wobec tego dla dowolnego j, 5 = 1,...,n,
spetniona jest réwno$¢ » i, z;; = 1. Z kazda trasa zwigzana jest pewna
permutacja p zbioru n elementowego, ktéra mozna okre§li¢ nastepujaco:
jesli ;; = 1, to p(i) = j. Wyzej przedstawione réwnodci, ktére musza by¢
spelnione dla dowolnej trasy oraz fakt, ze x;; € {0,1} dla ¢,j = 1,...,n,
gwarantuja, ze permutacja ta jest dobrze okreSlona. 7 warunkéw zada-
nia wynika, ze permutacja ta powinna sktada¢ si¢ z jednego cyklu. Zatem
permutacje, ktére rozkltadaja sie na cykle krétsze niz n nie odpowiadaja
rozwiazaniu dopuszczalnemu. Po tych uwagach mozemy przystapi¢ do
przedstawienia powyzszego problemu jako zadania dyskretnego programo-
wania liniowego. Niech ¢;; oznacza odleglos¢ (koszt podrézy) od i-tej do
j-tej miejscowoSci, 4,7 = 1,..nm. Opisany problem mozna sformutowaé
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w nastepujacy sposoéb:

minimalizowaé > il > 1 ¢ijmi

przy ograniczeniach 2?21 zi; = 1, 1=1,...,n
Z?:l Tij = 1, j: 1,...,71,
zy; € {0,1} i,j=1,...,n

i krétkie cykle
sa zabronione.

Krotki cykl oznacza tutaj cykl o dlugosci krétszej niz n.

Uwaga 7.1.8. Kazde dyskretne zadanie programowania (liniowego) mozna
sprowadzi¢ do (liniowego) zadania calkowitoliczbowego zastepujac kazde
ograniczenie z; € {0,1} ograniczeniem 0 < z; <1, z; €Z, i =1,...,n.

Uwaga 7.1.9. Kazde zadanie programowania (liniowego) catkowitoliczbo-
wego z ograniczonymi zmiennymi mozna sprowadzi¢ do zadania programo-
wania (liniowego) dyskretnego zastepujac kazda ograniczong zmienna catko-
witoliczbowa 0 < x; < d;, x; € Z jej rozwinieciem dwéjkowym

T; = 201/1 + 211/2 + ...2Tj_1yrja Yj € {07 1}a ] = 17 ces gy

i =1,...,n. W wielu zadaniach optymalizacji zmienne sa albo z definicji
ograniczone albo wartosci je ograniczajace mozna wyznaczy¢. Tak wiegc
ograniczono$¢ zmiennych nie jest istotnym zawezeniem rozwazan. Bardziej
istotnym problemem jest fakt, ze omawiane sprowadzenie do zadania pro-
gramowania dyskretnego nie jest najczeéciej efektywne.

Przyklad 7.1.10 Rozwazmy zadanie programowania catkowitoliczbowego
omawiane w przykladzie 7.1.4:

maksymalizowaé 10x; + 9o

przy ograniczeniach  7Txy + 6xy < 42
—5x1+4z0 < 0
zi,z2 > 0

r1,T2 € Z.
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Rozwiazanie optymalne tego zadania bez uwzglednienia catkowitoliczbo-
wosci zmiennych wynosi x* = (2%, 3%) ~ (2.90, 3.62) z optymalna warto$-
cia funkcji celu z* ~ 61.55. Rozwiazanie to nie jest jednak calkowitoliczbo-
we. Najblizsza od z* para o wspéhrzednych catkowitych o’ = (3,4) nie spel-
nia warunkéw zadania. Najblizsze od x* rozwiazanie dopuszczalne wynosi
x" = (3,3) z wartoScia funkcji celu z” = 57. Nie jest to jednak rozwigzanie
optymalne. Jest nim bowiem z = (6,0) z optymalng wartoscia funkcji
celu z = 60. Zauwazmy przy okazji, ze w omawianym przykladzie T jest
najbardziej odleglym od z* rozwiazaniem dopuszczalnym.

Powyzszy przyklad wskazuje na to, ze wyznaczenie rozwigzania opty-
malnego zadania programowania calkowitoliczbowego wymaga dokladniej-
szej analizy. W kolejnych ustepach przedstawimy niektére metody rozwia-
zywania takich zadan.

7.2. Metoda Gomory’ego

Rozpocznijmy od nastepujacego przykladu.

Przyklad 7.2.1. Rozwazmy nastepujace zadanie programowania liniowego
catkowitoliczbowego:

maksymalizowaé T1 + To
przy ograniczeniach 1+ 229 < 32
1821 + 3z < 224 (P)
x1,w2 > 0
r1,T2 €

Opustmy najpierw ograniczenie catkowitoliczbowo$ci zmiennych i rozwiaz-
my powstale w ten sposéb zadanie (P’) za pomoca metody sympleksowe;j.
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Otrzymamy nastepujaca poczatkowa tablice sympleksowa:

[t |-z =
0 —1 —1 =z
32 |1 2 = uy
224 | 18 3 = ug
I H
Po dwéch piwotyzacjach otrzymamy tablice
[ L[ —ue —w |
B L 5 =
i 3_3i E — (7.1)
BB M| T '
3 133 11 1

I H

Rozwiazanie optymalne zadania (P’) z* = (10%,102), u* = (0,0) nie spel-
nia warunku catkowitoliczbowosci zmiennych zadania (P). Zauwazmy, ze
w zadaniu (P) zmienne uzupeliajace uq,us sa catkowite, gdyz wszystkie
dane w tym zadaniu sa calkowite.

7 réwnania

1 2 2
w4 g = 105 2
x1 11u1+ 33U2 O3 (7.2)

wynika nieréwnos¢

2
r1 — Ul S 105,

gdyz —1 = [—ﬁ] < —ﬁ i0= [%] < % Poniewaz x1,u; sa catkowite,

ostatnia nier6wnos¢ jest réwnowazna nieréwnosci
1 — Ul S 10
lub inaczej — uktadowi

r1—u; +ug = 10

v
o

u3
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Jesli teraz od ostatniego réwnania odejmiemy réwnanie (7.2), to otrzymamy
réwnanie

10 2 n 2

——U] — U2 F Uz = —=.

1 332" 3
Zauwazmy, ze rozwiazanie optymalne zadania (P’) nie spelnia ostatniego
réwnania. Réwnanie to musi by¢ jednak spelnione przez dowolne rozwiaza-
nie optymalne zadania (P). Jesli dotaczymy to réwnanie do uktadu przedsta-

wionego za pomoca tablicy (7.1), to otrzymamy tablice:

|1 [ —u —w |

63 1 5

3 |33 11 z

32 [ _ L 6 ——

3 33 11 -

2 127 1|

11 -

P | Py M|,

3 33 11 3

H

Zwiazane z ta tabela zadanie maksymalizacji (P”) jest réwnowazne zadaniu
(P) i moze by¢ rozwiazane na przyklad przy pomocy dualnego algorytmu
sympleksowego. Po jednej jego iteracji otrzymamy tablice:

[ L [ —w
213 0 =z
1m|-3 1 = a9
10 |1 ~1 | ==
11| -3 15 | =u

I H

Tablica ta przedstawia rozwigzanie optymalne zadania (P”), 2’ = (10, 11).
Poniewaz rozwiazanie to jest catkowitoliczbowe, wiec jest ono réwniez roz-
wigzaniem optymalnym zadania (P).

W powyzszym przykladzie zastosowaliSmy tzw. metode ciec Gomory’ego,
ktéra opiszemy teraz dla ogdlnego przypadku zadania programowania li-
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niowego czysto calkowitoliczbowego:

maksymalizowaé ¢!

przy ograniczeniach Az < b
c > 0 (7.3)
T, € Z, i1=1,..,n,

przy czym elementy A i b sa liczbami catkowitymi. Najpierw nalezy rozwia-
zat powyzsze zadanie bez uwzgledniania ograniczenia catkowitoliczbowosci
zmiennych. Je§li rozwiazanie optymalne z* tego zadania jest calkowitolicz-
bowe, to jest ono réwnocze$nie rozwigzaniem optymalnym wyjSciowego
zadania (7.3). W przeciwnym wypadku niech

[1 | -r1 . —r
hOO h01 hOn =z
h1o h11 w.  hin = 8
hio [hit oo hin | =si (7.4)
hmO hml hmn = Sm

I H

bedzie tablica sympleksowa odpowiadajaca temu rozwiazaniu, przy czym
warto$¢ h;o nie jest catkowita. Réwnanie i-te uktadu przedstawionego za
pomoca tej tablicy ma postaé

S; + Z hij'l"j = hp. (7.5)
j=1

Poniewaz [h;j] < hyj ir; > 0, wigc zachodzi nieré6wnos¢
n
sit+ Y [hij]rj < hio.
i=1

W konsekwencji

sit ) [hijlry < [haol,
j=1
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poniewaz wszystkie zmienne sa catkowite. Ostatnia nieréwnos¢ jest réwno-
wazna ukladowi

sit+ > [higlrj+umin = [hiol (7.6)
j=1
Um+1 > 0.

Jesli teraz odejmiemy réwnanie (7.5) od réwnania (7.6), otrzymamy réwna-

nie
n

> (i) = hig) 7 + i1 = [hio] — hao, (7.7)

j=1
przy czym upg,.1 > 0. Réwnanie to ,odetnie” rozwiazanie x*, poniewaz
[hio] — hio < 0 i wszystkie zmienne niebazowe r; sa réwne 0. Réwnanie
to musi by¢ jednak spelione dla kazdego dopuszczalnego (czyli catko-
witoliczbowego) rozwiazania zadania (7.3) i dla pewnego um41 > 0. Jesli
wiec réwnanie to dolaczymy jako dodatkowe ograniczenie do wyjsciowego
zadania, otrzymamy zadanie réwnowazne. W praktyce réwnanie to dolacza
si¢ do tablicy sympleksowej (7.4). W efekcie otrzymamy tablice

H 1 ‘ —T1 —Tn H
th hll h‘ln =81
hmo homi R, = Sm
[hio] — hio | [hi1] = hit o [hin] — hin || = Um+1

ktéra nie przedstawia rozwigzania optymalnego, gdyz [hig]—hio < 0. Tablice
te mozna dalej piwotyzowac, najlepiej przy pomocy dualnego algorytmu
sympleksowego, z uwagi na dualna dopuszczalnos¢. Jesli otrzymane rozwia-
zanie bedzie calkowitoliczbowe, to bedzie ono rozwiazaniem wyjsciowego
zadania. W przeciwnym wypadku opisana procedure nalezy powtarzaé az
do otrzymania rozwiazania catkowitoliczbowego.
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7.3. Metody podziatu i ograniczen

Metody podziatu i ograniczen (ang: branch and bound methods) stosuje sie
do zadan maksymalizacji (badz minimalizacji) funkcji f na zbiorze skon-
czonym G-

i /@

Opiszemy te metody dla zadan maksymalizacji. Jest to cala klasa
metod posiadajacych pewne wspélne cechy. Na pewnej rodzinie D C2¢ za-
wierajacej wszystkie jednoelementowe podzbiory zbioru G definiuje funkcje
¢ (ograniczenie gérne) posiadajaca nastepujace wlasnoci:

10 (Gl,GQ €eDiG; C GQ) = gO(Gl) < QO(GQ),

2 a € G = p({a}) = f(a).

Funkcje ¢ dobiera sie specjalnie do rodzaju zadania.
Uwaga 7.3.1. Z wilasnoéci 1° — 20 wynika, ze funkcja ¢ ma réwniez wlas-
nosc
zeDeD= fz)=e({z}) <p(D).

Z tego powodu nazywa si¢ ona ograniczeniem gérnym.

Przyklad 7.3.2. Rozwazmy nastepujace zadanie programowania liniowego
czysto calkowitoliczbowego

maksymalizowa¢ ¢z
przy ograniczeniach Axr < b
0<zxz < h
x € 7",

przy czym h € R™. Niech G bedzie zbiorem rozwiazan dopuszczalnych tego
zadania:

G={xze€Z":Ax <b, 0 <z <h},
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Oczywiscie G jest zbiorem skonczonym. Niech rodzina D sktada sie ze
wszystkich zbioréw G(d; g) C G postaci:

G(d;g)={xe€Z": Ax <), d <z < g},
gdzie d,g € Z"',0 < d < g < h. Zdefiniujmy

©(G(d;g)) =max{c'z: Az <b, d <z < g}.

Nietrudno zauwazy¢, ze funkcja ¢ ma wilasnoéci 19 — 20, gdzie f(z) = c'z.

W kazdej iteracji dowolnej metody podziatu i ograniczef zbiér G rozkta-
da si¢ na (mozliwie rozlaczne) podzbiory G1, Ga, ...,Gp, € D:

G = Lj G;.
=1

Innymi stowy, zadanie max,cq f(z) zostaje roztozone (lub podzielone) na
zadania czastkowe maxzeq, f(z), ¢ = 1,...,my (branching).
Nastepnie wylicza si¢ ograniczenia gérne ¢(G;) dla zadan czastkowych

max f(z),

i=1,2,...,mg (bounding). Na podstawie wartoSci tych ograniczen gérnych
rozstrzyga sig, ktére ze zbioréw G; musza by dalej rozlozone. Jedli przy
okazji stwierdzi sie, ze

©(Gy) = géagjf(rv),

to wartoSci te moga stuzy¢ jako ograniczenie dolne optymalnej wartosci
funkcji celu f* = max,eq f(z).

Przykiad 7.3.3. Rozwazmy nastepujace zadania programowania liniowego
caltkowitoliczbowego:

maksymalizowaé 5x1 + 4o

przy ograniczeniach  Txy + 4xg < 28
3z1 + 1022 < 30 (78)

x1, 22 20

xr1,T9 € Z.
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Oznaczmy przez P([a1, b1], [az, b2]) zadanie (7.8) z dodatkowymi ogranicze-
niami a1 < 1 < b1, ag < x2 < be. Dalej, oznaczmy kazdorazowo przez ¢
maksymalng warto$¢ funkcji celu dla zadania czastkowego P([a1, b1], [az, b2])
z pominieciem zalozenia o calkowitoliczbowoS$ci zmiennych. Ponizszy dia-
gram przedstawia metode podziatu i ograniczen dla zadania (7.8).

~_P(0,¥),[0,%))
X @2.76,2.17),/ @22.48

) P([0, 21,[0, ¥)) P([3,¥),[0,¥))
X @2,24),/ =196 X =(3,1.75),j =22

P(10,2],10,2]) P([0, 2], [3,¥))
X =(2,2),j =18 X =(0,3),/ =12

~ P(3¥),[0,1) P([3,¥),[2 ¥))
X @(3431),) @21.14 j =-¥

I EERE P[4 ¥7,10,1)
X =(31),/ =19 X =(4,0),j =20

Rozwiazaniem optymalnym zadania (7.8) jest z* = (4,0) i optymalna
warto$¢ funkeji celu wynosi ¢ = 20.

Powréémy teraz do wlasno$ci ograniczenia gérnego ¢ : D — R:
10 (Gl,Gg eDiGy C GQ) = gO(Gl) < @(Gg),
2°a € G = ¢p({a}) = f(a).
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Wiasnoéci te nie opisuja jednoznacznie funkcji ¢. Aby otrzymaé szyb-
ciej rozwiazanie, funkcja ¢ powinna by¢ dopasowana do konkretnego zada-
nia. Przy konstrukcji rodziny D i funkcji ¢ powinny by¢ wziete pod uwage
nastepujace kryteria:

1. Wartoéci funkcji ¢ powinny by¢ wyznaczane mozliwie prosto.

2. Warto§ci funkcji ¢ powinny mozliwie dokladnie szacowaé z gory
maksymalna warto§¢ funkcji f, tzn. warto§¢

A(Gi) = ¢(Gi) — max f(x)

zeG;

powinna by¢ mozliwie mala.

Przy wyborze funkcji ¢ problem polega czesto na tym, ze im lepiej
funkcja ta spelnia pierwsze kryterium, tym gorzej spetnione jest kryterium
drugie i odwrotnie. Przy konstrukeji funkcji ¢ nalezy wiec znalezé odpowied-
ni kompromis. NajczeSciej funkcje ¢ : D — R definiuje sie nastepujaco:

©(Gy) = max f(z),

przy czym G; C H; i podzbiér H; wybiera sie tak, aby ¢(G;) mozna bylo
stosunkowo prosto wyznaczy¢ (méwi sie o relaksacji wyjsciowego zadania).
Na przykilad w zadaniu programowania liniowego catkowitoliczbowego lub
dyskretnego mozna opusci¢ te ograniczenia, ktérych usuniecie prowadzi do
zadania programowania liniowego (patrz przyktad 7.3.2). W tym przypadku
relaksacja taka nazywa sie relaksacjg¢ LP. Inna mozliwoscia jest tak zwana
relaksacja Lagrange’a. Powstaje ona w ten sposéb, ze usuwane ograniczenia
dodaje sie do funkcji celu z odpowiednimi wagami proporcjonalnymi do tak
zwanych mnoznikéw Lagrange’a (mnozniki te sa w istocie réwne zmiennym
dualnym).
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7.3.1. Ogdlny opis metod podzialu i ograniczen
Rozwazmy zadanie

max f(z). (7.9)

zeG

Zakladamy, ze rodzina D C 2¢ i funkcja ¢ : D — R zostaly zdefi-
niowane. Ponadto, niech ¢(f)) = —oo.
Algorytm 7.3.4 (podzialu i ograniczen)
Krok 0. (inicjalizacja)

(a) Polozyt G = {G}.
(

(c

(d) Wybra¢ kryterium optymalnosci € > 0.

)

b) Wyznaczy¢ ¢(G).
) Wybrac z € G i polozy¢ ¢ = f(z) (ewentualnie polozyt ¢ = —o0).
)

Krok 1. (ograniczenie)

(a) Wyznaczy¢

» = max p(G;).
7 Gieg SD( Z)
Jesli = —o0, to zadanie (7.9) jest sprzeczne — algorytm zatrzymuje

sie.
(b) Jesli stwierdzi sig, ze
©(Gi) = f(zi) dla pewnego z; € Gj,
to usuna¢ G; z rodziny G. Jedli dodatkowo

fzi) > ¢,
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to polozyc
p=flzi)iz=um

(f(x;) jest nowym ograniczeniem dolnym i x; jest kandydatem na
rozwiazanie optymalne).

(¢) Usuna¢ z rodziny G te podzbiory G;, dla ktérych
o(Gi) <o

(podzbiory te nie beda wigcej rozwazane, gdyz nie zawieraja one
rozwiazania optymalnego).

(d) Jesli G = 0, to x jest rozwigzaniem optymalnym zadania (7.9) — algo-
rytm zatrzymuje sie.

(e) Jedli ¢ — ¢ < ¢, to z jest rozwiazaniem e-optymalnym zadania (7.9)
— algorytm zatrzymuje sie.

Krok 2. (podziat)
(a) Wybraé zbiér G € G i rozlozyé go na (mozliwie roztaczne) podzbiory

GieDiel:G=JG:
ieL

(b) Potozy¢
G=GU{G,:icL}\{G}.

(c) Wyznaczy¢ ¢(G;) dla wszystkich nowych G; € G.

(d) Przej$¢ do kroku 1.
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Uwaga 7.3.5. Przy zastosowaniu relaksacji LP:
a) mozna stwierdzié¢, czy

©(G;) = f(x;) dla pewnego z; € G,

w kroku 1b), jedli na przyktad rozwiazanie optymalne dla zadania zrelak-
sowanego jest calkowitoliczbowe.

b) w kroku 2a) wybiera si¢ taki zbiér G = G(d g) € G, dla ktérego
wartosé ¢(G(d; g)) jest osiagnigta dla pewnego z* = (2},...,2%)" z pray-
najmniej jedna niecatkowita wspétrzedna, powiedzmy x;. Woéwczas zbiér

G = G(d; g) rozklada sie na dwa roztaczne podzbiory

él frd G(d; gl’ ...,gi—ly {x:J792+17 "‘7gn)

62 = G(d17 "',diflv Lx;kJ + 1’d’i+1a 7dn;g)a

gdzie | x| oznacza czes¢ catkowity liczby x.

Cwiczenie 7.3.6. Przesledzi¢ algorytm 7.3.4 dla zadania programowania
liniowego calkowitoliczbowego podanego w przykiadzie 7.1.4.
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