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2.2. Podstawowe pojȩcia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.3. Podstawy teoretyczne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.3.1. Zbiory wypuk÷e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.3.2. Punkty ekstremalne . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.3.3. Projekcja metryczna na zbiór wypuk÷y . . . . . . . . 28
2.3.4. Twierdzenia o oddzielaniu i ich konsekwencje . . . . 30
2.3.5. Funkcje wypuk÷e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
2.3.6. Sto·zki . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
2.3.7. Lemat Farkasa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
2.3.8. Dalsze konsekwencje twierdzeń o oddzielaniu . . . . 40
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5.1. Z÷o·zonóśc obliczeniowa algorytmu sympleksowego . . . . . . 101
5.2. Metoda Karmarkara punktów wewnȩtrznych . . . . . . . . . 104
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Przedmowa

Skrypt ten zawiera materia÷przygotowany na podstawie moich dwusemes-
tralnych wyk÷adów z programowania matematycznego, które prowadzȩ od
kilku lat na kierunku matematyka najpierw w Wy·zszej Szkole In·zynier-
skiej w Zielonej Górze, potem na Politechnice Zielonogórskiej, a w końcu
na Uniwersytecie Zielonogórskim. Pierwsza czȩ́śc skryptu, obejmuja̧ca pro-
gramowanie liniowe odpowiada w du·zej czȩ́sci pierwszemu semestrowi wyk÷a-
dów. Natomiast druga czȩ́śc skryptu dotyczy programowania nieliniowego,
w szczególnósci zadań minimalizacji ró·zniczkowalnej bez ograniczeń
i z ograniczeniami. Skrypt ten przeznaczony jest g÷ównie dla studentów
kierunku matematyka, jednak studenci innych kierunków, jak na przyk÷ad
informatyka, informatyka i ekonometria, czy zarza̧dzanie i marketing powin-
ni bez wiȩkszych trudnósci zrozumiéc znakomita̧ wiȩkszóśc przedstawionego
w skrypcie materia÷u.

W skrypcie tym zajmujemy siȩ zagadnieniami matematycznymi sformu-
÷owanymi najczȩ́sciej jako problemy minimalizacji ba̧d́z maksymalizacji funk-
cji wielu zmiennych przy zadanych ograniczeniach. Rozpatrujemy wiȩc
warunki konieczne i wystarczaja̧ce na to, aby funkcja osia̧ga÷a minimum
wzglȩdnie maksimum oraz badamy pewne w÷asnósci zbiorów rozwia̧zań tych
problemów. Poniewa·z programowanie matematyczne jest dzia÷em mate-
matyki blisko zwia̧zanym z naukami stosowanymi, takimi, jak nauki tech-
niczne czy ekonomia, wiȩc umiésci÷em w skrypcie liczne przyk÷ady, które
powinny dác czytelnikowi mo·zliwóśc zapoznania siȩ z licznymi zastosowa-
niami.
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Z uwagi na te zastosowania nie ograniczamy siȩ wiȩc do warunków ist-
nienia rozwia̧zań, ale zajmujemy siȩ równie·z metodami ich wyznaczania.
Metody te podane sa̧ �najogólniej rzecz ujmuja̧c �jako schematy iteracyjne
ba̧d́z algorytmy, które prowadza̧ albo do dok÷adnych rozwia̧zań, albo ich
odpowiednich przybli·zeń. Przedstawiamy równie·z dowody zbie·znósci tych
algorytmów do rozwia̧zania. Dla czȩ́sci tych metod analizujemy równie·z
szybkóśc tej zbie·znósci. Pozwala to z jednej strony lepiej zrozumiéc czytel-
nikowi istotȩ tych metod z drugiej zás strony �skuteczniejsze ich stosowanie
poprzez dobór odpowiedniej metody do rozpatrywanego zagadnienia.

Programowanie liniowe wyodrȩbni÷o siȩ jako przedmiot g÷ównie za spra-
wa̧ G. B. Dantziga, który �w zwia̧zku z zagadnieniami planowania i ich
zastosowań do celów wojskowych � stworzy÷w 1947 roku metodȩ sym-
pleksowa̧. Jednak ju·z wczésniej, bo w roku 1939 L. Kantorowicz wydzieli÷
pewna̧ klasȩ zadań programowania liniowego i poda÷sposób ich rozwia̧zania.
W roku 1947 ukaza÷a siȩ tak·ze wa·zna praca T. C. Koopmansa wskazuja̧ca
na znaczenie metod programowania liniowego w ekonomii. Kantorowicz
i Koopmans za swoje osia̧gniȩcia zostali uhonorowani w 1975 roku Nagroda̧
Nobla w dziedzinie ekonomii. Pochodza̧ca od Dantziga metoda symplek-
sowa jest do dzisiaj powszechnie stosowana. Jednak ostatnie dwadziéscia
lat przynios÷o prze÷omowe odkrycia, dziȩki którym dysponujemy nowymi
metodami rozwia̧zywania zadań programowania liniowego.

Pierwsza czȩ́śc skryptu dotycza̧ca programowania liniowego podzielona
jest na 7 rozdzia÷ów.

We wstȩpie przedstawiamy klasy�kacje zadań programowania mate-
matycznego.

Rozdzia÷1. póswiȩcony jest podstawom programowania liniowego.
Po kilku krótkich przyk÷adach podajemy ró·zne postaci zadań programowa-
nia liniowego oraz pojȩcia i fakty u·zywane w dalszej czȩ́sci skryptu. Nastȩp-
nie przedstawiamy elementy analizy wypuk÷ej. Na ich podstawie podajemy
w szczególnósci warunki konieczne i dostateczne istnienia rozwia̧zań zada-
nia programowania liniowego.
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G÷ównym celem rozdzia÷u 2. jest przedstawienie metody sympleksowej,
która s÷u·zy rozwia̧zaniu zadania programowania liniowego. Pokazujemy
skończona̧ zbie·znóśc tej metody dla zadania niezdegenerowanego, a nastȩp-
nie pokazujemy, jak z postaci tablicy sympleksowej mo·zna wywnioskowác,
·ze brak jest rozwia̧zań optymalnych ba̧d́z, ·ze istnieje ich wiele, ·ze zbiór tych
rozwia̧zań jest nieograniczony oraz, ·ze zadanie programowania liniowego
jest sprzeczne (nie ma tzw. rozwia̧zań dopuszczalnych). Przedstawiamy
równie·z metodȩ postȩpowania w przypadku zadań zdegenerowanych. Os-
tatni ustȩp tego rozdzia÷u póswiȩcony jest zrewidowanej metodzie symplek-
sowej.

Z ka·zdym zadaniem programowania liniowego mo·zna zwia̧zác tzw. za-
danie dualne. Zwia̧zki zachodza̧ce miȩdzy tymi zadaniami omawiamy
w rozdziale 3. Wskazujemy tak·ze na ich interpretacjȩ ekonomiczna̧. Na
koniec przedstawiamy dualny algorytm sympleksowy.

W rozdziale 4. czytelnik znajdzie podstawowe informacje o wyk÷ad-
niczej z÷o·zonósci obliczeniowej metody sympleksowej. Ponadto w rozdziale
tym przedstawiamy metodȩ Karmarkara rozwia̧zania zadań programowa-
nia liniowego i podajemy dowód wielomianowej z÷o·zonósci obliczeniowej tej
metody. Rozdzia÷ten nie jest niezbȩdny do zrozumienia pozosta÷ej czȩ́sci
skryptu i mo·ze býc przez czytelnika pominiȩty przy pierwszym czytaniu.

Ostatnie dwa rozdzia÷y dotycza̧ specjalnych zadań programowania li-
niowego.

W rozdziale 5. omawiamy zadanie transportowe i metody jego rozwia̧-
zania. W szczególnósci podajemy, jak wyznaczýc rozwia̧zanie dopuszczalne
tego zadania, a nastȩpnie przedstawiamy algorytm transportowy.

W rozdziale 6. zawarte sa̧ elementy programowania ca÷kowitoliczbowego.
Skupiamy siȩ g÷ównie na metodach rozwia̧zywania zadań programowania li-
niowego ca÷kowitoliczbowego. Podajemy dwie metody: metodȩ Gomory�ego
oraz metodȩ podzia÷u i ograniczeń.

Na podstawie dóswiadczeń nabytych przy pisaniu tego skryptu mogȩ
powiedziéc, ·ze jego przygotowanie przypomina nieco dzia÷anie algorytmu
zbie·znego do rozwia̧zania optymalnego w nieskończenie wielu krokach.



x Przedmowa

Z ka·zdym krokiem jestésmy bli·zej celu, ale trzeba wybrác moment,
w którym otrzymane przybli·zenie uznamy za zadowalaja̧ce. Maja̧c wiȩc
świadomóśc, ·ze przedstawiona postác skryptu nie jest wolna od niedocia̧g-
niȩ́c, zdecydowa÷em siȩ przekazác ja̧ do ra̧k czytelnika licza̧c na krytyczne
uwagi z jego strony.

Zielona Góra, wrzesień 2002
Andrzej Cegielski



ROZDZIA×1

Wiadomósci wstȩpne

Pomiȩdzy duchem i materia̧ pósredniczy matematyka.
[H. Steinhaus]

1.1. Zadania programowania matematycznego

Niech dane bȩda̧: podzbiór X � Rn, funkcja f : X ! R oraz podzbiór
D � X . Zadanie programowania matematycznego polega na wyznaczeniu
punktu x�, w którym funkcja f ograniczona do zbioru D osia̧ga minimum
(lokalne ba̧d́z globalne), o ile takie minimum istnieje. Zbiór D, zwany
zbiorem rozwia̧zán dopuszczalnych, podawany jest najczȩ́sciej w postaci

D = fx 2 X : ci(x) = 0 dla i 2 E oraz ci(x) � 0 dla i 2 Ig;

gdzie X � Rn, E = f1; :::; pg, I = fp + 1; :::;mg, ci : Rn ! R, i 2 E [ I.
Funkcja f nazywa siȩ funkcja̧ celu, zás funkcje ci; i 2 E [ I; nazywaja̧
siȩ funkcjami ograniczén lub ograniczeniami. Ograniczenia ponumerowane
wskáznikami i 2 E nazywamy równósciowymi, zás ponumerowane wskázni-
kami i 2 I � nierównósciowymi. Zbiór X jest najczȩ́sciej podawany
w postaci: X = Rn, X = Rn+, X = Zn, X = Zn+. W ostatnich dwóch przy-
padkach zadanie nazywa siȩ zadaniem programowania ca÷kowitoliczbowego.
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2 Rozdzia÷1. Wiadomósci wstȩpne

Czasem zbiór X dany jest w postaci X = f0; 1gn. Wówczas mówimy
o zadaniu programowania binarnego.

Dok÷adniej rzecz ujmuja̧c, programowanie matematyczne zajmuje siȩ:

� warunkami istnienia rozwia̧zań dopuszczalnych (warunkami niesprzecz-
nósci problemu),

� warunkami (koniecznymi i wystarczaja̧cymi) istnienia minimum (lub
przynajmniej skończonego kresu dolnego),

� metodami wyznaczenia tego minimum i punktu x� realizuja̧cego to
minimum (w sposób dok÷adny lub przybli·zony),

Czasem do zadań programowania matematycznego zalicza siȩ równie·z:

� zbudowanie �dla konkretnego zagadnienia praktycznego �odpowied-
niego modelu matematycznego w postaci zadania minimalizacji funk-
cji wielu zmiennych,

� interpretacjȩ rozwia̧zania takiego zadania.

Na ogó÷zak÷ada siȩ, ·ze zbiór X jest domkniȩty i funkcje ograniczeń ci;
i 2 E [ I sa̧ cia̧g÷e. W konsekwencji zbiór D jest domkniȩty. Jésli ponadto
jest on ograniczony i funkcja f jest równie·z cia̧g÷a, to na mocy twierdzenia
Weierstrassa osia̧ga ona minimum na D.

Zadania programowania matematycznego dzielimy na:

� minimalizacjȩ ró·zniczkowalna̧ (lub inaczej g÷adka̧), gdy wszystkie
funkcje f; ci; i 2 E [ I; sa̧ ró·zniczkowalne.

� minimalizacjȩ nieró·zniczkowalna̧ (lub inaczej nieg÷adka̧), gdy przy-
najmniej jedna z funkcji f; ci; i 2 E [ I; nie jest ró·zniczkowalna.

Minimalizacjȩ ró·zniczkowalna̧ dzielimy na:

� minimalizacjȩ bez ograniczén, gdyD = Rn (lub inaczej, funkcje ograni-
czeń nie wystȩpuja̧)
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� minimalizacjȩ z ograniczeniami, gdy D � Rn

Wśród zadań minimalizacji z ograniczeniami wyró·zniamy:

� zadanie programowania liniowego, gdy wszystkie funkcje f; ci,
i 2 E [ I; sa̧ liniowe,

� zadanie programowania kwadratowego, gdy funkcja f jest kwadra-
towa, zás wszystkie funkcje ci; i 2 E [ I; sa̧ liniowe,

� zadanie programowania wypuk÷ego, gdy E = ; i wszystkie funkcje
f; ci; i 2 I; sa̧ wypuk÷e.

W zadaniu minimalizacji z ograniczeniami:

� ograniczenie równósciowe ci(x) = 0 mo·zna zasta̧píc dwoma ogranicze-
niami nierównósciowymi ci(x) � 0 i �ci(x) � 0,

� ograniczenie nierównósciowe ci(x) � 0 mo·zna zasta̧píc ograniczeniem
równósciowym ci(x) + ui = 0, wprowadzaja̧c tak zwana̧ zmienna̧
uzupe÷niaja̧ca̧ ui � 0,

� zmienna̧ wolna̧ (xj 2 R) mo·zna przedstawíc jako ró·znicȩ dwóch zmien-
nych nieujemnych xj = x+j � x

�
j ; gdzie x

+
j ; x

�
j � 0.

W konsekwencji, postacie zadania programowania matematycznego
z ograniczeniami wy÷̧acznie równósciowymi, ba̧d́z z ograniczeniami wy÷̧acz-
nie nierównósciowymi, ze zmiennymi wy÷̧acznie wolnymi, ba̧d́z to ze zmien-
nymi wy÷̧acznie nieujemnymi sa̧ sobie w pewnym sensie równowa·zne, tzn.
z ka·zdej z nich mo·zna (przynajmniej teoretycznie) przej́śc do dowolnej in-
nej. Inna rzecz, ·ze takie przej́scie mo·ze okazác siȩ ma÷o efektywne z punktu
widzenia metod programowania matematycznego.

Poniewa·z maxx2D f(x) = �minx2D �f(x), wiȩc zadanie maksymaliza-
cji mo·zna sprowadzíc do zadania minimalizacji i odwrotnie.
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1.2. Oznaczenia i proste fakty

W dalszej czȩ́sci u·zywác bȩdziemy nastȩpuja̧cych oznaczeń i konwencji:

� x = (x1; :::; xn)> 2 Rn oznacza element przestrzeni Rn w postaci wek-
tora kolumnowego (czasem bȩdziemy zapisywác wspó÷rzȩdne wektora
w postaci �j ; j = 1; :::; n, szczególnie wówczas, gdy symbolem xk
oznaczác bȩdziemy k-ty wyraz cia̧gu elementów przestrzeni Rn),

� x � 0 oznacza, ·ze wszystkie wspó÷rzȩdne wektora x sa̧ nieujemne,

� Rn+ = fx 2 Rn : x � 0g

� x > 0 oznacza, ·ze wszystkie wspó÷rzȩdne wektora x sa̧ nieujemne,
przy czym przynajmniej jedna z nich jest dodatnia,

� x� 0 oznacza, ·ze wszystkie wspó÷rzȩdne wektora x sa̧ dodatnie,

� Rn++ = fx 2 Rn : x� 0g,

� hx; yi oznacza iloczyn skalarny wektorów x; y 2 Rn,

� x>y jest standardowym iloczynem skalarnym wektorów x; y 2 Rn
zapisanym w konwencji mno·zenia macierzy, czyli

x>y =
nX
j=1

xjyj ;

� kxk =
p
x>x oznacza normȩ euklidesowa̧ wektora x 2 Rn,

� ej = (0; :::; 0; 1; 0; :::; 0)> oznacza j-ty wersor, tzn. element przestrzeni
euklidesowej odpowiedniego wymiaru, którego j-ta wspó÷rzȩdna jest
równa 1 zás pozosta÷e sa̧ równe 0),
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� I oznacza macierz jednostkowa̧ odpowiedniego wymiaru.

Jésli A jest macierza̧ typu m� n, to:

� Ai oznacza i-ta̧ kolumnȩ macierzy A;

� AJ oznacza podmacierz utworzona̧ z kolumn Aj macierzy A,
j 2 J � f1; :::; ng;

� Ai oznacza i-ty wiersz macierzy A;

� r(A) oznacza rza̧d macierzy A,

� Ax jest kombinacja̧ liniowa̧ kolumn macierzy A, gdzie x 2 Rn jest
wektorem wspó÷czynników tej kombinacji,

� u>A jest kombinacja̧ liniowa̧ wierszy macierzy A, gdzie u 2 Rm jest
wektorem wspó÷czynników tej kombinacji.

Niech

A =

24 A11 ::: A1r
::: ::: :::
Ap1 ::: Apr

35
oznacza macierz w zapisie blokowym z wyró·znionymi podmacierzami Aij ,
i = 1; :::; p, j = 1; :::; r, takimi, ·ze podmacierze we wspólnej kolumnie
macierzy blokowej A maja̧ tȩ sama̧ liczbȩ kolumn i podmacierze we wspól-
nym wierszu macierzy blokowej A maja̧ tȩ sama̧ liczbȩ wierszy. Podobne
oznaczenia dotycza̧ macierzy

B =

24 B11 ::: B1s
::: ::: :::
Br1 ::: Brs

35 :
Za÷ó·zmy ponadto, ·ze istnieja̧ iloczyny AikBkj , i = 1; :::; p, j = 1; :::s,
k = 1; :::; r. Wówczas

AB = [Cij ] =

24 C11 ::: C1s
::: ::: :::
Cp1 ::: Cps

35 ;
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gdzie Cij =
P
k AikBkj . Innymi s÷owy, regu÷y mno·zenia macierzy w zapisie

blokowym sa̧ takie same, jak dla zwyk÷ych macierzy.



ROZDZIA×2

Podstawy programowania
liniowego

Ka·zda wiedza zawiera tyle prawdy, ile jest w niej zawartej mate-
matyki.

[I. Kant]

2.1. Przyk÷ady wprowadzaja̧ce

Przyk÷ad 2.1.1. Przedstawimy matematyczny model nastȩpuja̧cego za-
gadnienia:

Ogrodnik chce obsadzíc ogród wielkósci 100 m2 ró·zami i gózdzikami.
Mo·ze on zainwestowác maksymalnie 720 z÷, zás z powodu wysokiego nak÷a-
du pracy mo·ze on zarezerwowác najwy·zej 60 m2 na gózdziki. Ile m2

powinien on obsadzíc ka·zdym rodzajem kwiatów, aby osia̧gná̧c maksy-
malny zysk. Robocizna i koszty materia÷owe wynosza̧ dla ró·z 6 z÷/m2 i dla
gózdzików
9 z÷/m2. Zysk wynosi dla ró·z 1 z÷/m2, zás dla gózdzików 2 z÷/m2.

Wprowadzaja̧c oznaczenia:

7
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� x1 �pole powierzchni (w m2) obsadzonej ró·zami,

� x2 �pole powierzchni (w m2) obsadzonej gózdzikami,

model matematyczny bȩdzie mia÷postác:

maksymalizowác x1 + 2x2
przy ograniczeniach x1 + x2 � 100

6x1 + 9x2 � 720
x2 � 60

x1; x2 � 0

Powy·zszy przyk÷ad podpada pod nastȩpuja̧cy schemat.

Przyk÷ad 2.1.2 (zagadnienie analizy dzia÷alnósci gospodarczej). Produ-
cent wytwarza n towarów P1,...,Pn wykorzystuja̧cm surowców lub ogólniej,
czynników produkcyjnych R1,...,Rm. Producent dysponuje bi jednostkami
surowca Ri, i = 1; :::;m. Do wyprodukowania jednostki towaru Pj potrzeba
aij jednostek surowca Ri, i = 1; :::;m, j = 1; :::; n. Jednostka wypro-
dukowanego towaru Pj przynosi zysk cj jednostek pieniȩ·znych, j = 1; :::; n.
Ile jednostek ka·zdego z towarów powinien wytwarzác producent, aby za-
pewníc sobie maksymalny zysk?

Oznaczaja̧c przez xj ilóśc jednostek wyprodukowanego towaru Pj ,
j = 1; :::; n, mo·zemy powy·zsze zagadnienie sformu÷owác nastȩpuja̧co:

maksymalizowác c1x1 + c2x2 + :::+ cnxn
przy ograniczeniach a11x1 + a12x2 + :::+ a1nxn � b1

a21x1 + a22x2 + :::+ a2nxn � b2
:::

am1x1 + am2x2 + :::+ amnxn � bm
x1; :::; xn � 0:

Przyk÷ad 2.1.3 (zagadnienie diety). Przedstawimy model matematyczny
nastȩpuja̧cego zagadnienia:
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Hodowca karmi krowy dwoma rodzajami karmy, nazwijmy je A i B.
Dzienna racja ·zywnósciowa krowy musi zawierác czynniki od·zywcze I, II
i III w ilósciach co najmniej 6, 12 i 4 gramy. Zawartóśc czynników od·zyw-
czych w poszczególnych rodzajach karmy i ich ceny podane sa̧ w tabeli:

karma A karma B
minimalna
zawartóśc (g)

czynnik od·zywczy I (g/kg) 2 1 6
czynnik od·zywczy II (g/kg) 2 4 12
czynnik od·zywczy III (g/kg) 0 7 4

cena (z÷/kg) 5 7

Ile kilogramów karmy A i B powinna zawierác dzienna racja ·zywnós-
ciowa krowy, aby przy zachowaniu podanego minimalnego zapotrzebowania
na czynniki od·zywcze, powsta÷e koszty by÷y minimalne?

Oznaczaja̧c przez:

� x1 �ilóśc (w kg) karmy A w dziennej racji ·zywnósciowej,

� x2 �ilóśc (w kg) karmy B w dziennej racji ·zywnósciowej,

powy·zsze zagadnienie bȩdzie mia÷o nastȩpuja̧cy model matematyczny:

minimalizowác 5x1 + 7x2
przy ograniczeniach 2x1 + x2 � 6

2x1 + 4x2 � 12
7x2 � 4

x1; x2 � 0:

Przyk÷ad 2.1.4 (zagadnienie produkcyjne). Producent ma za zadanie wy-
produkowác m towarów P1,..., Pm w ilósciach b1; :::; bm wykorzystuja̧c
n surowców R1,..., Rn. Z jednostki surowca Rj mo·zna wyprodukowác
aij jednostek towaru Pi, i = 1; :::;m, j = 1; :::; n. Jednostka surowca Rj
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kosztuje cj jednostek pieniȩ·znych, j = 1; :::; n. Ile powinno wynosíc zu·zy-
cie poszczególnych surowców do wyznaczonego pro�lu produkcyjnego, aby
÷̧aczne koszty surowców by÷y minimalne?

Oznaczaja̧c przez xj ilóśc jednostek surowca Rj u·zytego do produkcji,
j = 1; :::; n, powy·zsze zagadnienie mo·zemy sformu÷owác nastȩpuja̧co:

minimalizowác c1x1 + c2x2 + :::+ cnxn
przy ograniczeniach a11x1 + a12x2 + :::+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + :::+ a2nxn = b2
:::

am1x1 + am2x2 + :::+ amnxn = bm
x1; :::; xn � 0:

Przyk÷ad 2.1.5 (zagadnienie transportowe). W sieci m magazynów
A1,..., Am sk÷aduje siȩ pewien towar. Nale·zy go dostarczýc do sieci n
sklepów B1,..., Bn. Zapas magazynu Ai wynosi ai jednostek towaru, i =
1; :::;m. Sklep Bj potrzebuje bj jednostek towaru, j = 1; :::; n. Zak÷adamy,
·ze

mX
i=1

ai =

nX
j=1

bj (2.1)

(÷̧aczna poda·z jest równa ÷̧acznemu popytowi). Koszty transportu jednostki
towaru z magazynu Ai do sklepu Bj wynosza̧ cij jednostek pieniȩ·znych,
i = 1; :::;m, j = 1; :::; n. Nale·zy okréslíc plan transportowy o minimalnych
kosztach zaspokajaja̧cy zapotrzebowanie wszystkich sklepów (czyli, przy
podanym za÷o·zeniu, wyczerpuja̧cy ÷̧aczne zapasy magazynów).

Jésli przez xij oznaczymy ilóśc towaru transportowanego z magazynu
Ai do sklepu Bj , i = 1; :::;m, j = 1; :::; n, to powy·zsze zagadnienie mo·zemy
sformu÷owác nastȩpuja̧co:

minimalizowác
Pm
i=1

Pn
j=1 cijxij

przy ograniczeniach
Pn
j=1 xij = ai; i = 1; :::;mPm
i=1 xij = bj ; j = 1; :::; n
xij � 0; i = 1; :::;m;

j = 1; :::; n:

(2.2)



2.2. Podstawowe pojȩcia 11

2.2. Podstawowe pojȩcia

De�nicja 2.2.1. Pod pojȩciem zadania programowania liniowego (ZPL)
rozumie siȩ zadanie maksymalizacji lub minimalizacji funkcji liniowej przy
ograniczeniach w postaci równósci lub nierównósci liniowych.

Postác klasyczna ZPL:

maksymalizowác c1x1 + :::+ cnxn
przy ograniczeniach a11x1 + :::+ a1nxn � b1

:::
am1x1 + :::+ amnxn � bm

xj � 0; j = 1; :::; n:

Postác standardowa ZPL:

maksymalizowác c1x1 + :::+ cnxn
przy ograniczeniach a11x1 + :::+ a1nxn = b1

:::
am1x1 + :::+ amnxn = bm

xj � 0; j = 1; :::; n:

Poniewa·z minx f(x) = �maxx�f(x), wiȩc, podobnie jak w sytuacji
ogólnej, problem minimalizacji mo·zna sprowadzíc do problemu maksyma-
lizacji.

Jésli jedna ze zmiennych xj mo·ze przyjmowác dowolne wartósci rzeczy-
wiste, to równie·z, podobnie jak w przypadku ogólnym, mo·zna ja̧ wówczas
zasta̧píc dwiema zmiennymi nieujemnymi x+j i x

�
j , przy czym xj = x

+
j �x

�
j :

Postác klasyczna̧ ZPL mo·zna sprowadzíc do postaci standardowej wpro-
wadzaja̧c tzw. zmienne uzupe÷niaja̧ce u1; :::; um:
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maksymalizowác c1x1 + :::+ cnxn
przy ograniczeniach a11x1 + :::+ a1nxn + u1 = b1

:::
am1x1 + :::+ amnxn + um = bm

xj � 0; j = 1; :::; n;
ui � 0; i = 1; :::;m:

Ostatnia postác nosi nazwȩ postaci kanonicznej ZPL.

Postác standardowa̧ ZPL mo·zna sprowadzíc do postaci klasycznej przed-
stawiaja̧c ka·zde równanie ai1x1 + ::: + ainxn = bi jako dwie nierównósci
ai1x1 + :::+ ainxn � bi i �ai1x1 � :::� ainxn � �bi; i = 1; :::;m:

Niech x = (x1; :::; xn)>; c = (c1; :::; cn)>; b = (b1; :::; bm)> i

A =

24 a11 ::: a1n
::: ::: :::
am1 ::: amn

35 :
Wówczas ZPL mo·zna przedstawíc w zapisie macierzowym:

� w postaci klasycznej:

maksymalizowác c>x
przy ograniczeniach Ax � b

x � 0;

� w postaci standardowej:

maksymalizowác c>x
przy ograniczeniach Ax = b

x � 0:
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Po sprowadzeniu postaci klasycznej do standardowej, ZPL ma nastȩpuja̧cy
zapis macierzowy:

maksymalizowác c>x

przy ograniczeniach
�
A I

� � x
u

�
= b

x; u � 0:

Jest to zapis macierzowy postaci kanonicznej ZPL.

Jésli postác standardowa̧ sprowadzi siȩ do postaci klasycznej w opisany
uprzednio sposób, to jej zapis macierzowy wygla̧da nastȩpuja̧co:

maksymalizowác c>x

przy ograniczeniach
�
A
�A

�
x �

�
b
�b

�
x � 0:

Jésli rza̧d r(A) macierzy A jest równy m, to postác standardowa̧ ZPL
mo·zna sprowadzíc do postaci kanonicznej wyznaczaja̧c z uk÷adu równań
Ax = b; m pewnych zmiennych jako funkcje pozosta÷ych n � m zmien-
nych. Mo·zna to uczyníc na przyk÷ad metoda̧ eliminacji Gaussa. Metoda̧ ta̧
mo·zna równie·z wyznaczýc rzȩdy macierzy A i [A; b], a tak·ze usuná̧c liniowo
zale·zne równania jésli r(A) = r([A; b]) < m. Zilustrujemy to nastȩpuja̧cym
przyk÷adem.

Przyk÷ad 2.2.2. Przy pomocy metody eliminacji Gaussa przedstawimy
uk÷ad równań

2x1 + 3x2 � 4x3 + x4 = 2
4x1 + 2x2 � x3 + 2x4 = 1
6x1 + x2 + 2x3 � x4 = 1

12x1 + 6x2 � 3x3 + 2x4 = 4
w postaci kanonicznej.
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Uk÷ad ten przyjmuje w zapisie macierzowym postác2664
2 3 �4 1
4 2 �1 2
6 1 2 �1
12 6 �3 2

3775
2664
x1
x2
x3
x4

3775 =
2664
2
1
1
4

3775 :
Czasem zapisuje siȩ go równie·z w postaci2664

2 3 �4 1
4 2 �1 2
6 1 2 �1
12 6 �3 2

��������
2
1
1
4

3775 :
W tym przypadku nale·zy jednak pamiȩtác o tym, ·ze poszczególnym kolum-
nom przypisane sa̧ odpowiednie zmienne x1; x2; x3; x4 i ·ze kolejnóśc przy-
pisania mo·ze ulec zmianie w trakcie przekszta÷ceń uk÷adu, co bȩdzie mia÷o
miejsce w naszym przyk÷adzie.

Po przekszta÷ceniach elementarnych okréslonych w metodzie eliminacji
Gaussa (polegaja̧cych w tym przypadku na pomno·zeniu pierwszego równa-
nia przez �2 i dodaniu do drugiego, pomno·zeniu pierwszego równania
przez �3 i dodaniu do trzeciego, pomno·zeniu pierwszego równania przez
�6 i dodaniu do czwartego, dalej pomno·zeniu drugiego równania przez
�2 i dodaniu do trzeciego, nastȩpnie pomno·zeniu trzeciego równania przez
�1 i dodaniu do czwartego i w końcu zamianie kolejnósci zapisu zmiennych
x3 i x4) otrzymamy równowa·zny uk÷ad równań w zapisie macierzowym ze
wszystkimi elementami pod g÷ówna̧ przeka̧tna̧ równymi zeru2664

2 3 1 �4
0 �4 0 7
0 0 �4 0
0 0 0 0

3775
2664
x1
x2
x4
x3

3775 =
2664

2
�3
1
0

3775 :
Z zapisu tego widác, ·ze r(A) = r([A; b]) = 3. Dokonuja̧c dalszych prze-
kszta÷ceń elementarnych okréslonych w metodzie eliminacji Gaussa (pole-
gaja̧cych w tym przypadku na usuniȩciu równania czwartego �liniowo za-
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le·znego, na pomno·zeniu trzeciego równania przez 1=4 i dodaniu do pierw-
szego, nastȩpnie pomno·zeniu drugiego równania przez 3=4 i dodaniu do
pierwszego i w końcu na podzieleniu pierwszego równania przez 2, oraz
drugiego i trzeciego przez �4) otrzymamy postác kanoniczna̧

24 1 0 0 5
8

0 1 0 �7
4

0 0 1 0

35
2664
x1
x2
x4
x3

3775 =
24 0

3
4
�1
4

35
lub h

I eA i � xB
xN

�
= eb;

gdzie

xB = (x1; x2; x4)
>; xN = x3; eA =

24 5
8
�7
4
0

35 ;eb =
24 0

3
4
�1
4

35 :
Rozwia̧zanie uk÷adu równań mo·zna przedstawíc wówczas nastȩpuja̧co:

xB = eb� eAxN :
Powy·zszy opis ilustruje ogólny schemat: Zak÷adaja̧c, jak wy·zej, ·ze pierw-

sze m kolumn macierzy A jest liniowo niezale·znych, mo·zna uk÷ad równań
Ax = b przekszta÷cíc metoda̧ eliminacji Gaussa do tzw. postaci trapezowej:
A�x = b�, gdzie:

[A�; b�] =

2666666664

a�11 a�12 ::: a�1r a�1;r+1 ::: a�1n b�1
0 a�21 ::: a�2r a�2;r+1 ::: a�2n b�2
::: :::
0 0 ::: a�rr a�r;r+1 ::: a�rn b�r
0 0 ::: 0 0 ::: 0 b�r+1
::: :::
0 0 ::: 0 0 ::: 0 b�n

3777777775
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oraz a�11 6= 0; :::; a�rr 6= 0: Elementy b�r+1; :::; b�n decyduja̧ o istnieniu rozwia̧-
zania uk÷adu równań. Uk÷ad posiada rozwia̧zanie wtedy i tylko wtedy, gdy
wszystkie one sa̧ równe zeru. W przypadku istnienia rozwia̧zań ich ilóśc
zale·zy od r. Jésli r = n; to uk÷ad posiada dok÷adnie jedno rozwia̧zanie.
Jésli r < n; to uk÷ad posiada nieskończenie wiele rozwia̧zań zale·znych od
n � r parametrów. Jésli przynajmniej jeden z elementów b�r+1; :::; b

�
n jest

ró·zny od zera, to uk÷ad nie posiada rozwia̧zań.
Uk÷ad równań A�x = b� mo·zna teraz (w przypadku istnienia rozwia̧za-

nia) rozwia̧zác �od do÷u do góry�. Po przekszta÷ceniach elementarnych
opisanych w metodzie eliminacji Gaussa, otrzymamy równowa·zny mu uk÷ad
równań h

I eA i � xB
xN

�
= eb

lub inaczej xB = eb� eAxN :
W dalszej czȩ́sci tego rozdzia÷u zak÷adamy, ·ze r(A) = m. Jak za-

uwa·zylísmy wy·zej, za÷o·zenie to nie ogranicza ogólnósci rozwa·zań.
Rozwia̧zanie uk÷adu równań Ax = b mo·zna równie·z opisác inaczej.

Niech w zapisie blokowym A = [ AB AN ]; przy czym AB jest macierza̧
nieosobliwa̧ (detAB 6= 0): Nietrudno zauwa·zýc, ·ze za÷o·zenie to równie·z
nie ogranicza ogólnósci rozwa·zań (w razie potrzeby mo·zna ewentualnie

przenumerowác zmienne x1; :::; xn). Dalej, niech x =
�
xB
xN

�
(na przyk÷ad

xB = (x1; :::; xm)
>; xN = (xm+1; :::; xn)

>). Wspó÷rzȩdne wektora xB nazy-
wamy zmiennymi bazowymi, zás wspó÷rzȩdne wektora xN � zmiennymi
niebazowymi. Omawiany uk÷ad równań mo·zna zapisác w postaci

�
AB AN

� � xB
xN

�
= b

lub inaczej w postaci

ABxB +ANxN = b:
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Po lewostronnym pomno·zeniu obu stron ostatniego równania przez A�1B
otrzymamy

xB = A
�1
B b�A

�1
B ANxN : (2.3)

De�nicja 2.2.3. Nieosobliwa podmacierz AB stopnia m macierzy A nazy-
wa siȩ macierza̧ bazowa̧. Jest ona utworzona z m liniowo niezale·znych
kolumn macierzy A.

De�nicja 2.2.4. Niech A = [ AB AN ]; gdzie AB jest macierza̧ bazowa̧.
Wektor �x = (�x>B; 0)

>; gdzie �xB = A
�1
B b, nazywa siȩ rozwia̧zaniem bazowym

uk÷adu równań Ax = b. Wspó÷rzȩdne wektora xB danego równóscia̧ (2.3)
nazywaja̧ siȩ zmiennymi bazowymi. Pozosta÷e wspó÷rzȩdne wektora
x = (x>B; x

>
N )

> bȩda̧cego rozwia̧zaniem uk÷adu równań nazywaja̧ siȩ zmien-
nymi niebazowymi.

Uwaga 2.2.5. Ka·zde nieujemne rozwia̧zanie x uk÷adu równań Ax = b
nazywa siȩ rozwia̧zaniem dopuszczalnym. Zbiór rozwia̧zań dopuszczalnych
ZPL oznaczamy symbolem X. Rozwia̧zanie bazowe (xB; 0) nazywa siȩ do-
puszczalnym rozwia̧zaniem bazowym, jésli xB � 0:

Uwaga 2.2.6. Maksymalna liczba rozwia̧zań bazowych uk÷adu równań
Ax = b wynosi

�
n
m

�
. Mo·ze býc ich jednak mniej, jésli pewne podmacierze

typu m � m macierzy A bȩda̧ osobliwe. Ponadto niektóre z rozwia̧zań
bazowych moga̧ nie býc dopuszczalne.

De�nicja 2.2.7. Rozwia̧zanie bazowe (x>B; 0)
> nazywa siȩ zdegenerowa-

nym, jésli przynajmniej jedna ze zmiennych bazowych jest równa zeru. W
przeciwnym wypadku rozwia̧zanie bazowe nazywa siȩ niezdegenerowanym.

De�nicja 2.2.8. Dopuszczalne rozwia̧zanie x� ZPL nazywa siȩ rozwia̧za-
niem optymalnym, jésli nie istnieje rozwia̧zanie dopuszczalne ZPL o wiȩkszej
(albo mniejszej w przypadku minimalizacji) wartósci funkcji celu ni·z c>x�.
Zbiór rozwia̧zań optymalnych ZPL oznaczamy symbolem X�. Jésli do-
puszczalne rozwia̧zanie bazowe jest rozwia̧zaniem optymalnym, to nazywa
siȩ ono optymalnym rozwia̧zaniem bazowym.
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W przypadku, gdy ZPL jest dane w postaci standardowej, jego funkcjȩ
celu mo·zemy zapisác nastȩpuja̧co:

z = c>x = c>BxB + c
>
NxN

Po wstawieniu w miejsce xB wyra·zenia okréslonego równóscia̧ (2.3)
otrzymamy

z = c>BA
�1
B b+ (c

>
N � c>BA�1B AN )xN (2.4)

W zagadnieniach ekonomicznych wektor c>BA
�1
B nazywa siȩ wektorem cen

ukrytych, wektor c>BA
�1
B AN � wektorem kosztów równowa·znych, wektor

c>N �c>BA
�1
B AN �wektorem kosztów zredukowanych, zás przeciwny do niego

wektor c>BA
�1
B AN � c>N �wektorem ujemnych kosztów zredukowanych. Po-

damy teraz interpretacjȩ tych pojȩ́c na przyk÷adzie zagadnienia produk-
cyjnego (przyk÷ad 2.1.4). Przypúścmy, ·ze x = (x>B; x

>
N )

> jest pewnym
rozwia̧zaniem dopuszczalnym (wektorem udzia÷ów surowcowych) i, ·ze
x0 = (x0>B ; x

0>
N )

> jest takim rozwia̧zaniem dopuszczalnym, ·ze x0N = xN + ej
i x0B = A

�1
B b�A

�1
B ANx

0
N . Inaczej mówia̧c, j-ta̧ zmienna̧ niebazowa̧ (udzia÷

j-tego surowca) zwiȩkszono o jednostkȩ, a zmienne bazowe zmieniono tak,
aby x0 by÷o nadal rozwia̧zaniem dopuszczalnym. Niech z i z0 bȩda̧ wartós-
ciami funkcji celu odpowiadaja̧cymi tym rozwia̧zaniom. Wówczas z równós-
ci (2.4) otrzymamy po prostych przekszta÷ceniach

z0 = z � (c>BA�1B Aj � cj);

gdzie Aj oznacza j-ta̧ kolumnȩ macierzy A. Widzimy wiȩc, ·ze zwiȩkszenie
udzia÷u j-tego surowca o jednostkȩ (przy zachowaniu pro�lu produkcji)
powoduje redukcjȩ wartósci funkcji celu (kosztów surowcowych) o wielkóśc
c>BA

�1
B Aj � cj . Zauwa·zmy, ·ze wielkóśc ta jest j-ta̧ wspó÷rzȩdna̧ wektora

ujemnych kosztów zredukowanych. Jésli przy takiej zamianie rozwia̧zania
x na x0 (zwiȩkszenie udzia÷u j-tego surowca o jednostkȩ) funkcja celu (koszty
surowcowe) mia÷aby pozostác bez zmiany, to oczywíscie

cj = c
>
BA

�1
B Aj ;
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czyli cena jednostki j-tego surowca musia÷aby býc równa j-tej wspó÷rzȩdnej
wektora kosztów równowa·znych. Przy okazji zauwa·zmy, ·ze je·zeli x jest
(bazowym) rozwia̧zaniem optymalnym zadania minimalizacji, to wszystkie
koszty zredukowane dla zmiennych niebazowych (nie u·zywanych surowców)
sa̧ nieujemne albo inaczej ich koszty równowa·zne sa̧ równe co najwy·zej
jednostkowym cenom surowcowym. Dla rozwia̧zania optymalnego zada-
nia maksymalizacji wszystkie ujemne koszty zredukowane dla zmiennych
niebazowych sa̧ nieujemne.

Interpretacja ekonomiczna wektora cen ukrytych bȩdzie podana pó́zniej.

Przyk÷ad 2.2.9. Okréslimy wszystkie bazowe rozwia̧zania dopuszczalne
uk÷adu równań �

1 2 1
2 1 5

�24 x1x2
x3

35 = � 4
5

�
:

Oczywíscie r(A) = 2:
a) Wybieraja̧c B = f1; 2g otrzymamy xB = (2; 1)> i dopuszczalne

rozwia̧zanie bazowe x = (2; 1; 0)>,
b) wybieraja̧c z koleiB = f2; 3g otrzymamy xB = (53 ;

2
3)
> i dopuszczalne

rozwia̧zanie bazowe x = (0; 53 ;
2
3)
>.

c) natomiast wybieraja̧c B = f1; 3g otrzymamy xB = (5;�1)> i niedo-
puszczalne rozwia̧zanie bazowe x = (5; 0;�1)>.

Przyk÷ad 2.2.10. Wyznaczymy wszystkie bazowe rozwia̧zania dopuszczal-
ne ZPL:

maksymalizowác c1x1 + c2x2
przy ograniczeniach �x1 + 2x2 � 8

x1 + x2 � 10
2x1 + x2 � 16

x1 � 6
x1; x2 � 0:
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Postác standardowa tego zadania w zapisie macierzowym wygla̧da nastȩpu-
ja̧co:

maksymalizowác c1x1 + c2x2

przy ograniczeniach

2664
�1 2 1 0 0 0
1 1 0 1 0 0
2 1 0 0 1 0
1 0 0 0 0 1

3775
26666664

x1
x2
x3
x4
x5
x6

37777775 =
2664
8
10
16
6

3775
Oczywíscie r(A) = r([A; b]) = 4. Niektóre z rozwia̧zań bazowych przedsta-
wiaja̧ siȩ nastȩpuja̧co:

a) dla B = f2; 4; 5; 6g, xB = (4; 6; 12; 6)> i x = (0; 4; 0; 6; 12; 6)> jest
dopuszczalnym rozwia̧zaniem bazowym,

b) dla B = f1; 2; 5; 6g, xB = (4; 6; 2; 2)> i x = (4; 6; 0; 0; 2; 2)> jest
dopuszczalnym rozwia̧zaniem bazowym,

c) dla B = f1; 2; 3; 4g, xB = (6; 4; 6; 0)> i x = (6; 4; 6; 0; 0; 0)> jest
rozwia̧zaniem zdegenerowanym,

d) dla B = f1; 2; 3; 5g, xB = (6; 4; 6; 0)> i x = (6; 4; 6; 0; 0; 0)> jest
rozwia̧zaniem zdegenerowanym,

e) dla B = f1; 2; 3; 6g, xB = (6; 4; 6; 0)> i x = (6; 4; 6; 0; 0; 0)> jest
rozwia̧zaniem zdegenerowanym,

f) dla B = f1; 3; 4; 5g, xB = (6; 14; 4; 4)> i x = (6; 0; 14; 4; 4; 0)> jest
dopuszczalnym rozwia̧zaniem bazowym,

g)dla B = f3; 4; 5; 6g, xB = (8; 10; 16; 6)> i x = (0; 0; 8; 10; 16; 6)> jest
dopuszczalnym rozwia̧zaniem bazowym,

h) dla B = f1; 2; 4; 6g, xB = (245 ;
32
5 ;�

6
5 ;
6
5)
> i x = (245 ;

32
5 ; 0;�

6
5 ; 0;

6
5)
>

jest niedopuszczalnym rozwia̧zaniem bazowym.
Poza tym istnieje jeszcze 6 niedopuszczalnych rozwia̧zań bazowych.
Zwró́cmy uwagȩ na to, ·ze trzem ró·znym wyborom zbioru B odpowiada

jedno (potrójne) rozwia̧zanie zdegenerowane. Czytelnikowi zalecamy nary-
sowanie zbioru rozwia̧zań dopuszczalnych omawianego zadania i porów-
nanie wierzcho÷ków tego zbioru z wyznaczonymi bazowymi rozwia̧zaniami
dopuszczalnymi.
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Ćwiczenie 2.2.11. Przedstawíc:
a) problem ogrodnika (przyk÷ad 2.1.1);
b) zagadnienie diety (przyk÷ad 2.1.3);

jako ZPL w postaci klasycznej i standardowej i rozwia̧zác te zadania gra�cz-
nie.

Ad a) Postác klasyczna tego problemu wygla̧da nastȩpuja̧co:

maksymalizowác x1 + 2x2
przy ograniczeniach x1 + x2 � 100

6x1 + 9x2 � 720
x2 � 60

x1; x2 � 0:

Sta̧d otrzymujemy postác standardowa̧ (która jest jednoczésnie postacia̧
kanoniczna̧):

maksymalizowác x1 + 2x2

przy ograniczeniach

24 1 1 1 0 0
6 9 0 1 0
0 1 0 0 1

35
266664
x1
x2
u1
u2
u3

377775 =

24 100720
60

35
x1; x2; u1; u2; u3 � 0:

Ad b) Postác klasyczna tego problemu wygla̧da nastȩpuja̧co:

minimalizowác 5x1 + 7x2
przy ograniczeniach 2x1 + x2 � 6

2x1 + 4x2 � 12
7x2 � 4

x1; x2 � 0
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albo
maksymalizowác �5x1 � 7x2

przy ograniczeniach �2x1 � x2 � �6
�2x1 � 4x2 � �12

�7x2 � �4
x1; x2 � 0:

Pozosta÷̧a czȩ́śc zadania pozostawiamy do uzupe÷nienia czytelnikowi.

2.3. Podstawy teoretyczne

Naukȩ buduje siȩ z faktów, tak jak dom buduje siȩ z kamieni.
Jednak zbiór faktów nie jest jeszcze nauka̧, tak jak stos kamieni
nie jest jeszcze domem.

[H. Poincaré]

W niniejszym ustȩpie zestawiamy pojȩcia i twierdzenia dotycza̧ce zbiorów
i funkcji wypuk÷ych, które bȩda̧ nam potrzebne w dalszej czȩ́sci. Niektóre
z twierdzeń przedstawiamy bez dowodów. Dowody te mo·zna znaléźc
w podrȩcznikach do analizy wypuk÷ej, na przyk÷ad w podrȩcznikach J. B.
Hiriarta-Urruty�ego i C. Lemaréchala [10, 11].

2.3.1. Zbiory wypuk÷e

De�nicja 2.3.1. Zbiór K � Rn nazywa siȩ zbiorem wypuk÷ym, jésli dla
dowolnych x; y 2 K i dla ka·zdego � 2 [0; 1]

(1� �)x+ �y 2 K:

Otoczka̧ wypuk÷̧a zbioru S � Rn nazywamy najmniejszy zbiór wypuk÷y
zawieraja̧cy S. Oznaczamy ja̧ symbolem convS. Kombinacja̧ wypuk÷̧a ele-
mentów x1; :::; xm 2 Rn nazywamy element x 2 Rn postaci

x =

mX
i=1

�ixi;
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gdzie �i � 0; i = 1; :::;m;
Pm
i=1 �i = 1, m 2 N.

Czytelnikowi pozostawiamy dowód nastȩpuja̧cego lematu.

Lemat 2.3.2. Podzbiór C � Rn jest wypuk÷y wtedy i tylko wtedy, gdy do
C nale·zy dowolna kombinacja wypuk÷a jego elementów.

Przyk÷ad 2.3.3. Podamy teraz wa·zne dla zastosowań przyk÷ady zbiorów
wypuk÷ych:

a) Przekrój dowolnej rodziny zbiorów wypuk÷ych jest zbiorem wypuk÷ym.

b) Dowolna podprzestrzeń a�niczna, w szczególnósci dowolna hiperp÷asz-
czyzna fx 2 Rn : a>x = bg jest zbiorem wypuk÷ym.

c) Dowolna pó÷przestrzén fx 2 Rn : a>x � bg jest zbiorem wypuk÷ym.

d) Poniewa·z przekrój dowolnej liczby zbiorów wypuk÷ych jest zbiorem
wypuk÷ym, wiȩc w szczególnósci zbiory postaci\

i2I
fx 2 Rn : a>i x = big

sa̧ wypuk÷e. Oczywíscie algebraicznie sa̧ one zbiorami rozwia̧zań uk-
÷adu równań liniowych a>i x = bi, i 2 I:

e) Z tych samych powodów wypuk÷e sa̧ zbiory postaci\
i2I
fx 2 Rn : a>i x � big:

W przypadku, gdy I jest zbiorem skończonym, zbiory takie nazy-
wamy zbiorami wielósciennymi . Szczególnym przypadkiem zbioru
wielósciennego jest sympleks standardowy , zde�niowany nastȩpuja̧co

�m = fw = (�1; :::; �m)> 2 Rm : �i � 0; i = 1; :::;m;
mX
i=1

�i = 1g:
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Innym przyk÷adem zbioru wielósciennego jest zbiór rozwia̧zań dopusz-
czalnych X zadania programowania liniowego. Zbiorem wielóscien-
nym jest równie·z zbiór rozwia̧zań optymalnychX� tego zadania ponie-
wa·z

X� = X \ fx 2 Rn : c>x = c>x�g;

gdzie x� jest ustalonym elementem zbioru X�. Tak wiȩc zbiory X
i X� sa̧ wypuk÷e.

f) Dowolna kula B(y; r) = fx 2 Rn : kx � yk � rg jest zbiorem wy-
puk÷ym.

Lemat 2.3.4. Otoczka wypuk÷a zbioru S � Rn jest postaci

convS =

(
mX
i=1

�ixi : xi 2 S; w = (�1; :::; �m)> 2 �m; m 2 N
)
: (2.5)

Dowód
��� Na mocy de�nicji 2.3.1 convS jest zbiorem wypuk÷ym. Skoro

convS � S, wiȩc z lematu 2.3.2 wynika, ·ze convS zawiera równie·z wszyst-
kie kombinacje wypuk÷e elementów zbioru S.

��� Nietrudno pokazác, ·ze zbiór po prawej stronie równósci (2.5) jest
wypuk÷y. Zawiera on S, wiȩc zgodnie z de�nicja̧ 2.3.1 zawiera on równie·z
convS. �

Liczbȩ elementów wchodza̧cych do kombinacji wypuk÷ych, o których
mowa w równósci (2.5) mo·zna ograniczýc. Zachodzi bowiem nastȩpuja̧ce
twierdzenie.

Twierdzenie 2.3.5 (Carathéodory). Otoczka wypuk÷a zbioru S � Rn
sk÷ada siȩ ze wszystkich kombinacji wypuk÷ych co najwy·zej n+1 elementów
zbioru S:

convS =

(
mX
i=1

�ixi : xi 2 S; w = (�1; :::; �m)> 2 �m; m � n+ 1
)
:
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Dowód. Niech x 2 conv S. Zgodnie z równóscia̧ (2.5) x =
Pm
i=1 �ixi

dla m 2 N, x1; :::; xm 2 S i � 2 �m. Spósród wszystkich przedstawień
wektora x w przedstawionej postaci mo·zemy wybrác to, dla którego liczba
m jest najmniejsza. Pozostaje pokazác, ·ze m � n + 1. Przypúścmy, ·ze
jest przeciwnie. Niech x0i = (xi; 1) 2 Rn � R. Poniewa·z m > n + 1,
wiȩc wektory x0i; i = 1; :::;m; sa̧ liniowo zale·zne. Oznacza to, ·ze istnieja̧
takie liczby �1; :::; �m nie wszystkie równe zeru, ·ze

Pm
i=1 �ix

0
i = 0, czyliPm

i=1 �ixi = 0 i
Pm
i=1 �i = 0. Tak wiȩc ẃsród �i; i = 1; :::;m; istnieja̧

liczby dodatnie. Niech

"0 =
�i0
�i0

= min

�
�i
�i
: �i > 0; i = 1; :::;m

�
(2.6)

i niech
��i = �i � "0�i; i = 1; :::;m:

Z równósci (2.6) wynika, ·ze ��i � 0 dla i = 1; :::;m i ·ze ��i0 = 0. Zatem

mX
i=1

��ixi =

mX
i=1

�ixi � "0
mX
i=1

�ixi = x

i
mX
i=1

��i =
mX
i=1

�i � "0
mX
i=1

�i =
mX
i=1

�i = 1:

Poniewa·z ��i0 = 0, wiȩc widzimy, ·ze x mo·zna przedstawíc jako kombinacjȩ
wypuk÷̧a m� 1 elementów. �

2.3.2. Punkty ekstremalne

De�nicja 2.3.6. Punkt x nale·za̧cy do zbioru wypuk÷ego K � Rn nazywa
siȩ punktem ekstremalnym tego zbioru, jésli nie jest środkiem odcinka ÷̧acza̧-
cego dwa ró·zne punkty zbioru K:

x =
1

2
(x0 + x00) i x0; x00 2 K ) x0 = x00:
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Zbiór punktów ekstremalnych zbioru K oznaczamy symbolem extK.
W przypadku, gdy K jest zbiorem wielósciennym, jego punkty ekstremalne
nazywaja̧ siȩ wierzcho÷kami.

Przyk÷ad 2.3.7. Podamy zbiory punktów ekstremalnych dla wybranych
zbiorów wypuk÷ych.

a) Dla K = [a; b] � R; przy czym a � b; extK = fa; bg;

b) dla K = Rn+ = fx 2 Rn : x � 0g; extK = f0g;

c) dla K = �m; extK = fei : i = 1; :::;mg;

d) dla K = fx 2 Rn : Ax = bg; extK = K jésli uk÷ad równań
Ax = b posiada dok÷adnie jedno rozwia̧zanie i extK = ; w przeci-
wnym wypadku.

Twierdzenie 2.3.8. Niech X = fx 2 Rn : Ax = b; x � 0g bȩdzie zbiorem
rozwia̧zán dopuszczalnych zadania programowania liniowego w postaci stan-
dardowej. Wówczas x 2 X jest wierzcho÷kiem zbioru X wtedy i tylko wtedy,
gdy x jest bazowym rozwia̧zaniem dopuszczalnym.

Dowód
()) Niech x bȩdzie wierzcho÷kiem zbioru X. Zapiszmy (po ewentu-

alnym przenumerowaniu zmiennych) x = (x1; :::; xk; 0; :::; 0)>, gdzie xi > 0
dla i = 1; :::; k. Oznaczmy K = f1; :::; kg i xK = (x1; :::; xk)

>. Poka·zemy,
·ze macierz AK = [ A1; :::; Ak ]ma liniowo niezale·zne kolumny (r(AK) = k).
Przypúścmy, ·ze jest przeciwnie, tzn. AKaK = 0 dla pewnego niezerowego
wektora aK = (�1; :::; �k)>. Niech a = (�1; :::; �k; 0; :::; 0)> 2 Rn. Oczywís-
cie wektor a jest równie·z niezerowy. Niech " > 0 bȩdzie liczba̧ na tyle ma÷̧a,
·ze x0 = x+ "a � 0 i x00 = x� "a � 0. Taka liczba istnieje, poniewa·z xi > 0
dla i = 1; :::; k. Zauwa·zmy, ·ze x0 i x00 sa̧ rozwia̧zaniami dopuszczalnymi,
gdy·z

A(x� "a) = Ax� "Aa = b� "AKaK = b:
Ale x = 1

2(x
0 + x00) i x0 6= x00, gdy·z " 6= 0. Zatem x nie jest wierz-

cho÷kiem zbioru X. Uzyskana sprzecznóśc dowodzi, ·ze r(AK) = k, a wiȩc
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k � m, gdy·z r(A) = m. Do÷̧aczmy kolumny Ak+1; :::; Am (po ewentu-
alnym ich przenumerowaniu) do macierzy AK tak, aby powsta÷a macierz
AB = [A1; :::; Am] by÷a bazowa (nieosobliwa). Niech AN = [Am+1; :::; An].
Oznaczmy xB = (x1; :::; xk; 0; :::; 0| {z }

m�k

)>. Mamy wiȩc x = (x>B; 0)
> i widác, ·ze

x jest dopuszczalnym rozwia̧zaniem bazowym, gdy·z

b = Ax = [AB; AN ]x = ABxB

czyli xB = A
�1
B b oraz x � 0. Ponadto, jésli k < m, to rozwia̧zanie to jest

zdegenerowane.
(() Niech AB bȩdzie macierza̧ bazowa̧ i niech x = (x>B; 0)

>, gdzie
xB = A�1B b bȩdzie bazowym rozwia̧zaniem dopuszczalnym. Przypúścmy,
·ze x = 1

2(x
0 + x00) dla pewnych rozwia̧zań dopuszczalnych x0 = (x0>B ; x

0>
N )

>

i x00 = (x00>B ; x
00>
N )

>. Mamy wiȩc

xB =
1

2
(x0B + x

00
B)

oraz

0 =
1

2
(x0N + x

00
N ):

W istocie x0N = x00N = 0, bowiem jésli suma nieujemnych wektorów jest
wektorem zerowym, to wektory te sa̧ wektorami zerowymi. Ponadto

b = Ax0 = [AB; AN ]x
0 = ABx

0
B;

czyli x0B = A�1B b. Podobnie, x
00
B = A�1B b. Tak wiȩc x

0
B = x00B. Zatem

x0 = x00. Pokazalísmy wiȩc, ·ze x jest wierzcho÷kiem zbioru X. �

Uwaga 2.3.9. Powy·zsze twierdzenie jest prawdziwe równie·z dla postaci
klasycznej zadania programowania liniowego. W celu pokazania tej wersji
twierdzenia nale·zy najpierw sprowadzíc zbiór ograniczeń

X = fx 2 Rn : Ax � b; x � 0g
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do postaci standardowej

�X = fw 2 Rn+m : �Aw = b; w � 0g;

gdzie �A = [A; I], w = (x>; u>)>, dla której to postaci twierdzenie zosta÷o
wy·zej pokazane. Nastȩpnie nale·zy zauwa·zýc, ·ze jésli punkt w = (x>; u>)>

jest wierzcho÷kiem zbioru �X, to x jest wierzcho÷kiem zbioru X oraz jésli
x jest wierzcho÷kiem zbioru X i wektor u 2 Rm jest taki, ·ze Ax + u = b,
to punkt w = (x>; u>)> jest wierzcho÷kiem zbioru �X (dowody tych faktów
pozostawiamy czytelnikowi jako ćwiczenie).

2.3.3. Projekcja metryczna na zbiór wypuk÷y

De�nicja 2.3.10. Niech C � Rn i niech x 2 Rn. Punkt y = PC(x) 2 C
nazywamy projekcja̧ metryczna̧ punktu x na zbiór C jésli

8z2C kx� yk � kx� zk:

Wprawdzie projekcjȩ metryczna̧ mo·zna zde�niowác dla dowolnej normy,
jednak bȩda̧ nas interesowác w÷asnósci tej projekcji dla normy indukowanej
przez iloczyn skalarny. W dalszym cia̧gu tego ustȩpu zak÷adamy wiȩc, ·ze
kxk =

p
hx; xi dla pewnego iloczynu skalarnego h�; �i.

Twierdzenie 2.3.11. Niech C � Rn bȩdzie zbiorem niepustym, domkniȩ-
tym i wypuk÷ym. Wówczas dla dowolnego x 2 Rn istnieje dok÷adnie jedna
jego projekcja metryczna na C.

Dowód. Twierdzenie poka·zemy najpierw dla x = 0. Niech
d = inffkyk : y 2 Cg i niech cia̧g (yk) � C bȩdzie wybrany tak, by
kykk ! d. Dowód rozbijemy na trzy czȩ́sci.

a) Poka·zemy, ·ze (yk) jest cia̧giem Cauchy�ego. Niech " > 0 i niech
k0 2 N bȩdzie takie, ·ze kykk2 � d2 + "=4 dla k � k0. Niech k; l � k0.
Oczywíscie 1

2yk +
1
2yl 2 C poniewa·z C jest wypuk÷y. Sta̧d 1

2kyk + ylk � d.
Korzystaja̧c z to·zsamósci równoleg÷oboku otrzymujemy w konsekwencji:

kyk � ylk2 = 2kykk2 + 2kylk2 � kyk + ylk2
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� 2(d2 + "=4) + 2(d2 + "=4)� 4d2 = ";
tzn. (yk) jest cia̧giem Cauchy�ego.

b) Z a) wynika, ·ze yk zbiega do pewnego y 2 Rn, gdy·z Rn jest przestrze-
nia̧ zupe÷na̧. Ponadto y 2 C, poniewa·z C jest domkniȩty. Sta̧d i z cia̧g÷ósci
normy wynika, ·ze kyk = d. Oznacza to, ·ze y = PC(0).

c) Poka·zemy teraz, ·ze projekcja metryczna okréslona jest jednoznacznie.
Niech y0 2 C i niech ky0k = d. Z wypuk÷ósci C otrzymujemy 1

2y+
1
2y
0 2 C.

Ponadto
d � k1

2
y +

1

2
y0k � 1

2
kyk+ 1

2
ky0k = d;

a wiȩc ky + y0k = 2d. Korzystaja̧c powtórnie z to·zsamósci równoleg÷oboku
mamy:

ky � y0k2 = 2kyk2 + 2ky0k2 � ky + y0k2 = 2d2 + 2d2 � 4d2 = 0;

czyli y = y0.
Poniewa·z PC(x) = x + PC�x(0), wiȩc twierdzenie jest prawdziwe dla

dowolnego x 2 Rn. �

Uwaga 2.3.12. Istnienie projekcji metrycznej na zbiór C � Rn mo·zna
pokazác prósciej korzystaja̧c z cia̧g÷ósci normy i z twierdzenia Weierstrassa.
Natomiast przeprowadzony powy·zej dowód wskazuje, ·ze twierdzenie 2.3.11
jest prawdziwe równie·z dla dowolnej przestrzeni Hilberta.

Twierdzenie 2.3.13. Niech x 2 Rn, C � Rn bȩdzie zbiorem niepustym,
domkniȩtym i wypuk÷ym i niech y 2 C. Wówczas nastȩpuja̧ce warunki sa̧
równowa·zne

(i) y = PC(x),

(ii) hx� y; z � yi � 0 dla dowolnego z 2 C:

Dowód
(i))(ii). Niech y = PC(x) i niech z 2 C. Ponadto, niech

z� = y + �(z � y)
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dla � 2 (0; 1). Oczywíscie z� 2 C; poniewa·z C jest wypuk÷y. Z (i)
i z w÷asnósci iloczynu skalarnego mamy wiȩc

kx� yk2 � kx� z�k2 = kx� y � �(z � y)k2

= kx� yk2 � 2�hx� y; z � yi+ �2kz � yk2:
Skoro � > 0, wiȩc

hx� y; z � yi � �

2
kz � yk2;

a poniewa·z � jest dowolna̧ liczba̧ z przedzia÷u (0; 1), wiȩc musi zachodzíc
(ii).

(ii))(i). Z w÷asnósci iloczynu skalarnego oraz z (ii) mamy dla dowol-
nego z 2 C

kz � xk2 = kz � yk2 + ky � xk2 + 2hz � y; y � xi � ky � xk2;

co na mocy de�nicji projekcji metrycznej daje (i). �

2.3.4. Twierdzenia o oddzielaniu i ich konsekwencje

Twierdzenie 2.3.14 (o ostrym oddzielaniu). Niech C � Rn bȩdzie
zbiorem niepustym, domkniȩtym i wypuk÷ym i niech x =2 C. Wówczas ist-
nieje taki wektor s 2 Rn, ·ze

hs; xi > supfhs; yi : y 2 Cg:

Dowód. Niech s = x � PC(x). Wówczas z twierdzenia 2.3.13 wynika
prosto, ·ze dla ka·zdego y 2 C

hx� y; si � ksk2;

czyli
hs; xi � hs; yi+ ksk2:

Zauwa·zmy, ·ze s 6= 0, bo C jest domkniȩty i x =2 C. Zatem

hs; xi � supfhs; yi : y 2 Cg+ ksk2 > supfhs; yi : y 2 Cg:

�
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Wniosek 2.3.15. Niech A;B � Rn bȩda̧ zbiorami wypuk÷ymi i domkniȩty-
mi, przy czym jeden z nich jest zbiorem zwartym. Jésli A \ B = ;,
to istnieje taki wektor s 2 Rn, ·ze

inffhs; ui : u 2 Ag > supfhs; vi : v 2 Bg.

Dowód. Niech C = B � A = fz 2 Rn : z = v � u; v 2 B; u 2 Ag.
Nietrudno zauwa·zýc,·ze C jest zbiorem wypuk÷ym. Ponadto C jest zbiorem
domkniȩtym, poniewa·z A i B sa̧ domkniȩte, a jeden z nich zwarty. Istotnie,
niech (zn) � C i niech zn ! z. Wówczas zn = vn � un, gdzie un 2 A
i vn 2 B. Przypúścmy, ·ze zbiór A jest zwarty. Wówczas istnieje podcia̧g
zbie·zny (unk) cia̧gu (un). Niech u = limk!1 unk . Wówczas

vnk = znk + unk ! v = z + u:

Oczywíscie u 2 A i v 2 B, poniewa·z A i B sa̧ zbiorami domkniȩtymi.
Mamy wiȩc z = v�u 2 B�A = C. Oznacza to, ·ze zbiór C jest domkniȩty.
Poniewa·z, A\B = ;, wiȩc 0 =2 C. Na mocy twierdzenia o ostrym oddziela-
niu istnieje taki wektor s 2 Rn, ·ze

0 = hs; 0i > supfhs; yi : y 2 Cg
= supfhs; v � ui : u 2 A, v 2 Bg
= supfhs; vi : v 2 Bg � inffhs; ui : u 2 Ag.

�

Twierdzenie 2.3.16 (o s÷abym oddzielaniu). Niech C � Rn bȩdzie
zbiorem niepustym i wypuk÷ym i niech x =2 C. Wówczas istnieje s 2 Rn
takie, ·ze

hs; xi � supfhs; yi : y 2 Cg:

Dowód. Jésli x =2 clC, to teza wynika z twierdzenia o ostrym od-
dzielaniu. Niech wiȩc x 2 clC nC. Poniewa·z ten ostatni zbiór jest zawarty
w brzegu zbioru C, wiȩc istnieje cia̧g xk ! x, xk =2 clC: Z twierdzenia
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o ostrym oddzielaniu wynika, ·ze istnieje cia̧g sk 6= 0 taki, ·ze dla ka·zdego
y 2 C

hsk; xki > hsk; yi
lub inaczej

h skkskk
; xki > h

sk
kskk

; yi:

Cia̧g sk=kskk jest ograniczony, posiada on wiȩc podcia̧g zbie·zny do pewnego
wektora unormowanego, powiedzmy do s. Przechodza̧c do granicy i korzys-
taja̧c z cia̧g÷ósci iloczynu skalarnego otrzymamy

hs; xi � hs; yi

dla ka·zdego y 2 C, co jest równowa·zne tezie twierdzenia. �

Wniosek 2.3.17. Niech A;B � Rn bȩda̧ zbiorami wypuk÷ymi i domkniȩty-
mi. Jésli A \B = ;, to istnieje taki wektor s 2 Rn, ·ze

inffhs; ui : u 2 Ag � supfhs; vi : v 2 Bg.

Dowód powy·zszego wniosku przeprowadza siȩ podobnie do dowodu
wniosku 2.3.15, przy czym nale·zy w nim skorzystác z twierdzenia o s÷abym
oddzielaniu.

De�nicja 2.3.18. Ograniczony zbiór wielóscienny nazywa siȩ wielóscianem.

Twierdzenie 2.3.19 (Minkowski). Wielóscian K jest otoczka̧ wypuk÷̧a
zbioru swoich punktów ekstremalnych:

K = conv extK:

Dowód indukcyjny twierdzenia Minkowskiego wzglȩdem wymiaru prze-
strzeni oparty na twierdzeniu o oddzielaniu mo·zna znaléźc w podrȩcznikach
do analizy wypuk÷ej, np. w podrȩczniku J. B. Hiriarta-Urruty�ego i C.
Lemaréchala [10, twierdzenie 2.3.4]. Podobne twierdzenie mo·zna sformu÷o-
wác dla zwartych i wypuk÷ych podzbiorów dowolnej lokalnie wypuk÷ej przes-
trzeni liniowo-topologicznej. Nosi ono nazwȩ twierdzenia Kreina�Milmana.
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Uwaga 2.3.20. Prawdziwe jest równie·z twierdzenie w pewnym sensie od-
wrotne do twierdzenia Minkowskiego: otoczka wypuk÷a zbioru skończonego
jest wielóscianem.

Twierdzenie 2.3.21. Jésli zbiór rozwia̧zán dopuszczalnych X zadania
programowania liniowego (w postaci klasycznej lub standardowej) jest nie-
pusty, to posiada on przynajmniej jeden wierzcho÷ek.

Dowód. Poka·zemy najpierw, ·ze funkcja f(x) = e>x osia̧ga minimum
na zbiorze X, gdzie e = (1; :::; 1)> Niech z 2 X: Wówczas oczywíscie

inffe>x : x 2 Xg = inffe>x : e>x � e>z; x 2 Xg:

Poniewa·z zbiór �X = fx 2 Rn : e>x � e>z; x 2 Xg jest zwarty jako
podzbiór domkniȩty zbioru zwartego fx 2 Rn+ : e>x � e>zg i funkcja f jest
cia̧g÷a, wiȩc osia̧ga ona minimum na �X, równe powiedzmy �.
Z postaci zbioru �X wynika, ·ze f osia̧ga równie·z minimum równe � na
zbiorze X. Zbiór X� = fx 2 X : e>x = �g jest wielóscianem, wiȩc na
mocy twierdzenia Minkowskiego posiada punkt ekstremalny �x. Poka·zemy,
·ze jest on równie·z punktem ekstremalnym zbioru X. Niech �x = 1

2x
0 + 1

2x
00

dla x0; x00 2 X. Mamy

� = e>�x =
1

2
e>x0 +

1

2
e>x00 � �;

wiȩc e>x0 = e>x00 = �. Zatem x0; x00 2 X�. W konsekwencji x0 = x00, bo �x
jest punktem ekstremalnym zbioru X�. �

Uwaga 2.3.22. Liczba wierzcho÷ków zbioru rozwia̧zań dopuszczalnych X
zadania programowania liniowego wynosi co najwy·zej:

a)
�
n
m

�
dla postaci standardowej,

b)
�
n+m
m

�
dla postaci klasycznej.

Fakt ten wynika bezpósrednio z twierdzenia 2.3.8 i z uwagi 2.2.6.
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2.3.5. Funkcje wypuk÷e

De�nicja 2.3.23. Funkcja f : Rn �! R nazywa siȩ wypuk÷̧a, jésli

8x;y2Rn 8�2[0;1] f((1� �)x+ �y) � (1� �)f(x) + �f(y):

Funkcja f : Rn �! R nazywa siȩ wklȩs÷̧a, jésli �f jest funkcja̧ wypuk÷̧a lub
inaczej

8x;y2Rn 8�2[0;1] f((1� �)x+ �y) � (1� �)f(x) + �f(y):

Lemat 2.3.24. Funkcja wypuk÷a f : Rn �! R jest lokalnie ograniczona
z góry, tzn. dla dowolnego x 2 Rn istnieje r > 0 takie, ·ze f jest ograniczona
z góry na kuli B(x; r):

Dowód. Niech x0 = x � 1
2ne, xi = x0 + ei, i = 1; :::; n, gdzie

e = (1; :::; 1)>) i niech

� = convfxi : i = 0; 1; :::; ng:

Czytelnikowi pozostawiamy dowód faktu, ·ze�ma niepuste wnȩtrze (wystar-
czy pokazác na przyk÷ad, ·ze B(x; 12n) � �. Niech c bȩdzie maksymalna̧
wartóscia̧ funkcji f na zbiorze wierzcho÷ków x0; x1; :::; xn zbioru �. Wów-
czas dla r > 0 takiego, ·ze B(x; r) � � i dla dowolnego y 2 B(x; r) mamy
y =

Pn
i=0 �ixi, dla pewnego w = (�1; :::; �m)

> 2 �n, i

f(y) = f(

nX
i=0

�ixi) �
nX
i=0

�if(xi) � c
nX
i=0

�i = c:

�

Twierdzenie 2.3.25. Funkcja wypuk÷a f : Rn �! R jest cia̧g÷a.

Dowód. Niech x 2 Rn i niech h : Rn �! R, h(z) = f(x + z) � f(x):
Oczywíscie h jest wypuk÷a i h(0) = 0. Na mocy lematu 2.3.24 istnieja̧ wiȩc
r > 0 i c 2 R takie, ·ze h(z) � c dla z 2 B(0; r). Niech z 2 B(0; r), z 6= 0
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i niech y = r
kzkz. Wówczas oczywíscie kyk = r i z = �y dla � =

kzk
r . Mamy

wiȩc

h(z) = h(�y) = h(�y + (1� �)0) � �h(y) + (1� �)h(0) � kzk
r
c:

Z drugiej strony

0 = h(0) = h(
1

2
z +

1

2
(�z)) � 1

2
h(z) +

1

2
h(�z);

czyli

h(z) � �h(�z) � �kzk
r
c;

bo �z 2 B(0; r). Sta̧d j h(z) j� kzk
r c i dla y = x+ z mamy

j f(y)� f(x) j=j h(z) j� c

r
kzk = c

r
ky � xk;

a wiȩc f jest cia̧g÷a w x: �

Twierdzenie 2.3.26. Jésli f : Rn �! R jest funkcja̧ wklȩs÷̧a i K jest
wielóscianem, to istnieje punkt ekstremalny zbioru K, w którym f osia̧ga
minimum na tym zbiorze.

Dowód. Poniewa·z funkcja wklȩs÷a f jest cia̧g÷a zás wielóscian jest
zbiorem zwartym, wiȩc f osia̧ga minimum na zbiorzeK na mocy twierdzenia
Weierstrassa. Niech wiȩc x� 2 K bȩdzie takie, ·ze f(x) � f(x�) = f� dla
ka·zdego x 2 K. Niech w1; :::; wp 2 K bȩda̧ punktami ekstremalnymi zbioru
K takimi, ·ze x� =

Pp
i=1 �iwi, dla pewnego wektora u = (�1; :::; �p)

> 2 �p.
Punkty takie istnieja̧ na mocy twierdzenia Minkowskiego. Przypúścmy, ·ze
f(wi) > f

� dla i = 1; :::; p. Wówczas na mocy wklȩs÷ósci funkcji f mamy

f� = f(x�) = f(

pX
i=1

�iwi) �
pX
i=1

�if(wi) >

pX
i=1

�if
� = f�.

Otrzymana sprzecznóśc dowodzi prawdziwósci twierdzenia. �
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Wniosek 2.3.27. Funkcja liniowa okréslona na wielóscianie osia̧ga swoje
kresy w wierzcho÷kach tego wielóscianu.

Uwaga 2.3.28. Twierdzenie 2.3.26 pozostanie prawdziwe, jésli za÷o·zýc,
·ze K jest zbiorem zwartym. Dowód jest podobny do dowodu twierdzenia
2.3.26, przy czym zamiast z twierdzenia Minkowskiego nale·zy skorzystác
z twierdzenia Kreina�Milmana.

2.3.6. Sto·zki

De�nicja 2.3.29. Zbiór C � Rn nazywa siȩ sto·zkiem, jésli
10 x; y 2 C ) x+ y 2 C;
20 x 2 C;� � 0) �x 2 C:

Uwaga 2.3.30. Sto·zek jest zbiorem wypuk÷ym

De�nicja 2.3.31. Niech C � Rn bȩdzie sto·zkiem. Podzbiór

C� = fy 2 Rn : 8x2C x>y � 0g

nazywa siȩ sto·zkiem sprzȩ·zonym z C:

Przyk÷ad 2.3.32. Nastȩpuja̧ce zbiory sa̧ sto·zkami:

a) dowolna podprzestrzeń liniowa, w szczególnósci fx 2 Rn : Ax = 0g;

b) fx 2 Rn : Ax = 0; x � 0g;

c) fx 2 Rn : Ax � 0g;

d) sto·zek sprzȩ·zony C� z danym sto·zkiem C;

e) coneS = fx 2 Rn : x =
Pp
i=1 �isi; �i � 0; si 2 S; i = 1; :::; p; p 2 Ng

(zbiór ten nazywa siȩ sto·zkiem generowanym przez podzbiór S � Rn);
w szczególnósci, jésli za S przyjá̧c kolumny macierzy A, to otrzymany
sto·zek ma postác

C = fy 2 Rn : y = Au; u � 0g;
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f) R+K = f�x : � � 0, x 2 Kg dla wypuk÷ego podzbioru K � Rn.
Ponadto R+K = coneK.

Lemat 2.3.33. Niech C � Rn bȩdzie sto·zkiem domkniȩtym i niech A � Rn
bȩdzie zbiorem zwartym i wypuk÷ym. Jésli A\C = ;, to istnieje taki wektor
w 2 Rn, ·ze w>v � 0 dla ka·zdego v 2 C i w>u > 0 dla ka·zdego u 2 A.

Dowód. W przypadku C = f0g wystarczy wziá̧c w = PA0. Niech
wiȩc C 6= f0g. Z wniosku 2.3.15 wynika, ·ze istnieje wektor w taki, ·ze
� = infu2Aw

>u > supv2C w
>v = 
. Pozostaje wiȩc pokazác, ·ze 
 = 0.

Przypúścmy, ·ze 
 > 0. Niech wektor z 2 C bȩdzie taki, ·ze w>z > 0.
Wówczas �z 2 C dla ka·zdego � � 0, gdy·z C jest sto·zkiem. Otrzymamy
wówczas

+1 = lim
�!+1

w>�z � sup
v2C

w>v = 
;

czyli 
 = +1. Równóśc ta stoi w sprzecznósci z nierównóscia̧ � > 
.
Przypúścmy wiȩc, ·ze 
 < 0. Otrzymamy wówczas

0 > 
 = sup
v2C

w>v � lim
�!0+

w>�z = 0

dla pewnego z 2 C. Otrzymana sprzecznóśc dowodzi, ·ze 
 = 0. �

Przyk÷ad 2.3.34. a) Sto·zkiem sprzȩ·zonym ze sto·zkiem

K = fx 2 Rn : Ax � 0g

jest sto·zek
K 0 = fy 2 Rn : y = A>w; w � 0g:

Istotnie, niech y 2 K 0, czyli y = A>w dla pewnego w � 0. Wówczas
dla dowolnego x 2 K mamy

y>x = (A>w)>x = w>Ax � 0:

W rezultacie K 0 � K�. Poka·zemy teraz, ·ze K� � K 0. Przypúścmy, ·ze jest
odwrotnie, tzn., ·ze istnieje taki wektor y 2 K�, ·ze y =2 K 0. Poniewa·z K 0 jest
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sto·zkiem domkniȩtym i wypuk÷ym, wiȩc na mocy twierdzenia o oddzielaniu
istnieje u 2 Rn taki, ·ze

u>z � 0 dla ka·zdego z 2 K 0 i u>y > 0

(patrz lemat 2.3.33). Sta̧d dla ka·zdego w � 0 mamy

(Au)>w = u>A>w � 0

To z kolei oznacza, ·ze Au � 0 (gdyby by÷o inaczej, to (Au)>w > 0 dla
odpowiednio dobranego w � 0) lub, co na jedno wychodzi u 2 K. Mamy
wiȩc u>y � 0, bo y 2 K�. Uzyskana sprzecznóśc dowodzi, ·ze K� � K 0.

b) Sto·zkiem sprzȩ·zonym ze sto·zkiem

K 0 = fy 2 Rn : y = A>w; w � 0g

jest sto·zek
K = fx 2 Rn : Ax � 0g:

Istotnie, inkluzjȩ K � (K 0)� dowodzi siȩ tak samo, jak w przyk÷adzie
a). Niech teraz x 2 (K 0)�. Wówczas dla dowolnego w � 0

(Ax)>w = x>(A>w) � 0:

Sta̧d ju·z prosto wynika, ·ze Ax � 0, a wiȩc x 2 K.
c) Sto·zkiem sprzȩ·zonym ze sto·zkiem

fx 2 Rn : Ax � 0; x � 0g

jest sto·zek
fy 2 Rn : y � A>w; w � 0g:

d) Sto·zkiem sprzȩ·zonym ze sto·zkiem

fx 2 Rn : Ax = 0; x � 0g

jest sto·zek
fy 2 Rn : y � A>w; w 2 Rmg:

1.

Dowody faktów c) i d) pozostawiamy czytelnikowi.
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2.3.7. Lemat Farkasa

Konsekwencja̧ w÷asnósci przedstawionej w przyk÷adzie 2.3.34.a), a w÷ásci-
wie jej równowa·zna̧ postacia̧ jest nastȩpuja̧ce, bardzo wa·zne twierdzenie,
z którego bȩdziemy korzystác w dalszej czȩ́sci.

Twierdzenie 2.3.35 (lemat Farkasa). Niech c 2 Rn i niech A bȩdzie
macierza̧ typu m� n. Wówczas zbiór

S = fx 2 Rn : c>x < 0; Ax � 0g

jest pusty wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje wektor y 2 Rm+ taki, ·ze

c+A>y = 0:

Dowód. Zauwa·zmy, ·ze S = ; wtedy i tylko wtedy gdy

fx 2 Rn : Ax � 0g � fx 2 Rn : c>x � 0g:

Oznaczaja̧c K = fx 2 Rn : Ax � 0g inkluzjȩ tȩ mo·zemy natomiast zapisác
nastȩpuja̧co:

8x2K (�c)>x � 0;
co oznacza, ·ze �c 2 K�. Zgodnie z w÷asnóscia̧ przedstawiona̧ w przyk÷adzie
2.3.34.a) fakt ten jest równowa·zny temu, ·ze �c = A>y dla pewnego wektora
y � 0. �

Uwaga 2.3.36. Lemat Farkasa mo·zna znaléźc w literaturze w kilku
równowa·znych postaciach. Podamy jeszcze jedna̧ z nich, bȩda̧ca̧ wnioskiem
z twierdzenia 2.3.35, pozostawiaja̧c jej dowód czytelnikowi.

Lemat 2.3.37 (Farkas). Niech c 2 Rn i niech A bȩdzie macierza̧ typu
m�n. Wówczas dok÷adnie jedno z nastȩpuja̧cych stwierdzén jest prawdziwe:
albo

(a) uk÷ad równán A>y = c posiada nieujemne rozwia̧zanie y 2 Rm

albo

(b) uk÷ad nierównósci Ax � 0; c>x < 0 posiada rozwia̧zanie x 2 Rn.
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2.3.8. Dalsze konsekwencje twierdzeń o oddzielaniu

Niech X = fx 2 Rn : Ax = b; x � 0g 6= ; bȩdzie zbiorem rozwia̧zań
dopuszczalnych ZPL w postaci standardowej. Oznaczmy

W = extX = fw1; :::wpg;

K = convW

oraz
C = fx 2 Rn : Ax = 0; x � 0g:

Twierdzenie 2.3.38. Zachodzi równóśc

X = K + C;

tzn. zbiór rozwia̧zán dopuszczalnych X jest suma̧ kompleksowa̧ wielóscianu
K (bȩda̧cego otoczka̧ wypuk÷̧a wierzcho÷ków zbioru X) i sto·zka C.

Dowód
��� Niech y 2 K i z 2 C. Mamy wówczas Ay = b; Az = 0 oraz

y; z � 0. Zatem dla x = y + z zachodza̧ równósci

Ax = A(y + z) = Ay +Az = b

oraz nierównóśc x � 0. Oznacza to, ·ze x 2 X.
��� Niech x 2 X. Poka·zemy, ·ze x = y + z przy pewnych y 2 K

i z 2 C. Jésli x 2 K, to wystarczy przyjá̧c z = 0. Niech wiȩc x =2 K.
Poka·zemy najpierw, ·ze (x �K) \ C 6= ;. Przypúścmy, ·ze jest przeciwnie.
Poniewa·z zbiór x�K jest zwarty i wypuk÷y, wiȩc na mocy lematu 2.3.33,
istnieje w 2 Rn taki, ·ze

8s2x�K 8z2C w>s > 0 i w>z � 0. (2.7)

Sta̧d otrzymujemy w szczególnósci, ·ze

w>x > w>y
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dla ka·zdego y 2 K. Poniewa·z funkcja liniowa okréslona na wielóscianie
osia̧ga maksimum w punktach ekstremalnych tego wielóscianu (wniosek
2.3.27), wiȩc

w>x > w>y� (2.8)

dla pewnego wierzcho÷ka y� wielóscianu K. Na mocy twierdzenia 2.3.8, y�

jest rozwia̧zaniem bazowym uk÷adu Ax = b, a wiȩc istnieje macierz bazowa

AB taka, ·ze y� =
�
A�1B b
0

�
. Wynika sta̧d, ·ze

w>y� = w>BA
�1
B b; (2.9)

gdzie w =
�
wB
wN

�
. Postȩpuja̧c podobnie jak przy wyprowadzaniu równósci

(2.4) oraz korzystaja̧c z nierównósci (2.8) i równósci (2.9) otrzymamy

w>x = w>BA
�1
B b+ (w

>
N � w>BA�1B AN )xN > w

>
BA

�1
B b;

gdzie x =
�
xB
xN

�
. Zatem

(w>N � w>BA�1B AN )xN > 0: (2.10)

Zauwa·zmy, ·ze xN � 0, gdy·z x 2 X. Z drugiej strony, dla z =
�
zB
zN

�
2 C;

mamy zB = �A�1B ANzN . Zgodnie z (2.7) otrzymujemy wiȩc, ·ze

0 � w>z = w>BzB + w>NzN = (w>N � w>BA�1B AN )zN :

Poniewa·z z 2 C jest dowolny, wiȩc

(w>N � w>BA�1B AN )zN � 0

dla dowolnego zN � 0: Uzyskalísmy sprzecznóśc z nierównóscia̧ (2.10), za-
tem (x�K)\C 6= ;. Oznacza to, ·ze istnieje y 2 K takie, ·ze x�y = z 2 C.
Otrzymalísmy wiȩc, ·ze x = y + z dla pewnych y 2 K i z 2 C. �
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Uwaga 2.3.39. Podobne twierdzenie zachodzi dla zbioru rozwia̧zań do-
puszczalnych ZPL w postaci klasycznej. W tym przypadku zbiór C ma
postác

C = fx 2 Rn : Ax � 0; x � 0g:
W dowodzie tej wersji nale·zy skorzystác z uwagi 2.3.9.

De�nicja 2.3.40. Niesprzeczne zadanie programowania liniowego nazywa
siȩ ograniczonym, jésli funkcja celu c>x jest ograniczona na zbiorze rozwia̧-
zań dopuszczalnych X z góry �w przypadku maksymalizacji, ba̧d́z z do÷u
�w przypadku minimalizacji.

Twierdzenie 2.3.41. Funkcja liniowa z = c>x jest ograniczona z góry na
zbiorze

X = fx 2 Rn : Ax = b; x � 0g
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje wektor u 2 Rm taki, ·ze c � A>u.
Co wiȩcej, jésli zachodzi którykolwiek z tych warunków, to funkcja ta osia̧ga
maksimum na X. Maksimum to jest osia̧gniȩte w jednym z wierzcho÷ków
zbioru X.

Dowód. Niech K i C bȩda̧ okréslone tak, jak w twierdzeniu 2.3.38.
Niech W = extX. Oczywíscie zbiór W jest niepusty na mocy wniosku
2.3.21. Zachodzi nastȩpuja̧ca równóśc

sup
x2X

c>x = max
y2K

c>y + sup
z2C

c>z:

Niech c � A>u, gdzie u 2 Rm. Wtedy c>z � u>Az = 0 dla z 2 C.
W konsekwencji,

sup
x2X

c>x = max
y2K

c>y = max
w2W

c>w:

Za÷ó·zmy teraz, ·ze supx2X c
>x < +1. Wówczas musi býc c>z � 0 dla

z 2 C. W przeciwnym bowiem przypadku c>(tz) ! +1 dla t ! +1,
przy czym tz 2 C, bo C jest sto·zkiem. Otrzymalísmy wiȩc, ·ze

c 2 C� = fz 2 Rn : z � A>u; u 2 Rmg

(por. przyk÷ad 2.3.34.d). �
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Uwaga 2.3.42. Podobne twierdzenie zachodzi dla postaci klasycznej ZPL.
W tym przypadku warunkiem koniecznym i wystarczaja̧cym ograniczonósci
funkcji z = c>x na zbiorze

X = fx 2 Rn : Ax � bg

jest zaj́scie równósci c = A>u; dla pewnego u � 0. Dowód tego faktu
pozostawiamy czytelnikowi.

Uwaga 2.3.43. Z ostatniego twierdzenia wynika, ·ze przy poszukiwaniu
rozwia̧zania optymalnego zadania programowania liniowego (o ile rozwia̧za-
nie takie istnieje) wystarczy ograniczýc siȩ do rozwia̧zań bazowych (wierz-
cho÷ków zbioru rozwia̧zań dopuszczalnych X). Co wiȩcej, okazuje siȩ, ·ze
nie musimy badác wszystkich rozwia̧zań bazowych. W nastȩpnym rozdziale
poznamy metodȩ rozwia̧zywania ZPL polegaja̧ca̧ na �wȩdrówce�z danego
wierzcho÷ka zbioru X wzd÷u·z odpowiedniej krawȩdzi do sa̧siedniego wierz-
cho÷ka tak, aby funkcja celu ros÷a. Procedurȩ tȩ powtarza siȩ tak d÷ugo,
a·z �dojdziemy�do wierzcho÷ka, w którym funkcja celu osia̧ga swoje mak-
simum.
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ROZDZIA×3

Metoda sympleksowa

Matematyka nie mo·ze wype÷níc ·zycia, ale jej nieznajomóśc ju·z
niejednemu je wype÷ni÷a.

[H. Steinhaus]

3.1. Tablica sympleksowa

Rozwa·zmy ZPL w postaci klasycznej

maksymalizowác z = c>x
przy ograniczeniach Ax � b

x � 0:
(3.1)

Po wprowadzeniu zmiennych uzupe÷niaja̧cych otrzymamy równowa·zny mu
problem w postaci kanonicznej:

maksymalizowác z = c>x
przy ograniczeniach Ax+ Iu = b

x; u � 0:
(3.2)

Z kolei ten ostatni problem jest równowa·zny nastȩpuja̧cemu: Wśród wszyst-
kich rozwia̧zań uk÷adu m+ 1 równań z n+m+ 1 niewiadomymi x1; :::; xn;

45
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u1; :::; um; z :

z +0>u �c>x = 0
0z +Iu +Ax = b;

(3.3)

przy czym x1; :::; xn; u1; :::; um � 0; znaléźc rozwia̧zanie dla którego zmienna
z przyjmuje najwiȩksza̧ wartóśc.

Ostatni uk÷ad równań mo·zna przedstawíc w postaci tzw. tablicy sym-
pleksowej:

a) w postaci d÷ugiej

z u1 ::: um x1 ::: xn

1 0 ::: 0 �c1 ::: �cn = 0

0 1 ::: 0 a11 ::: a1n = b1
::: ::: ::: ::: ::: ::: ::: :::
0 0 1 am1 amn = bm

(3.4)

lub
b) w postaci krótkiej

1 �x1 ::: �xn
0 �c1 ::: �cn = z

b1 a11 ::: a1n = u1
::: ::: ::: ::: :::
bm am1 ::: amn = um

. (3.5)

Ostatnia tablica odpowiada równowa·znej postaci uk÷adu (3.3):

c>x = z
b �Ax = u:
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Przyk÷ad 3.1.1. Nastȩpuja̧ce ZPL

maksymalizowác x1 + 2x2
przy ograniczeniach x1 + x2 � 100

6x1 + 9x2 � 720
x2 � 60

x1; x2 � 0

przedstawimy w postaci tablicy sympleksowej. Zadanie to ma nastȩpuja̧ca̧
postác kanoniczna̧:

maksymalizowác z = x1 +2x2
przy ograniczeniach x1 +x2 +u1 = 100

6x1 +9x2 +u2 = 720
x2 +u3 = 60

x1; x2; u1; u2; u3 � 0:

Odpowiadaja̧ce jej tablice sympleksowe wygla̧daja̧ nastȩpuja̧co:
a) postác d÷uga

z u1 u2 u3 x1 x2

1 0 0 0 �1 �2 = 0

0 1 0 0 1 1 = 100
0 0 1 0 6 9 = 720
0 0 0 1 0 1 = 60

,

b) postác krótka

1 �x1 �x2
0 �1 �2 = z

100 1 1 = u1
720 6 9 = u2
60 0 1 = u3

.
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Rozwa·zmy teraz ZPL w postaci standardowej (przypominamy o za÷o·ze-
niu r(A) = m < n)

maksymalizowác z = c>x
przy ograniczeniach Ax = b

x � 0:

Zadanie to mo·zemy sprowadzíc do postaci kanonicznej wyznaczaja̧c
z uk÷adu równań Ax = b zmienne bazowe xB. Mo·zna to zrobíc stosuja̧c
na przyk÷ad metodȩ eliminacji Gaussa. Po przekszta÷ceniach otrzymamy
(w poni·zszym zapisie przyjmujemy dla uproszczenia, ·ze xB = (x1; :::; xm)>

oraz xN = (xm+1; :::; xn)>):

maksymalizowác z = ec>NxN + d
przy ograniczeniach IxB + eAxN = eb

xB; xN � 0;

przy czym
A =

�
AB AN

�
;

c =

�
cB
cN

�
;

eA = A�1B AN ;ec>N = c>N � c>BA�1B AN ;eb = A�1B b
i

d = c>Beb:
Ostatni problem jest równowa·zny nastȩpuja̧cemu: ẃsród wszystkich rozwia̧-
zań uk÷adu m+ 1 równań z n+ 1 niewiadomymi x1; :::; xn; z :

z +0xB �ec>NxN = d

0z +IxB + eAxN = eb; (3.6)
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przy czym xB; xN � 0; znaléźc rozwia̧zanie, dla którego zmienna z przyj-
muje najwiȩksza̧ wartóśc. Odpowiadaja̧ce temu uk÷adowi równań tablice
sympleksowe maja̧:

a) postác d÷uga̧

z x1 ::: xm xm+1 ::: xn

1 0 ::: 0 �ecm+1 ::: �ecn = d

0 1 ::: 0 ea1;m+1 ::: ea1n = eb1
::: ::: ::: ::: ::: ::: ::: :::

0 0 1 eam;m+1 eamn = ebm
,

b) postác krótka̧

1 �xm+1 ::: �xn
d �ecm+1 ::: �ecn = zeb1 ea1;m+1 ::: ea1n = x1
::: ::: ::: ::: :::ebm eam;m+1 ::: eamn = xm

.

Uwaga 3.1.2. Sta÷a d wystȩpuja̧ca w ostatnich dwóch tablicach nie ma
wp÷ywu na rozwia̧zanie ZPL. Jésli wziá̧c d = 0, to zbiór rozwia̧zań optymal-
nych nie zmieni siȩ, natomiast optymalna wartóśc funkcji celu zmniejszy siȩ
o d. Widzimy wiȩc, ·ze otrzymana wy·zej postác (3.6) jest w istocie postacia̧
kanoniczna̧ ZPL.

Przyk÷ad 3.1.3. Przedstawimy w postaci tablicy sympleksowej nastȩpuja̧-
ce ZPL

maksymalizowác z = x1 + 2x2 + 3x3
przy ograniczeniach x1 + 2x2 + x3 = 4

2x1 + x2 + 5x3 = 5
x1; x2; x3 � 0:
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Po zastosowaniu do ograniczeń metody eliminacji Gaussa otrzymamy nastȩ-
puja̧ca̧ postác ZPL:

maksymalizowác z = x1 +2x2 3x3
przy ograniczeniach x1 +3x3 = 2

x2 �x3 = 1
x1; x2; x3 � 0:

Jésli teraz wstawimy x1 = �3x3+2 i x2 = x3+1 do funkcji celu, otrzymamy
nastȩpuja̧ca̧ postác kanoniczna̧:

maksymalizowác z = 2x3 + 4
przy ograniczeniach x1 +3x3 = 2

x2 �x3 = 1
x1; x2; x3 � 0

(xB = (x1; x2)
>; xN = x3; eA =

�
3
�1

�
; eb = �

2
1

�
; ecN = 2; d = 4).

Odpowiadaja̧ce jej tablice sympleksowe maja̧ postaci:
a) d÷uga̧

z x1 x2 x3

1 0 0 �2 = 4

0 1 0 3 = 2
0 0 1 �1 = 1

;

b) krótka̧
1 �x3
4 �2 = z

2 3 = x1
1 �1 = x2

:

W dalszej czȩ́sci bȩdziemy rozwa·zác ZPL w postaci kanonicznej
i zwia̧zana̧ z nia̧ postác krótka̧ tablicy sympleksowej (3.5) (zgodnie z uwaga̧
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3.1.2, ZPL w postaci standardowej daje siȩ sprowadzíc do postaci kano-
nicznej i zwia̧zanej z nia̧ krótkiej formy tablicy sympleksowej (3.5)). Jak
wczésniej powiedzielísmy, postác tȩ mo·zna traktowác jako uk÷ad m+1 rów-
nań z n +m + 1 niewiadomymi. Tablica (3.5) jest tablica̧ pocza̧tkowa̧ w
metodzie sympleksowej. Przedstawia ona uk÷ad równań, w którym zmienne
u1; u2; :::; um (bazowe) i z przedstawione sa̧ w zale·znósci od pozosta÷ych
zmiennych x1; x2; :::; xn (niebazowych). Ten uk÷ad równań mo·zna przed-
stawíc tak·ze w sposób równowa·zny wyznaczaja̧c z niego inne m zmiennych
bazowych (oznaczmy je s1; :::; sm) i z w zale·znósci od pozosta÷ych n zmien-
nych niebazowych (oznaczmy je r1; :::; rn). To równowa·zne przedstawienie
zapiszemy za pomoca̧ nastȩpuja̧cej tablicy:

1 �r1 ::: �rn
�00 �01 ::: �0n = z

�10 �11 ::: �1n = s1
::: ::: ::: ::: :::

�m0 �m1 ::: �mn = sm

. (3.7)

Tablica ta nazywa siȩ tablica̧ sympleksowa̧. W sumie istnieje co najwy·zej�
n+m
m

�
mo·zliwósci przedstawień m zmiennych bazowych (i dodatkowo z)

w zale·znósci od pozosta÷ych n zmiennych (co najwy·zej, poniewa·z nie ka·zde-
mu wyborowi m zmiennych xB odpowiada nieosobliwa podmacierz AB).
Ka·zda tablica sympleksowa przedstawia rozwia̧zanie bazowe uk÷adu równań
(3.3) (zmienne niebazowe równaja̧ siȩ zeru). To rozwia̧zanie bazowe mo·zna
odczytác w zerowej kolumnie tablicy sympleksowej. Jésli rozwia̧zanie to jest
dopuszczalne (�i0 � 0; i = 1; :::;m), to odpowiada mu wierzcho÷ek zbioru
X rozwia̧zań dopuszczalnych. (Uwaga: jednemu wierzcho÷kowi mo·ze odpo-
wiadác wiȩcej tablic sympleksowych �jest to jednak mo·zliwe wy÷̧acznie w
przypadku rozwia̧zań zdegenerowanych; przypadek ten omówimy dok÷ad-
niej w jednym z kolejnych punktów.). Wśród wszystkich wierzcho÷ków
(bazowych rozwia̧zań dopuszczalnych) znajduje siȩ rozwia̧zanie optymalne,
o ile zbiór X� wszystkich rozwia̧zań optymalnych jest niepusty (patrz:
twierdzenie 2.3.41 i uwaga 2.3.43). W ogólnym przypadku nie ma jednak
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potrzeby przeszukiwania wszystkich wierzcho÷ków (bazowych rozwia̧zań do-
puszczalnych) w celu znalezienia rozwia̧zania optymalnego. Metoda sym-
pleksowa (zamiennie bȩdziemy u·zywác nazwy algorytm sympleksowy) po-
daje sposób na systematyczne przeszukiwanie wierzcho÷ków.

3.2. Opis metody sympleksowej

W metodzie sympleksowej przeprowadzane sa̧ nastȩpuja̧ce czynnósci:

a) sprowadzenie zadania do tablicy sympleksowej (3.5) �odpowiada ona
pocza̧tkowi uk÷adu wspó÷rzȩdnych,

b) znalezienie dopuszczalnego rozwia̧zania bazowego �wierzcho÷ka zbioru
X (jest to tzw. I faza metody sympleksowej),

c) wȩdrowanie od wierzcho÷ka do wierzcho÷ka zbioru X po krawȩdziach,
wzd÷u·z których funkcja celu rósnie (a przynajmniej nie maleje), tak
d÷ugo, a·z osia̧gniȩty zostanie wierzcho÷ek, w którym funkcja celu
osia̧ga maksimum na X (jest to tzw. II faza metody sympleksowej).

Czynnósci te zostana̧ opisane w nastȩpnych punktach.

Uwaga 3.2.1. Przedstawimy teraz, jakie podstawowe informacje mo·zna
odczytác z tablicy sympleksowej.

a) Rozwia̧zanie bazowe mo·zna odczytác w zerowej kolumnie tablicy sym-
pleksowej (3.7) (wektor (�10; :::; �m0)>). Pierwszy element �00 tej
kolumny zawiera wartóśc funkcji celu, która odpowiada temu rozwia̧-
zaniu bazowemu. Rozwia̧zanie to jest wiȩc dopuszczalne dok÷adnie
wtedy, gdy wektor (�10; :::�m0)> jest nieujemny.

b) Dopuszczalne, niezdegenerowane rozwia̧zanie bazowe przedstawione
tablica̧ sympleksowa̧ (3.7) jest optymalne wtedy i tylko wtedy, gdy
wszystkie elementy zerowego wiersza, poza zerowym elementem tej
tablicy sa̧ nieujemne, czyli �01; :::; �0n � 0. W tym przypadku bowiem
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zwiȩkszenie jakiejkolwiek zmiennej niebazowej nie spowoduje zwiȩk-
szenia wartósci funkcji celu. Dla takiej tablicy optymalna wartóśc
funkcji celu znajduje siȩ w zerowym wierszu i zerowej kolumnie tab-
licy (element �00).

c) Mo·ze siȩ zdarzýc, ·ze tablica sympleksowa (3.7) przedstawia rozwia̧za-
nie optymalne, natomiast niektóre elementy �0j , j = 1; :::; n; znaj-
duja̧ce siȩ w zerowym wierszu tej tablicy sa̧ ujemne. Mo·ze to jednak
miéc miejsce wy÷̧acznie w przypadku degeneracji. Sytuacja ta bȩdzie
omówiona pó́zniej.

3.2.1. Wymiana zmiennej bazowej (piwotyzacja)

Za÷ó·zmy, ·ze w uk÷adzie równań

�00 ��01r1 �::: ��0jrj �::: ��0nrn = z
�10 ��11r1 �::: ��1jrj �::: ��1nrn = s1
::: ::: ::: ::: ::: ::: :::
�i0 ��i1r1 �::: ��ijrj �::: ��inrn = si
::: ::: ::: ::: ::: ::: :::
�m0 ��m1r1 �::: ��mjrj �::: ��mnrn = sm

z niewiadomymi s1; :::; sm (zmienne bazowe), r1; :::; rn (zmienne niebazowe)
i z, wspó÷czynnik �ij 6= 0. Wówczas mo·zemy wykonác wymianȩ zmiennej
bazowej si ze zmienna̧ niebazowa̧ rj . W ten sposób uzyskamy nowy uk÷ad
zmiennych bazowych

s1; :::; si�1; rj ; si+1; :::; sm;

który mo·zemy wyrazíc za pomoca̧ pozosta÷ych niewiadomych

r1; :::; rj�1;si; rj+1; :::; rn

(nowych zmiennych niebazowych). W tym przypadku otrzymamy

�i0
�ij

� �i1
�ij
r1 � :::�

�i;j�1
�ij

rj�1 �
1

�ij
si �

�i;j+1
�ij

rj+1 � ::::�
�in
�ij
rn = rj
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i po wstawieniu do pozosta÷ych równań otrzymamy

(�k0 �
�i0�kj
�ij

)� (�k1 �
�i1�kj
�ij

)r1 � :::� (�k;j�1 �
�i;j�1�kj
�ij

)rj�1

���kj
�ij

si � (�k;j+1 �
�i;j+1�kj
�ij

)rj+1 � :::� (�kn �
�in�kj
�ij

)rn = sk;

k = 0; 1; :::;m; k 6= i (oznaczono tu zmienna̧ z jako s0).
Przy tej wymianie bazy zamieniono tylko dwie zmienne si i rj ; tzn.

stara i nowa baza ró·znia̧ siȩ dok÷adnie na jednej pozycji. Te dwie bazy
odpowiadaja̧ wiȩc dwóm wierzcho÷kom zbioru X, które po÷̧aczone sa̧ wspól-
na̧ krawȩdzia̧.

Po wymianie bazy otrzymalísmy wiȩc nowy uk÷ad równań równowa·zny
staremu. Odpowiadaja̧ca mu tablica sympleksowa ma nastȩpuja̧ca̧ krótka̧
postác:

1 �r1 ::: �rj�1 �si �rj+1 ::: �rn
��00 ��01 ::: ��0;j�1 ��0j ��0;j+1 ::: ��0n = z

��10 ��11 ::: ��1;j�1 ��1j ��1j+1 ::: ��1n = s1
::: ::: ::: ::: ::: ::: ::: ::: :::
��i�1;0 ��i�1;1 ::: ��i�1;j�1 ��i�1;j ��i�1;j+1 ::: ��i�1;n = si�1
��i0 ��i1 ::: ��i;j�1 ��ij ��i;j+1 ::: ��in = rj
��i+1;0 ��i+1;1 ::: ��i+1;j�1 ��i+1;j ��i+1;j+1 ::: ��i+1;n = si+1
::: ::: ::: ::: ::: ::: ::: ::: :::
��m0 ��m1 ::: ��m;j�1 ��mj ��m;j+1 ::: ��mn = sm

;

gdzie

��ij =
1
�ij
;

��il=
�il
�ij
; dla l 6= j;

��kj = �
�kj
�ij
; dla k 6= i;

��kl = �kl �
�il�kj
�ij

dla l 6= j i k 6= i:
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Opisane czynnósci wymiany zmiennej bazowej bȩdziemy nazywác piwoty-
zacja̧ (od ang. pivot �ós) element �ij nazywa siȩ elementem g÷ównym (lub
osia̧), i-ty wiersz nazywa siȩ wierszem g÷ównym, zás j-ta kolumna �kolum-
na̧ g÷ówna̧.

Opisane regu÷y wymiany zmiennych mo·zna schematycznie przedstawíc
nastȩpuja̧co �

p q
r s

�
�!

"
1
p

q
p

� r
p s� qr

p

#
; (3.8)

gdzie p jest elementem g÷ównym, q �dowolnym elementem w wierszu g÷ów-
nym, r � dowolnym elementem w kolumnie g÷ównej, zás s � dowolnym
pozosta÷ym elementem.

3.2.2. Krawȩdzie zbioru rozwia̧zań dopuszczalnych

Na podstawie tablicy sympleksowej mo·zna równie·z wyznaczýc krawȩdzie,
które ÷̧acza̧ wierzcho÷ek odpowiadaja̧cy tej tablicy z sa̧siednimi wierzcho÷-
kami. Za÷ó·zmy, ·ze tablica sympleksowa

1 �r1 ::: �rj ::: �rn
�00 �01 ::: �0j ::: �0n = z

�10 �11 ::: �1j ::: �1n = s1
::: ::: ::: ::: ::: :::
�i0 �i1 �ij ::: �in = si
::: ::: ::: ::: ::: ::: :::

�m0 �m1 ::: �mj �mn = sm

przedstawia niezdegenerowane dopuszczalne rozwia̧zanie bazowe (�i0 > 0,
i = 1; :::;m). Jésli nadamy zmiennej niebazowej rj wartóśc t � 0, przy
czym pozosta÷e zmienne niebazowe rk (dla k 6= j) przyjmiemy równe zeru,
to otrzymamy

si(t) = ��ijt+ �i0
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i = 1; :::;m. Równania te sa̧ parametrycznymi równaniami prostej za-
wieraja̧cej odpowiednia̧ krawȩd́z wychodza̧ca̧ z wierzcho÷ka, który przed-
stawia powy·zsza tablica. Ida̧c wzd÷u·z tej krawȩdzi pozostaniemy w zbiorze
rozwia̧zań dopuszczalnych, dopóki si � 0, i = 1; :::;m. Nietrudno za-
uwa·zýc, ·ze

si(t) � 0 dla wszystkich i , t � min
i:�ij>0

�i0
�ij
: (3.9)

Wartósciom zmiennej t 2 [0;mini:�ij>0
�i0
�ij
] odpowiadaja̧ wiȩc punkty na

odpowiedniej krawȩdzi zbioru rozwia̧zań dopuszczalnych wychodza̧cej
z wierzcho÷ka, który przedstawia powy·zsza tablica.

Ćwiczenie 3.2.2. Okréslíc wszystkie krawȩdzie wychodza̧ce z wierzcho÷ka
odpowiadaja̧cego tablicy sympleksowej podanej w przyk÷adzie 3.1.1.

3.2.3. Piwotyzacja przy znanym dopuszczalnym rozwia̧zaniu
bazowym (II faza metody sympleksowej)

Wpunkcie tym zak÷adamy, ·ze wszystkie wspó÷rzȩdne wektora (�10; :::; �m0)>

w tablicy sympleksowej (3.7) sa̧ nieujemne. Wówczas odpowiadaja̧ce
tej tablicy rozwia̧zanie bazowe jest dopuszczalne. Jésli za÷o·zenie to jest
spe÷nione dla startowej tablicy sympleksowej (3.5), czyli innymi s÷owy b � 0,
to odpowiadaja̧cy jej wierzcho÷ek 0 (pocza̧tek uk÷adu wspó÷rzȩdnych) jest
rozwia̧zaniem dopuszczalnym ZPL (3.1). Wówczas tablica ta jest tablica̧
startowa̧ w algorytmie sympleksowym. W ka·zdej iteracji algorytmu przepro-
wadza siȩ wymianȩ bazy w taki sposób, aby wartóśc funkcji celu odpowiada-
ja̧ca kolejnej tablicy sympleksowej by÷a nie mniejsza ni·z wartóśc odpowiada-
ja̧ca tablicy poprzedniej. Zak÷adamy ponadto, ·ze nie pojawia̧ siȩ rozwia̧za-
nia zdegenerowane (rozpatrzymy je pó́zniej).

Podane poni·zej regu÷y piwotyzacji odnosza̧ siȩ do postaci klasycznej
ZPL i do postaci krótkiej tablicy sympleksowej (3.7).
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Algorytm 3.2.3 (sympleksowy, II faza)
Krok 1. (wybór kolumny g÷ównej ). Wybrác dowolna̧ kolumnȩ j0; dla
której �0j0 < 0 (najczȩ́sciej wybiera siȩ j0 takie, ·ze

�0j0 = minf�0j : �0j < 0g):

Jésli brak takiego j0, to tablica sympleksowa przedstawia rozwia̧zanie op-
tymalne (patrz uwaga 3.2.1.b).
Krok 2. (wybór wiersza g÷ównego). Wśród wszystkich i; dla których
�ij0 > 0, wybrác i0 dla którego

�i00
�i0j0

= min
i:�ij0>0

�i0
�ij0

:

Jésli brak takiego i (�ij0 � 0 dla wszystkich i), to funkcja celu jest nieograni-
czona z góry na zbiorze X rozwia̧zań dopuszczalnych.
Krok 3. (piwotyzacja). Wymieníc zmienna̧ bazowa̧ si0 ze zmienna̧ nieba-
zowa̧ rj0 i przetransformowác tablicȩ sympleksowa̧ zgodnie
z regu÷̧a (3.8).

Uwaga 3.2.4. a) Wybór wiersza g÷ównego podany w kroku 2 nie wyprowa-
dza ze zbioru rozwia̧zań dopuszczalnych. Fakt ten wynika z równowa·znósci
(3.9).

b) Jésli dla tablicy sympleksowej (3.7) przedstawiaja̧cej bazowe, niezde-
generowane rozwia̧zanie dopuszczalne dla wszystkich i zachodza̧ nierównósci
�ij0 � 0, to ZPL przedstawione za pomoca̧ tej tablicy jest nieograniczo-
ne. Dla dowodu tego faktu wystarczy zauwa·zýc, ·ze w tym przypadku
zwiȩkszanie zmiennej niebazowej rj do +1 nie wyprowadza ze zbioru roz-
wia̧zań dopuszczalnych, natomiast wartóśc funkcji celu rósnie nieogranicze-
nie.

c) Jésli nie wysta̧pi degeneracja, to po wykonaniu skończenie wielu ite-
racji II fazy algorytmu sympleksowego albo wyznaczymy rozwia̧zanie op-
tymalne, albo stwierdzimy, ·ze rozwia̧zań takich brak. Fakt ten wynika
z obserwacji, ·ze wierzcho÷ków zbioru rozwia̧zań dopuszczalnych (tablic sym-
pleksowych) jest skończenie wiele, a w przypadku braku degeneracji ka·zda
iteracja prowadzi do zwiȩkszenia wartósci funkcji celu.
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Przyk÷ad 3.2.5. Za pomoca̧ algorytmu sympleksowego wyznaczymy roz-
wia̧zanie optymalne ZPL podanego w przyk÷adzie 3.1.1.

Pocza̧tkowa tablica sympleksowa ma postác (zaznaczono element g÷ów-
ny):

1 �x1 �x2
0 �1 �2 = z

100 1 1 = u1
720 6 9 = u2
60 0 1 = u3

.

Dwie kolejne piwotyzacje daja̧ nastȩpuja̧ce tablice sympleksowe:

1 �x1 �u3
120 �1 2 = z

40 1 �1 = u1
180 6 �9 = u2
60 0 1 = x2

i

1 �u2 �u3
150 1

6
1
2 = z

10 �1
6

1
2 = u1

30 1
6 �3

2 = x1
60 0 1 = x2

.

Ostatnia tablica przedstawia rozwia̧zanie optymalne: x� = (30; 60). Op-
tymalna wartóśc funkcji celu wynosi z = 150. Na tym samym przyk÷adzie
przedstawimy kolejne wymiany bazy przeprowadzane na d÷ugiej postaci
tablicy sympleksowej. Przekszta÷cenia te sa̧ w istocie identyczne z metoda̧
eliminacji Gaussa, w której element g÷ówny wyznacza siȩ zgodnie z regu÷ami
podanymi w algorytmie sympleksowym. Otrzymujemy kolejne tablice sym-
pleksowe z zaznaczonymi w nich elementami g÷ównymi:

z u1 u2 u3 x1 x2

1 0 0 0 �1 �2 = 0

0 1 0 0 1 1 = 100
0 0 1 0 6 9 = 720

0 0 0 1 0 1 = 60

;
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z u1 u2 u3 x1 x2

1 0 0 2 �1 0 = 120

0 1 0 �1 1 0 = 40

0 0 1 �9 6 0 = 180
0 0 0 1 0 1 = 60

;

z u1 u2 u3 x1 x2

1 0 1
6

1
2 0 0 = 150

0 1 �1
6

1
2 0 0 = 10

0 0 1
6 �3

2 1 0 = 30
0 0 0 1 0 1 = 60

:

Jak widác, otrzymalísmy to samo rozwia̧zanie optymalne co poprzednio:
x� = (30; 60).

Uwaga 3.2.6. W czȩ́sci przedstawionych w tym rozdziale przyk÷adów
podajemy kolejne tablice sympleksowe od pocza̧tkowej do tablicy przedsta-
wiaja̧cej rozwia̧zanie optymalne. Powinno to u÷atwíc czytelnikowi samo-
dzielne przeprowadzanie wymiany zmiennej bazowej i porównanie wyników.
Do wymiany zmiennej bazowej (piwotyzacji) mo·zna u·zýc równie·z kompu-
tera i zastosowác odpowiednie pakiety matematyczne. Niektóre z nich
mo·zna znaléźc w Internecie, na przyk÷ad na stronie:

http : ==www:princeton:edu=~rvdb=LPbook=

Stosowanie tych pakietów polega najczȩ́sciej na wskazaniu przez u·zyt-
kownika elementu g÷ównego tablicy sympleksowej, natomiast odpowiedni
program wyznacza kolejna̧ tablicȩ.

3.2.4. Przypadki szczególne

Rozpatrujemy zadanie programowania liniowego w postaci klasycznej i za-
k÷adamy, ·ze punktem startowym w algorytmie sympleksowym jest dopusz-
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czalne rozwia̧zanie bazowe (b � 0) oraz, ·ze w trakcie jego realizacji nie
wystȩpuje degeneracja (rozpatrzymy ja̧ pó́zniej).

Funkcja celu nieograniczona (zbiór rozwia̧zań optymalnych pusty)

Przypadek ten wysta̧pi dok÷adnie wówczas, gdy dla pewnej tablicy symplek-
sowej odpowiadaja̧cej rozwia̧zaniu dopuszczalnemu (�i0 � 0 dla
i = 1; :::;m) istnieje kolumna j0, dla której �0j0 < 0 i dla której wszystkie
pozosta÷e elementy tej kolumny sa̧ niedodatnie (�kj0 � 0, dla k = 1; :::;m):

1 �r1 ::: �rj0 ::: �rn
�00 �01 ::: < 0 ::: �0n = z

� 0 �11 ::: � 0 ::: �1n = s1
::: ::: ::: ::: ::: :::
� 0 �i1 � 0 ::: �in = si
::: ::: ::: ::: ::: ::: :::
� 0 �m1 ::: � 0 �mn = sm

Przyk÷ad 3.2.7. Rozwa·zmy nastȩpuja̧ce ZPL:

maksymalizowác x1 + x2
przy ograniczeniach x1 � 2x2 � 1

�x1 + x2 � 1
�2x1 + 4x2 � 2

x1; x2 � 0:

Pocza̧tkowa tablica sympleksowa ma postác

1 �x1 �x2
0 �1 �1 = z

1 1 �2 = u1
1 �1 1 = u2
2 �2 4 = u3

:
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Po piwotyzacji otrzymamy

1 �u1 �x2
1 1 �3 = z

1 1 �2 = x1
2 1 �1 = u2
4 2 0 = u3

.

Teraz jésli u1 = 0 i x2 = t � 0; to wszystkie zmienne bazowe pozostana̧
nieujemne i z = 1 + 3t ! +1; gdy t ! +1: Funkcja celu jest wiȩc
nieograniczona na zbiorze X rozwia̧zań dopuszczalnych, w konsekwencji
problem nie posiada rozwia̧zania optymalnego.

Wiele rozwia̧zań optymalnych

Ten przypadek wysta̧pi wtedy, gdy istnieje tablica sympleksowa, której
odpowiada optymalne rozwia̧zanie bazowe (�i0 � 0; dla i = 1; :::;m oraz
�0j � 0 dla j = 1; :::; n) i istnieje para (i0; j0), i0 2 f1; :::;mg, j0 2 f1; :::; ng,
dla której �0j0 = 0, �i00 > 0 i �i0j0 > 0:

1 �r1 ::: �rj0 ::: �rn
�00 � 0 ::: = 0 ::: � 0 = z

> 0 �11 ::: �1j0 ::: �1n = s1
::: ::: ::: ::: ::: :::
> 0 �i01 > 0 ::: �i0n = si0
::: ::: ::: ::: ::: ::: :::
> 0 �m1 ::: �mj0 �mn = sm

:

Uwaga: dla rozwia̧zania zdegenerowanego, przypadek ten mo·ze miéc miejs-
ce równie·z pod innymi warunkami.



62 Rozdzia÷3. Metoda sympleksowa

Przyk÷ad 3.2.8. Rozwa·zmy nastȩpuja̧ce ZPL:

maksymalizowác 4x1 + 2x2
przy ograniczeniach x1 � 3x2 � 4

x2 � 7
2x1 + x2 � 10
x1; x2 � 0:

Pocza̧tkowa tablica sympleksowa ma postác

1 �x1 �x2
0 �4 �2 = z

4 1 �3 = u1
7 0 1 = u2
10 2 1 = u3

;

natomiast kolejne tablice maja̧ postác

1 �u1 �x2
16 4 �14 = z

4 1 �3 = x1
7 0 1 = u2
2 �2 7 = u3

i

1 �u1 �u3
20 0 2 = z
34
7

1
7

3
7 = x1

47
7

2
7 �1

7 = u2
2
7 �2

7
1
7 = x2

:

Ostatnia tablica odpowiada rozwia̧zaniu optymalnemu x� = (347 ;
2
7)
>:

Po dokonaniu wymiany zmiennych u1 i u2 otrzymamy nowa̧ tablicȩ

1 �u2 �u3
20 0 2 = z
3
2 �1

2 � = x1
47
2

7
2 � = u1

7 1 � = x2

; (3.10)



3.2. Opis metody sympleksowej 63

która odpowiada nowemu bazowemu rozwia̧zaniu optymalnemu
x�� = (32 ; 7)

>. Poniewa·z w tym przypadku kolejna dopuszczalna piwotyza-
cja doprowadzi do rozwia̧zania x�, wiȩc problem posiada tylko dwa do-
puszczalne bazowe rozwia̧zania optymalne: x� i x��. Odpowiadaja̧ one
dwom wierzcho÷kom w zbiorze rozwia̧zań optymalnych X�. Zgodnie z
twierdzeniami 2.3.19 i 2.3.26 mamy:

X� = fx : x = �x� + (1� �)x��; � 2 [0; 1]g =

fx : x = (34
7
�+

3

2
(1� �); 2

7
�+ 7(1� �); � 2 [0; 1]g:

Przyk÷ad 3.2.9. Wyznaczymy wszystkie rozwia̧zania optymalne zadania:

maksymalizowác �9
8x1 +

15
16x2 +

9
16x3

przy ograniczeniach 3x1 + 2x2 + 6x3 � 27
7

�3x1 + 5
2x2 +

3
2x3 � 4

�3
4x1 � x2 +

8
7x3 � 5

9
x1; x2; x3 � 0:

Pocza̧tkowa tablica sympleksowa ma postác

1 �x1 �x2 �x3
0 9

8 �15
16 � 9

16 = z
27
7 3 2 6 = u1

4 �3 5
2

3
2 = u2

5
9 �3

4 �1 8
7 = u3

:

Po piwotyzacji otrzymamy

1 �x1 �u2 �x3
1
2 0 3

8 0 = z
23
35

27
5 �4

5
24
5 = u1

8
5 �6

5
2
5

3
5 = x2

97
45 �39

20
2
5

61
35 = u3

:
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Ostatnia tablica odpowiada rozwia̧zaniu optymalnemu x0 = (0; 85 ; 0)
>: Dwa

nastȩpne bazowe rozwia̧zania optymalne x00 ba̧d́z x000 otrzymamy po wy-
mianie zmiennych niebazowych x1 ba̧d́z x3 ze zmienna̧ bazowa̧ u1:

1 �u1 �u2 �x3
1
2 0 3

8 0 = z
23
189

5
27 � 8

45 = x1
110
63

2
9 � 5

3 = x2
67
28

13
36 � 73

21 = u3

albo

1 �x1 �u2 �u1
1
2 0 3

8 0 = z
23
168

9
8 � 5

24 = x3
85
56 � � � = x2
+ � � � = u3

.

Mamy: x00 = ( 23189 ;
110
63 ; 0)

> oraz x000 = (0; 8556 ;
23
168)

>: Dalsze piwotyzacje nie
przyniosa̧ nowych rozwia̧zań optymalnych. Tak wiȩc

X� = fx 2 R3 : x = �1x0+ �2x00+ �3x000; �1; �2; �3 � 0; �1+ �2+ �3 = 1g:

Zbiór rozwia̧zań optymalnych nieograniczony

Przypadek ten mo·ze wysta̧píc dok÷adnie wtedy, gdy istnieje tablica sym-
pleksowa odpowiadaja̧ca rozwia̧zaniu optymalnemu (�i0 � 0 dla i = 1; :::;m
oraz �0j � 0 dla j = 1; :::; n), dla której istnieje j0 takie, ·ze �0j0 = 0 i dla
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wszystkich i zachodzi �i0 = 0 (degeneracja) ba̧d́z �ij0 � 0:

1 �r1 ::: �rj0 ::: �rn
�00 � 0 ::: = 0 ::: � 0 = z

� 0 �11 ::: � 0 ::: �1n = s1
::: ::: ::: ::: ::: :::
= 0 �i1 �ij0 ::: �in = si
::: ::: ::: ::: ::: ::: :::
� 0 �m1 ::: � 0 �mn = sm

Przyk÷ad 3.2.10. Rozwa·zmy nastȩpuja̧ce ZPL:

maksymalizowác �2x1 + 4x2
przy ograniczeniach �2x1 + x2 � 1

�x1 + 2x2 � 4
x1; x2 � 0:

Pocza̧tkowa tablica ma postác

1 �x1 �x2
0 2 �4 = z

1 �2 1 = u1
4 �1 2 = u2

:

Dwie nastȩpne tablice maja̧ postác

1 �x1 �u1
4 �6 4 = z

1 �2 1 = x2
2 3 �2 = u2

i

1 �u2 �u1
8 2 0 = z
7
3

2
3 �1

3 = x2
2
3

1
3 �2

3 = x1

.

Ostatnia tablica odpowiada bazowemu rozwia̧zaniu optymalnemu
x� = (23 ;

7
3)
>: Dla ostatniej tablicy ·zadna piwotyzacja nie jest dopuszczalna,
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poniewa·z wszystkie elementy w jedynej dopuszczalnej kolumnie g÷ównej sa̧
ujemne. Biora̧c teraz u2 = 0 i u1 = t � 0, otrzymamy z = 8; x1 =
2
3 +

2
3 t � 0; x2 =

7
3 +

1
3 t � 0: Tak wiȩc zbiór rozwia̧zań optymalnych X�

jest pó÷prosta̧:

X� = fx 2 R2 : x = x� +
�
2

3
;
1

3

�>
t; t � 0g:

Przyk÷ad 3.2.11. Rozwa·zmy nastȩpuja̧ce ZPL:

maksymalizowác �25
6 x1 +

5
2x2 +

4
7x3

przy ograniczeniach �x1 + 4
9x2 � 2x3 � 4

9
�2
3x1 +

2
5x2 +

2
5x3 � 2

5
�2x1 � 3

2x2 +
1
2x3 � 6

x1; x2; x3 � 0:

Pocza̧tkowa tablica sympleksowa ma postác

�x1 �x2 �x3
0 25

6 �5
2 �4

7 = z
4
9 �1 4

9 �2 = u1

2
5 �2

3
2
5

2
5 = u2

6 �2 �3
2

1
2 = u3

:

Teraz mo·zliwy jest wybór jednego z trzech elementów g÷ównych: �12 = 4
9

albo �22 = 2
5 albo �23 =

2
5 . Wybór drugiego z nich daje kolejna̧ tablicȩ

sympleksowa̧:
1 �x1 �u2 �x3
5
2 0 25

4
27
14 = z

0 � 7
27 � � = u1

1 �5
3 � � = x2

15
2 �12

5 � � = u3

:
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Tablica ta przedstawia zdegenerowane bazowe rozwia̧zanie optymalne
x0 = (0; 1; 0)>: Jésli teraz przyjá̧c u2 = x3 = 0 i x1 = t � 0, otrzymamy
z = 5

2 ; x1 = t; x2 = 1 +
5
3 t � 0; x3 = 0: Zbiór rozwia̧zań optymalnych X

�

zawiera wiȩc pó÷prosta̧ opisana̧ powy·zszymi równaniami parametrycznymi.
Wybór w pocza̧tkowej tablicy sympleksowej elementu g÷ównego

�12 =
4
9 prowadzi do kolejnych tablic

1 �x1 �u1 �x3
5
2

135
24

45
8 �331

28 = z

1 �4
9

9
4

9
2 = x2

0 7
30 � 9

10
11
5 = u2

15
2 � 27

8 �25
4 = u3

i

1 �x1 �u1 �u2
5
2 + + + = z

1 � � � = x2
0 � � � = x3
15
2 � � � = u3

:

Ostatnia przedstawia otrzymane ju·z uprzednio rozwia̧zanie x0 = (0; 1; 0)>.
Z tej tablicy nie mo·zna jednak odczytác, ·ze zbiór X� jest nieograniczony.
Przyczyna̧ jest pojawiaja̧ca siȩ degeneracja. Zauwa·zmy ponadto, ·ze dla tej
tablicy dowolna piwotyzacja jest niedopuszczalna.

W końcu wybór w pocza̧tkowej tablicy sympleksowej elementu g÷ównego
�23 =

2
5 prowadzi do tablicy

1 �x1 �x2 �u2
4
7

45
14 �27

14
10
7 = z

22
9 �13

3
22
9 5 = u1

1 �5
3 1 5

2 = x3
11
2 �7

6 �2 �5
4 = u3

:

Mamy teraz dwie dopuszczalne mo·zliwósci wyboru elementu g÷ównego: �12 =
22
9 ba̧d́z �22 = 1. Wybór dowolnego z nich prowadzi do wyznaczonego ju·z
uprzednio rozwia̧zania x0. Tak wiȩc

X� = fx 2 R3 : x = x0 + (1; 5
3
; 0)>t; t � 0g:
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3.2.5. Piwotyzacja przy nieznanym dopuszczalnym rozwia̧za-
niu bazowym (I faza metody sympleksowej)

Jésli wektor b w pocza̧tkowej tablicy sympleksowej (3.5) ma przynajmniej
jedna̧ ujemna̧ wspó÷rzȩdna̧, to tablica ta przedstawia niedopuszczalne roz-
wia̧zanie bazowe. Opiszemy teraz, jak mo·zna w tym przypadku otrzymác
dopuszczalne rozwia̧zanie bazowe za pomoca̧ algorytmu sympleksowego.

Uzyskanie bazowego rozwia̧zania dopuszczalnego

Zacznijmy od nastȩpuja̧cego przyk÷adu.

Przyk÷ad 3.2.12. Rozwa·zmy nastȩpuja̧ce ZPL:

maksymalizowác x1 + x2
przy ograniczeniach �1

3x1 + x2 � 3
4x1 + 3x2 � 24

�2x1 � 3x2 � �6
x1; x2 � 0:

Pocza̧tkowa tablica ma postác

1 �x1 �x2
0 �1 �1 = z

3 �1
3 1 = u1

24 4 3 = u2
�6 �2 �3 = u3

i przedstawia niedopuszczalne rozwia̧zanie bazowe (x; u) = (0; 0; 3; 24;�6).
Naszym pierwszym celem jest teraz uzyskanie nieujemnej wartósci zmiennej
uzupe÷niaja̧cej u3. Cel ten osia̧gniemy, jésli wybierzemy u3 jako tzw. po-
mocnicza̧ funkcjȩ celu, która̧ bȩdziemy maksymalizowác przy pozosta÷ych
spe÷nionych ograniczeniach. Odpowiednie piwotyzacje bȩda̧ prowadzone
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tak d÷ugo, a·z u3 � 0: W naszym przypadku otrzymamy ju·z po pierwszej
piwotyzacji tablicȩ

1 �x1 �u1
3 �4

3 1 = z

3 �1
3 1 = x2

15 5 �3 = u2
3 �3 3 = u3

;

która przedstawia dopuszczalne rozwia̧zanie bazowe. Mo·zna wiȩc ja̧ trak-
towác jako startowa̧ tablicȩ sympleksowa̧ w II fazie algorytmu symplek-
sowego i postȩpowác dalej wed÷ug opisanych ju·z regu÷piwotyzacji. Otrzy-
mamy wówczas nastȩpuja̧ca̧ tablicȩ:

1 �u2 �u1
7 4

15
1
5 = z

4 1
15

4
5 = x2

3 1
5 �3

5 = x1
12 3

5
6
5 = u3

;

która odpowiada rozwia̧zaniu optymalnemu x� = (3; 4)>.

Przedstawimy teraz I fazȩ algorytmu sympleksowego, która podaje spo-
sób wyznaczenia dopuszczalnego rozwia̧zania bazowego ba̧d́z podaje regu÷̧e
pozwalaja̧ca̧ stwierdzíc, ·ze brak jest takiego rozwia̧zania. Poni·zszy algorytm
dotyczy postaci klasycznej ZPL i zwia̧zanej z nia̧ krótkiej postaci tablicy
sympleksowej (3.7).

Algorytm 3.2.13 (sympleksowy, I faza)
Krok 1. (wybór pomocniczej funkcji celu). Wybrác najwiȩksze k � 1, dla
którego �k0 < 0:

k = maxfi � 1 : �i0 < 0g:
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Jésli brak takiego k (�i0 � 0 dla i = 1; :::;m), to tablica odpowiada do-
puszczalnemu rozwia̧zaniu bazowemu (w tym przypadku przechodzi siȩ do
II fazy algorytmu sympleksowego).
Krok 2. (wybór kolumny g÷ównej ). Wybrác j0; dla którego �kj0 < 0
(najczȩ́sciej wybiera siȩ j0 takie, ·ze

�kj0 = minf�kj : �kj < 0g).

Jésli brak jest takiego j0 (�kj � 0 dla j = 1; :::; n), to brak jest rozwia̧zania
dopuszczalnego (problem jest sprzeczny).
Krok 3. (wybór wiersza g÷ównego). Wśród wszystkich i � k, dla których
�i0
�ij0

> 0, wybrác i0, dla którego iloraz ten osia̧ga minimum:

�i00
�i0j0

= minf �i0
�ij0

: i � k i �i0
�ij0

> 0g: (3.11)

(Zauwa·zmy, ·ze takie i0 istnieje, gdy·z �k0 < 0 i �kj0 < 0:)
Krok 4. (piwotyzacja). Wymieníc zmienna̧ bazowa̧ si0 ze zmienna̧ nieba-
zowa̧ rj0 i przetransformowác tablicȩ sympleksowa̧ zgodnie
z regu÷̧a piwotyzacji (3.8). Przej́śc do kroku 1.

Uwaga 3.2.14. a) Dla i > k elementy �i0 pozostana̧ po piwotyzacji nie-
ujemne:

� ��i00 =
�i00
�i0j0

> 0 zgodnie z równóscia̧ (3.11).

� Dla i 6= i0 mamy ��i0 = �i0��ij0
�i00
�i0j0

: Jésli �ij0 � 0; to ��i0 � �i0 � 0;
gdy·z

�i00
�i0j0

> 0 zgodnie z równóscia̧ (3.11). Jésli natomiast �ij0 > 0;

to dla i � k mamy ��i0 = �ij0(
�i0
�ij0

� �i00
�i0j0

) � 0 zgodnie z równóscia̧
(3.11).

b) Element �k0 wzrósnie po piwotyzacji, gdy·z

��k0 = �k0 � �kj0
�i00
�i0j0

> �k0
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i �kj0 < 0 i
�i00
�i0j0

> 0 zgodnie z równóscia̧ (3.11).

c) Za÷ó·zmy, ·ze ZPL posiada rozwia̧zanie dopuszczalne. (W przeciwnym
wypadku sprzecznóśc ograniczeń zostanie stwierdzona po skończenie wielu
iteracjach I fazy algorytmu sympleksowego. W przypadku niewysta̧pienia
degeneracji kolejne tablice przedstawiaja̧ bowiem ró·zne rozwia̧zania bazowe,
których jest skończenie wiele). Wówczas z b) wynika, ·ze po skończenie wielu
iteracjach ��k0 bȩdzie dodatnie (w wyniku ka·zdej piwotyzacji �k0 rósnie).
Ponadto z a) wynika, ·ze wówczas zbiór wierszy z ujemnymi elementami
�i0 zmniejszy siȩ. Zatem po skończenie wielu iteracjach I faza algorytmu
sympleksowego doprowadzi do bazowego rozwia̧zania dopuszczalnego.

d) Zanim wybierze siȩ k w kroku 1., mo·zna pozamieniác wiersze tablicy
sympleksowej tak, by �i0 < 0 dla i = 1; :::; k i �i0 � 0 dla i = k + 1; :::;m.
Prowadzi to czȩsto do szybszego wyznaczenia rozwia̧zania dopuszczalnego.
Nale·zy jednak wówczas pamiȩtác o tym, aby po takiej operacji kolejna̧
ewentualna̧ zamianȩ wierszy przeprowadzíc dopiero wtedy, gdy w wyniku
piwotyzacji �k0 osia̧gnie nieujemna̧ wartóśc.

Uwaga 3.2.15. Rozwa·zmy teraz ograniczenia zadania programowania li-
niowego w postaci kanonicznej

Ax+ Iu = b

x; u � 0

i pomnó·zmy przez �1 te równania, dla których prawa strona jest ujemna
(bi < 0). Otrzymany uk÷ad równań zapiszmy w postaci

A0z = b0;

przy czym z = (x>; u>)>: Bazowe rozwia̧zanie dopuszczalne wyj́sciowego
zadania mo·zna równie·z wyznaczýc wprowadzaja̧c tzw. zmienne sztuczne
y 2 Rm i nastȩpnie rozwia̧zuja̧c problem pomocniczy

maksymalizowác �e>y
przy ograniczeniach A0z + y = b0

z; y � 0:
(3.12)
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Mo·zna pokazác, ·ze wyj́sciowe ZPL posiada rozwia̧zanie dopuszczalne
�z = (�x>; �u>)> wtedy i tylko wtedy, gdy (�z; 0) jest rozwia̧zaniem opty-
malnym problemu (3.12). Zauwa·zmy przy tym, ·ze dla ostatniego problemu
istnieje rozwia̧zanie dopuszczalne (punkt (0; b0) � 0 spe÷nia podane w nim
ograniczenia) i posiada rozwia̧zanie optymalne (funkcja celu jest ograniczo-
na przez 0).

Zbiór rozwia̧zań dopuszczalnych pusty

Przyk÷ad 3.2.16. Rozwa·zmy nastȩpuja̧ce ZPL:

maksymalizowác x1 � x2
przy ograniczeniach 2x1 + x2 � 2

x1 + 2x2 � 2
x1 + x2 � 2
x1; x2 � 0:

Pocza̧tkowa tablica sympleksowa ma postác

1 �x1 �x2
0 �1 1 = z

2 2 1 = u1
2 1 2 = u2
�2 �1 �1 = u3

:

Poniewa·z odpowiada ona niedopuszczalnemu rozwia̧zaniu bazowemu, nale·zy
zastosowác I fazȩ algorytmu sympleksowego. Jako funkcjȩ pomocnicza̧
wybierzemy u3. Aby skrócíc liczbȩ dokonywanych piwotyzacji, przesuniemy
trzeci wiersz w miejsce pierwszego. Otrzymamy kolejne tablice symplek-
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sowe

1 �x1 �x2
0 �1 1 = z

�2 �1 �1 = u3
2 2 1 = u1
2 1 2 = u2

;

1 �u1 �x2
1 1

2
3
2 = z

�1 1
2 �1

2 = u3
1 1

2
1
2 = x1

1 �1
2

3
2 = u2

;

1 �u1 �u2
� � � = z

�2
3

1
3

1
3 = u3

� � � = x1
� � � = x2

:

Ostatnia tablica wskazuje na to, ·ze zbiór rozwia̧zań dopuszczalnych X
jest pusty (ograniczenia u3 = �1

3u1�
1
3u2�

2
3 , u1; u2; u3 � 0 sa̧ sprzeczne).

Przyk÷ad 3.2.17. Rozwa·zmy nastȩpuja̧ce ZPL:

maksymalizowác 1
2x1 � x2 � x3

przy ograniczeniach �1
2x1 + 2x2 + x3 � 2
1
2x1 � 2x2 + x3 � �3

x2 � x3 � 2
x1; x2 � 0:

Dwie pierwsze tablice sympleksowe maja̧ postác (u2 wybieramy jako po-
mocnicza̧ funkcjȩ celu):

1 �x1 �x2 �x3
0 �1

2 1 1 = z

2 �1
2 2 1 = u1

�3 1
2 �2 1 = u2

2 0 1 �1 = u3

;
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1 �x1 �u1 �x3
� � � � = z

� � � � = x2
�1 0 1 2 = u2
� � � � = u3

:

Ostatnia tablica wskazuje na to, ·ze brak jest rozwia̧zań dopuszczalnych.
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3.3. Degeneracja

Matematyka uczy, ·ze nale·zy liczýc siȩ z zerami.

Algorytm sympleksowy umo·zliwia wyznaczenie w skończenie wielu krokach
bazowego rozwia̧zania optymalnego (II faza) lub bazowego rozwia̧zania do-
puszczalnego (I faza) przy za÷o·zeniu, ·ze nie wysta̧pia̧ po drodze rozwia̧zania
zdegenerowane. Za÷o·zenie to jest wykorzystywane w istotny sposób w celu
pokazania, ·ze funkcja celu (pomocnicza funkcja celu) rósnie w wyniku
ka·zdej piwotyzacji, z czego z kolei wynika zbie·znóśc algorytmu w skończenie
wielu krokach. Bez tego za÷o·zenia mo·ze powstác cykl kolejnych piwotyzacji,
daja̧cych rozwia̧zania zdegenerowane, które nie sa̧ optymalne. W ten sposób
powstanie nieskończony cia̧g rozwia̧zań bazowych nie przybli·zaja̧cych siȩ
nawet do rozwia̧zania optymalnego (II faza) ba̧d́z dopuszczalnego (I faza).

Przyk÷ad 3.3.1. Rozwa·zmy nastȩpuja̧ce ZPL:

maksymalizowác 3
4x1 � 20x2 +

1
2x3 � 6x4

przy ograniczeniach 1
4x1 � 8x2 � x3 + 9x4 � 0

1
2x1 � 12x2 �

1
2x3 + 3x4 � 0

x3 � 1
x1; x2; x3; x4 � 0:

Pocza̧tkowa tablica sympleksowa ma postác

1 �x1 �x2 �x3 �x4
0 �3

4 20 �1
2 6 = z

0 1
4 �8 �1 9 = u1

0 1
2 �12 �1

2 3 = u2
1 0 0 1 0 = u3
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i odpowiada rozwia̧zaniu zdegenerowanemu (x; u) = (0; 0; 0; 0; 0; 0; 1): Wy-
bieraja̧c za ka·zdym razem przy kolejnych piwotyzacjach kolumnȩ g÷ówna̧ j0;
dla której �cj0 = minf�cj : j = 1; :::; ng, i pierwszy �spósród mo·zliwych
do wyboru �wiersz g÷ówny, otrzymamy kolejne tablice sympleksowe:

1 �u1 �x2 �x3 �x4
0 3 �4 �7

2 33 = z

0 4 �32 �4 36 = x1
0 �2 4 3

2 �15 = u2
1 0 0 1 0 = u3

,

1 �u1 �u2 �x3 �x4
0 1 1 �2 18 = z

0 �12 8 8 �84 = x1
0 �1

2
1
4

3
8 �15

4 = x2
1 0 0 1 0 = u3

,

1 �u1 �u2 �x1 �x4
0 �2 3 1

4 �3 = z

0 �3
2 1 1

8 �21
2 = x3

0 1
16 �1

8 � 3
64

3
16 = x2

1 3
2 �1 �1

8
21
2 = u3

,

1 �u1 �u2 �x1 �x2
0 �1 1 �1

2 16 = z

0 2 �6 �5
2 56 = x3

0 1
3 �2

3 �1
4

16
3 = x4

1 �2 6 5
2 �56 = u3

,
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1 �x3 �u2 �x1 �x2
0 1

2 �2 �7
4 44 = z

0 1
2 �3 �5

4 28 = u1

0 �1
6

1
3

1
6 �4 = x4

1 1 0 0 0 = u3

,

1 �x3 �x4 �x1 �x2
0 �1

2 6 �3
4 20 = z

0 �1 9 1
4 �8 = u1

0 �1
2 3 1

2 �12 = u2
1 1 0 0 0 = u3

.

Widzimy, ·ze ostatnia tablica jest równowa·zna pierwszej oraz, ·ze kolejne
piwotyzacje dokonywane zgodnie z podana̧ wy·zej regu÷̧a nie dadza̧ ·zadnego
nowego bazowego rozwia̧zania dopuszczalnego. Jésli jednak w pocza̧tkowej
tablicy wybierzemy trzecia̧ kolumnȩ jako kolumnȩ g÷ówna̧, otrzymamy nastȩ-
puja̧ce tablice:

1 �x1 �x2 �u3 �x4
1
2 �3

4 20 1
2 6 = z

1 1
4 �8 1 9 = u1

1
2

1
2 �12 1

2 3 = u2

1 0 0 1 0 = x3

;

1 �u2 �x2 �u3 �x4
5
4

3
2 2 5

4
21
2 = z

3
4 � � � � = u1
1 � � � � = x1
1 � � � � = x3

.
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Ostatnia tablica odpowiada rozwia̧zaniu optymalnemu x = (1; 0; 1; 0)
z optymalna̧ wartóscia̧ funkcji celu z = 5

4 :

Degeneracji mo·zna unikná̧c zak÷ócaja̧c prawa̧ stronȩ ograniczeń, czyli
rozwia̧zuja̧c problem

maksymalizowác c>x
przy ograniczeniach Ax � b+ "

x � 0;

przy czym " = ("1; :::; "m)
> i wspó÷rzȩdne "i > 0; i = 1; :::;m; wybrane

zosta÷y dostatecznie ma÷e. Mo·zna pokazác, ·ze wyj́sciowy problem (3.1)
posiada rozwia̧zanie wtedy i tylko wtedy, gdy problem z zak÷ócona̧ prawa̧
strona̧ posiada rozwia̧zanie dla ka·zdego " > 0. Jésli wziá̧c za "i > 0;
i = 1; :::;m; wystarczaja̧co ma÷e liczby losowe, to prawdopodobieństwo, ·ze
nasta̧pi degeneracja jest równe zeru.

Uwaga 3.3.2. Dla praktycznej realizacji algorytmu sympleksowego w przy-
padku wysta̧pienia degeneracji wystarczy, aby, wy÷̧acznie w celu wyznacze-
nia wiersza g÷ównego, dodác dostatecznie ma÷e " > 0 do prawej strony tych
równań, dla których bi = 0.

Przyk÷ad 3.3.3. Rozpatrzmy jeszcze raz problem podany w przyk÷adzie
3.3.1. Jésli zastosujemy powy·zsza̧ uwagȩ, otrzymamy nastȩpuja̧cy cia̧g
tablic sympleksowych:

1 �x1 �x2 �x3 �x4
0 �3

4 20 �1
2 6 = z

" 1
4 �8 �1 9 = u1

" 1
2 �12 �1

2 3 = u2

1 0 0 1 0 = u3

;
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1 �u2 �x2 �x3 �x4
0 3

2 2 �5
4

21
2 = z

" �1
2 �2 �3

4
15
2 = u1

" 2 �24 �1 6 = x1
1 0 0 1 0 = u3

;

1 �u2 �x2 �u3 �x4
5
4

3
2 2 5

4
21
2 = z

3
4 � � � � = u1
1 � � � � = x1
1 � � � � = x3

:

Widzimy, ·ze ostatnia tablica odpowiada rozwia̧zaniu optymalnemu
x� = (1; 0; 1; 0)>.

3.4. Zrewidowana metoda sympleksowa

Zwró́cmy uwagȩ na to, ·ze w metodzie sympleksowej przekszta÷cenia tab-
licy sympleksowej polegaja̧ na aktualizacji macierzy niebazowej AN (pi-
wotyzacje). Jésli jednak popatrzymy na postác zmiennych bazowych (2.3)
i odpowiadaja̧ca̧ im wartóśc funkcji celu (2.4), to widzimy, ·ze do ich wyz-
naczenia wystarczy aktualizacja odwrotnósci macierzy bazowejAB odpowia-
daja̧ca aktualizacji bazy. W przypadku, gdy liczba ograniczeń jest du·zo
mniejsza od liczby zmiennych, macierz AB jest du·zo mniejsza ni·z macierz
AN . Wówczas wygodniej jest aktualizowác macierz A�1B . W rezultacie
otrzymujemy tak zwana̧ zrewidowana̧ metodȩ sympleksowa̧, która̧ teraz opi-
szemy dok÷adniej.

Rozwa·zmy ZPL w postaci standardowej

maksymalizowác z = c>x
przy ograniczeniach Ax = b

x � 0;
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dla której macierz A typu m � n ma pe÷en rza̧d wierszowy (r(A) = m).
Oznaczmy A =

�
AB AN

�
, x> =

�
x>B x>N

�
i c> =

�
c>B c>N

�
. D÷uga

postác tablicy sympleksowej przedstawia siȩ wówczas nastȩpuja̧co

z x>B x>N

1 0 �(c>N � c>BA
�1
B AN ) = c>BA

�1
B b

0 I A�1B AN = A�1B b

:

Przy ka·zdej wymianie zmiennej bazowej aktualizowane sa̧ wiȩc wszystkie
elementy tej tablicy. Zauwa·zmy jednak, ·ze wystarczy aktualizowác A�1B ;
c>BA

�1
B ; A

�1
B b i c

>
BA

�1
B b. Na ich podstawie mo·zna w razie potrzeby wyz-

naczýc wszystkie elementy tej tablicy. W szczególnósci, jésli liczba ograni-
czeń m jest du·zo mniejsza ni·z liczba zmiennych n, to przy takiej aktualiza-
cji zaoszczȩdzone zostana̧ operacje mno·zenia przez macierz AN . Jésli wiȩc
przy wymianie zmiennej bazowej ograniczamy siȩ do aktualizacji wielkósci
A�1B ; c

>
BA

�1
B ; A

�1
B b i c

>
BA

�1
B b, to realizowana jest wówczas tzw. zrewi-

dowana metoda sympleksowa. Nale·zy jednak podkréslíc, ·ze jest to metoda
równowa·zna omawianej do tej pory metodzie sympleksowej (w obu meto-
dach generowane sa̧ te same kolejne rozwia̧zania bazowe).

Przedstawimy teraz, jak mo·zna aktualizowác wielkósci A�1B ; c
>
BA

�1
B ;

A�1B b i c
>
BA

�1
B b. Rozwa·zmy w tym celu macierz �A typu (m+ 2)� (m+ 2)

przedstawiona̧
w postaci blokowej

�A =

266664
�1 0 0

0 �1 c>B

b 0 AB

377775 :
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Zauwa·zmy, ·ze jest ona nieosobliwa i, ·ze

�A�1 =

266664
�1 0 0

c>BA
�1
B b �1 c>BA

�1
B

A�1B b 0 A�1B

377775 :
Potrzebne elementy tablicy sympleksowej uzyskamy wówczas mno·za̧c ma-
cierz �A�1 przez macierz bA typu (m + 2) � (n � m + 1) przedstawiona̧
w postaci blokowej

bA =
266664
1 0

0 c>N

0 AN

377775 :
Mamy bowiem

�A�1 bA =
266664

�1 0

c>BA
�1
B b c>N � c>BA

�1
B AN

A�1B b A�1B AN

377775 :
Regu÷y wyboru elementu g÷ównego sa̧ takie same, jak w zwyk÷ej metodzie
sympleksowej. Jako kolumnȩ g÷ówna̧ mo·zna wybrác kolumnȩ j-ta̧, gdzie
j jest takie, ·ze j-ta wspó÷rzȩdna wektora �(c>N � c>BA

�1
B AN ) jest ujemna.

Kolumna̧ g÷ówna̧ jest wiȩc j-ta kolumna macierzy24 c>N � c>BA�1B AN
A�1B AN

35 :
Zapiszmy ja̧ podobnie jak w ustȩpie 3.2.2 w postaci (�0j ; �1j ; :::; �mj)>.
Równie·z podobnie jak w zwyk÷ej metodzie sympleksowej, jako numer wier-



82 Rozdzia÷3. Metoda sympleksowa

sza g÷ównego mo·zna wybrác i takie, ·ze �i0
�ij

= minf�k0�kj
: �kj > 0g. Wymia-

nie elementu g÷ównego odpowiada teraz aktualizacja macierzy �A�1. Za-
uwa·zmy, ·ze wystarczy w tym celu zaktualizowác macierz A�1B . Niech B

+

bȩdzie zaktualizowana̧ baza̧, tzn. B+ = B [ fjg n fig. Wówczas macierz
AB+ powstaje z macierzy AB przez dodanie tzw. poprawki rzȩdu pierwszego

AB+ = AB + (aj � ai)e>i ;

gdzie ai oznacza kolumnȩ macierzy A odpowiadaja̧ca̧ zmiennej usuwanej
z bazy, zás aj �kolumnȩ macierzy A odpowiadaja̧ca̧ zmiennej wprowadzanej
do bazy. Macierz A�1

B+
mo·zna wyznaczýc korzystaja̧c z tzw. formu÷y

Shermana�Morrisona

A�1
B+

= A�1B � A
�1
B (aj � ai)e>i A

�1
B

e>i A
�1
B aj

(porównaj podrȩcznik A. Kie÷basińskiego i H. Schwetlicka [15]). Zwró́cmy
uwagȩ na fakt, ·ze e>i A

�1
B aj 6= 0, gdy·z wielkóśc ta jest elementem g÷ównym.

Pozostawiamy czytelnikowi sprawdzenie, ·ze powy·zszy wzór opisuje rzeczy-
wíscie macierz odwrotna̧ do AB+ . Istnieja̧ równie·z inne mo·zliwósci aktuali-
zacji macierzy �A�1. Zainteresowanych odsy÷amy do ksia̧·zki P. Kalla [13].



ROZDZIA×4

Dualizm w programowaniu
liniowym

Matematyka jest sztuka̧ nadawania ró·znym rzeczom tych samych
nazw.

[H. Poincaré]

4.1. De�nicja i przyk÷ady

Zanim zde�niujemy zadanie dualne do ZPL i omówimy jego zwia̧zki
z wyj́sciowym zadaniem wró́cmy do przyk÷adu 2.1.1. Problem tam przed-
stawiony ma nastȩpuja̧ca̧ postác:

maksymalizowác x1 + 2x2
przy ograniczeniach x1 + x2 � 100

6x1 + 9x2 � 720
x2 � 60

x1; x2 � 0

Jest jasne, ·ze jésli punkt x = (x1; x2)
> jest rozwia̧zaniem dopuszczal-

nym tego zadania, to optymalna wartóśc funkcji celu f� jest równa co

83
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najmniej wielkósci c>x = x1 + 2x2. Na przyk÷ad, dla punktu dopuszczal-
nego x = (60; 40)> otrzymujemy c>x = 140 � f�. Nie wiemy jednak, na
ile dobre jest to oszacowanie. Moglibýsmy je oceníc, gdybýsmy równie·z
umieli dobrze oszacowác f� z góry. W celu wyznaczenia takiego osza-
cowania pomnó·zmy pierwsze ograniczenie przez 1=2; drugie �przez 1=12
i dodajmy je do trzeciego ograniczenia. Otrzymamy wówczas nierównóśc
x1 + 9=4x2 � 170, a poniewa·z x1 + 2x2 � x1 + 9=4x2, wiȩc wnioskujemy
sta̧d, ·ze wartóśc funkcji celu w tym zadaniu nie przekracza 170. Czyn-
nóśc taka̧ mo·zemy przeprowadzíc równie·z dla innego uk÷adu wspó÷czyn-
ników, przez które mno·zymy odpowiednie ograniczenia. Na przyk÷ad, jésli
pomno·zymy pierwsze ograniczenie przez 1=2, drugie �przez 1=12, trzecie
zás przez 3=4 i dodamy otrzymane nierównósci do siebie, to otrzymamy
nierównóśc x1 + 2x2 � 155, która musi býc równie·z spe÷niona, jésli tylko
spe÷nione sa̧ ograniczenia wyj́sciowego zadania. Widzimy wiȩc, ·ze wielkóśc
155 jest lepszym ni·z poprzednie ograniczeniem z góry optymalnej wartósci
funkcji celu. Z przeprowadzonych rozwa·zań wynika, ·ze optymalna wartóśc
funkcji celu miésci siȩ w przedziale [140; 155]. Zastanówmy siȩ, czy mo·zna
ten przedzia÷jeszcze bardziej zawȩ·zýc? Aby odpowiedziéc na to pytanie,
pomnó·zmy pierwsze ograniczenie przez y1, drugie przez y2 zás trzecie przez
y3, przy czym y1; y2; y3 � 0, i dodajmy otrzymane nierównósci do siebie.
Otrzymamy wówczas nierównóśc

(y1 + 6y2)x1 + (y1 + 9y2 + y3)x2 � 100y1 + 720y2 + 60y3.

Zauwa·zmy, ·ze jésli tylko spe÷nione bȩda̧ nierównósci y1 + 6y2 � 1 oraz
y1 + 9y2 + y3 � 2, to w konsekwencji spe÷niona bȩdzie równie·z nierównóśc

x1 + 2x2 � 100y1 + 720y2 + 60y3:

Najlepsze ograniczenie z do÷u dla prawej strony ostatniej nierównósci otrzy-
mamy dla wektora y = (y1; y2; y3)> bȩda̧cego rozwia̧zaniem nastȩpuja̧cego
ZPL:

minimalizowác 100y1 + 720y2 + 60y3
przy ograniczeniach y1 + 6y2 � 1

y1 + 9y2 + y3 � 2
y1; y2; y3 � 0.

(4.1)
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Ograniczenie to bȩdzie równie·z najlepszym z mo·zliwych do osia̧gniȩcia
w podany sposób górnym ograniczeniem optymalnej wartósci funkcji celu
f�. W istocie optymalna wartóśc funkcji celu dla zadania (4.1) wynosi
150 (jest ona osia̧gniȩta dla y = (0; 1=6; 1=2)>) i jest równa optymal-
nej wartósci funkcji celu dla wyj́sciowego zadania. W dalszej czȩ́sci tego
rozdzia÷u poka·zemy, ·ze w÷asnóśc ta przys÷uguje dowolnemu ograniczonemu
ZPL.

Przejd́zmy wobec tego do sytuacji ogólniejszej. Dane jest zadanie pro-
gramowania liniowego w postaci klasycznej

maksymalizowác c>x
przy ograniczeniach Ax � b

x � 0;
(4.2)

gdzie c; x 2 Rn; A jest macierza̧ typu m� n i b 2 Rm:

De�nicja 4.1.1. Zadanie programowania liniowego

minimalizowác b>y
przy ograniczeniach A>y � c

y � 0;
(4.3)

gdzie y 2 Rm; nazywa siȩ zadaniem dualnym do zadania (4.2). Zadanie
(4.2) nazywa siȩ wówczas zadaniem pierwotnym.

Uwaga 4.1.2. Zadanie (4.2) jest zadaniem dualnym do zadania (4.3).
W celu pokazania tego faktu nale·zy zapisác zadanie (4.3) w postaci klasycz-
nej (jako zadanie maksymalizacji), wyznaczýc zadanie do niego dualne
i zauwa·zýc, ·ze jest nim (4.2). Szczegó÷y pozostawiamy czytelnikowi. Oba
zadania sa̧ wiȩc wzajemnie dualne.

Rozwa·zmy teraz zadanie programowania liniowego w postaci standar-
dowej:

maksymalizowác c>x
przy ograniczeniach Ax = b

x � 0:
(4.4)
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Mo·zna je przedstawíc w równowa·znej mu postaci klasycznej:

maksymalizowác c>x

przy ograniczeniach
�
A
�A

�
x �

�
b
�b

�
x � 0:

Zgodnie z de�nicja̧ 4.1.1 zadaniem dualnym do tego ostatniego jest zadanie

minimalizowác b>(v � w)
przy ograniczeniach A>(v � w) � c

v; w � 0;

gdzie v; w 2 Rm. Po wprowadzeniu nowej zmiennej y = v � w ostatnie
zadanie przyjmie postác

minimalizowác b>y
przy ograniczeniach A>y � c:

(4.5)

Zauwa·zmy, ·ze na y nie nak÷ada siȩ ograniczenia nieujemnósci. Tak wiȩc
zadanie (4.5) jest dualne do zadania (4.4). Mo·zna równie·z ÷atwo poka-
zác, ·ze zadanie (4.4) jest dualne do (4.5). Dowód tego faktu pozostawiamy
czytelnikowi. Oba zadania (4.4) i (4.5) sa̧ wiȩc wzajemnie dualne.

Przyk÷ad 4.1.3. Powró́cmy do zagadnienia analizy dzia÷alnósci gospodar-
czej (przyk÷ad 2.1.2), które daje siȩ przedstawíc jako zadanie programowa-
nia liniowego w postaci klasycznej:

maksymalizowác c1x1 + c2x2 + :::+ cnxn
przy ograniczeniach a11x1 + a12x2 + :::+ a1nxn � b1

a21x1 + a22x2 + :::+ a2nxn � b2
:::

am1x1 + am2x2 + :::+ amnxn � bm
x1; :::; xn � 0;

gdzie x jest pro�lem produkcji, b wektorem zasobów surowcowych, c wek-
torem zysków jednostkowych, zás element aij macierzy A wskazuje na ilóśc
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jednostek i-tego surowca potrzebna̧ do produkcji jednostki j-tego towaru.
Zadaniem dualnym do powy·zszego jest zadanie

minimalizowác b1y1 + b2y2 + :::+ bmym
przy ograniczeniach a11y1 + a21y2 + :::+ am1ym � c1

a12y1 + a22y2 + :::+ am2ym � c2
:::

a1ny1 + a2ny2 + :::+ amnyn � cn
y1; y2; :::; ym � 0:

Ostatnie zadanie ma nastȩpuja̧ca̧ interpretacjȩ ekonomiczna̧. Niech yi bȩ-
dzie cena̧ jednostki i-tego surowca, i = 1; :::;m. Wówczas j-te ogranicze-
nie zadania dualnego mówi, ·ze udzia÷kosztów przy produkcji jednostki
j-tego towaru wynosi co najmniej cj , i = 1; :::;m, j = 1; :::;m. Nato-
miast zadanie polega na znalezieniu takiego wektora cen surowcowych, dla
którego ca÷kowita wartóśc u·zytych do produkcji surowców jest minimalna.

4.2. Twierdzenia o dualnósci

Twierdzenie 4.2.1 (s÷abe twierdzenie o dualnósci). Jésli x 2 Rn jest
rozwia̧zaniem dopuszczalnym zadania pierwotnego (4:2) i y 2 Rm jest roz-
wia̧zaniem dopuszczalnym zadania dualnego (4:3), to zachodzi nierównóśc

c>x � b>y:

Dowód. Niech x; y bȩda̧ rozwia̧zaniami dopuszczalnymi odpowiednio
dla zadania pierwotnego i dualnego, tzn. x; y � 0; Ax � b i A>y � c.
Wówczas zachodza̧ nastȩpuja̧ce nierównósci i równósci:

c>x � (A>y)>x = y>Ax � y>b = b>y:

�

Wniosek 4.2.2. Jésli obydwa zadania (4:2) i (4:3) sa̧ dopuszczalne, tzn.

X = fx : Ax � b; x � 0g 6= ;
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i
Y = fy : A>y � c; y � 0g 6= ;);

to posiadaja̧ one rozwia̧zania optymalne, odpowiednio x� i y�.

Wniosek 4.2.3. Jésli x i y sa̧ rozwia̧zaniami dopuszczalnymi odpowiednio
dla zadania pierwotnego (4:2) i dualnego (4:3) i zachodzi równóśc
c>x = b>y, to x jest rozwia̧zaniem optymalnym zadania pierwotnego
i y jest rozwia̧zaniem optymalnym zadania dualnego.

Ćwiczenie 4.2.4. Dane jest zadanie

maksymalizowác 2x1 + x2
przy ograniczeniach x1 + x2 � 6

�x1 + x2 � 5
x1 � 2x2 � 2
x1; x2 � 0

i zadanie do niego dualne

minimalizowác 6y1 + 5y2 + 2y3
przy ograniczeniach y1 � y2 + y3 � 2

y1 + y2 � 2y3 � 1
y1; y2; y3 � 0:

Sprawdzíc, czy para (x�>; y�>)> = (143 ;
4
3 ;
5
3 ; 0;

1
3)
> jest rozwia̧zaniem zada-

nia pierwotnego i dualnego.

Wniosek 4.2.5 Jésli zadanie pierwotne (4:2) jest nieograniczone, to zada-
nie dualne (4:3) nie posiada rozwia̧zania dopuszczalnego. Podobnie, jésli
zadanie dualne (4:3) jest nieograniczone, to zadanie pierwotne (4:2) nie
posiada rozwia̧zania dopuszczalnego.

Twierdzenie 4.2.6 (mocne twierdzenie o dualnósci). Jésli zada-
nie pierwotne (4:4) posiada rozwia̧zanie optymalne x�, to zadanie dualne
(4:5) posiada rozwia̧zanie optymalne y� i zachodzi równóśc

c>x� = b>y�:
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Dowód. Niech x� bȩdzie rozwia̧zaniem optymalnym zadania (4.4).
Wówczas istnieje bazowe rozwia̧zanie optymalne �x (funkcja liniowa okréslo-
na na zbiorze wypuk÷ym osia̧ga swoje maksimum w punktach ekstremal-
nych). Niech A =

�
AB AN

�
i �x = (�x>B; 0)

>, �xB = A
�1
B b, gdzie AB jest

macierza̧ bazowa̧. Niech �y = A�>B cB, gdzie c = (c>B; c
>
N )

> i A�>B oznacza
macierz (A>B)

�1. Wówczas �y jest rozwia̧zaniem dopuszczalnym problemu
dualnego (4.5), bo

A>�y =

�
A>B
A>N

�
A�>B cB =

�
cB

(A�1B AN )
>cB

�
�
�
cB
cN

�
= c:

Nierównóśc wynika z nastȩpuja̧cego rozumowania: Niech f� bȩdzie opty-
malna̧ wartóscia̧ funkcji celu zadania (4.4). Mamy wiȩc dla x 2 X

f� = c>�x = (c>B; c
>
N )

�
�xB
0

�
� c>x = (c>B; c

>
N )

�
xB
xN

�
= (c>B; c

>
N )

�
A�1B b�A

�1
B ANxN

xN

�
= c>BA

�1
B b� c

>
BA

�1
B ANxN + c

>
NxN

= f� � c>BA�1B ANxN + c
>
NxN ;

czyli
c>BA

�1
B ANxN � c

>
NxN

dla dowolnego xN . Biora̧c wiȩc xN = ei, i = m+ 1; :::; n, otrzymamy

c>BA
�1
B AN � c

>
N :

Ponadto

c>�x = c>B�xB = c
>
BA

�1
B b = (A

�>
B cB)

>b = �y>b = b>�y

i na mocy wniosku 4.2.3, punkt �y jest rozwia̧zaniem optymalnym zadania
(4.5). �



90 Rozdzia÷4. Dualizm w programowaniu liniowym

Uwaga 4.2.7. Mocne twierdzenie o dualnósci prawdziwe jest równie·z dla
postaci klasycznej (4.2) i (4.3).

Wniosek 4.2.8. Jésli zadania pierwotne i dualne sa̧ dopuszczalne (X 6= ;
i Y 6= ;), to posiadaja̧ one rozwia̧zania optymalne.

Wniosek 4.2.9. Niech x i y bȩda̧ rozwia̧zaniami dopuszczalnymi odpowied-
nio dla zadania pierwotnego (4:2) i dualnego (4:3). Wówczas x i y sa̧
rozwia̧zaniami optymalnymi tych zadán wtedy i tylko wtedy, gdy

c>x = b>y:

Dowód. Wniosek wynika z mocnego twierdzenia o dualnósci i z wniosku
4.2.3. �

Uwaga 4.2.10. a) Zadaniu pierwotnemu i dualnemu odpowiada w istocie
ta sama tablica sympleksowa. Zadania te mo·zna bowiem przedstawíc jako
uk÷ady równań:

(pierwotne ZPL)

z = c>x
b�Ax = u
x; u � 0

i

(dualne ZPL)

z = b>y
�c+A>y = v

y; v � 0:

Wspólna pocza̧tkowa tablica sympleksowa obu zadań ma postác:
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zmienne niebazowe
pierwotnego ZPL

zmienne
niebazowe
dualnego
ZPL

1 �x1 ::: �xn
1 0 �c1 ::: �cn = z

y1 b1 a11 ... a1n = u1
::: ::: ::: ::: ::: :::
ym bm am1 ::: amn = um

q q q
z v1 ::: vn

zmienne
bazowe

pierwotnego
ZPL

zmienne bazowe
dualnego ZPL

Tablicy tej odpowiada rozwia̧zanie bazowe zadania pierwotnego (x; u) =
(0; b) i rozwia̧zanie bazowe zadania dualnego (y; v) = (0;�c) (oczywíscie
w postaci kanonicznej dla obu zadań).

b) Przy piwotyzacji, w której aij jest elementem g÷ównym, wymienione
zostaja̧ zmienne ui z xj (zadanie pierwotne) i yi z vj (zadanie dualne).

c) W ka·zdej tablicy zmienna dualna yi znajduje siȩ naprzeciw zmiennej
uzupe÷niaja̧cej zadania pierwotnego ui, i = 1; :::;m, oraz zmienna pierwotna
xj znajduje siȩ naprzeciw zmiennej uzupe÷niaja̧cej zadania dualnego vj ,
j = 1; :::; n.

d) Rozwia̧zania bazowe zadania pierwotnego (x; u) i zadania dualnego
(y; v) odpowiadaja̧ce tej samej tablicy sympleksowej posiadaja̧ nastȩpuja̧-
ca̧ w÷asnóśc: yiui = 0; i = 1; :::;m; i xjvj = 0; j = 1; :::; n; (jest to tzw.
w÷asnóśc komplementarnósci).

e) Jésli zerowy wiersz tablicy sympleksowej (wektor �c w przypadku,
gdy jest to pocza̧tkowa tablica) jest nieujemny, to tablica ta przedstawia
dopuszczalne rozwia̧zanie zadania dualnego. Wówczas o rozwia̧zaniu zada-
nia pierwotnego przedstawionego przez tȩ tablicȩ mówimy, ·ze jest dualnie
dopuszczalne. Jésli ponadto przynajmniej jeden z elementów tego wiersza
jest równy zero (cj = 0 dla pewnego j, w przypadku gdy jest to pocza̧tkowa
tablica), to rozwia̧zanie zadania dualnego przedstawionego przez tȩ tablicȩ
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jest zdegenerowane. Wówczas o rozwia̧zaniu zadania pierwotnego przed-
stawionego przez tȩ tablicȩ mówimy, ·ze jest dualnie zdegenerowane.

f) Jésli zerowa kolumna tablicy sympleksowej (wektor b w przypadku,
gdy jest to pocza̧tkowa tablica) jest nieujemna, to tablica ta przedstawia
rozwia̧zanie dopuszczalne zadania pierwotnego. Mówi siȩ równie·z, ·ze rozwia̧-
zanie to jest pierwotnie dopuszczalne. Jésli ponadto przynajmniej jeden
z elementów tej kolumny jest równy zero (bi = 0 dla pewnego i, w przy-
padku gdy jest to pocza̧tkowa tablica), to rozwia̧zanie zadania pierwotnego
przedstawionego przez tȩ tablicȩ jest zdegenerowane. Mówi siȩ równie·z, ·ze
rozwia̧zanie to jest pierwotnie zdegenerowane.

g) Jésli zerowy wiersz i zerowa kolumna tablicy sympleksowej sa̧ nieu-
jemne (�c � 0; b � 0 w przypadku, gdy jest to pocza̧tkowa tablica), to
tablica ta przedstawia rozwia̧zanie optymalne zadania pierwotnego
i rozwia̧zanie optymalne zadania dualnego.

h) Wspó÷rzȩdne y�i ; i = 1; :::;m; bazowego rozwia̧zania optymalnego
y� zadania dualnego nazywaja̧ siȩ równie·z cenami ukrytymi (z dowodu
mocnego twierdzenia o dualnósci wynika, ·ze ta de�nicja jest równowa·z-
na de�nicji cen ukrytych podanej w ustȩpie 2.2). Pokazuja̧ one, jak szybko
wzrasta funkcja celu zadania pierwotnego w zale·znósci od odpowiednich
wspó÷rzȩdnych bi, i = 1; :::;m, wektora b: jésli bi zwiȩkszy siȩ o jednostkȩ,
to funkcja celu wzrósnie o y�i jednostek (o ile baza odpowiadaja̧ca bazowemu
rozwia̧zaniu optymalnemu nie zmieni siȩ po tej operacji). Istotnie, niech
y� bȩdzie bazowym rozwia̧zaniem optymalnym zadania dualnego. Dalej,
niech

b0 = b+ ei = (b1; :::; bi�1; bi + 1; bi+1; :::; bm)

i niech y0 bȩdzie bazowym rozwia̧zaniem optymalnym zadania dualnego do
zak÷óconego zadania:

maksymalizowác c>x
przy ograniczeniach Ax � b0

x � 0:

Wówczas y� = y0 (obu rozwia̧zaniom odpowiada ta sama baza). Niech z
i z0 bȩda̧ optymalnymi wartósciami funkcji celu odpowiednio dla zadania
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wyj́sciowego i zak÷óconego. Otrzymamy nastȩpuja̧ce równósci

z0 = b0>y0 = b0>y� = b>y� + y�i = z + y
�
i :

Widzimy wiȩc, ·ze y�i wyra·za szybkóśc przyrostu optymalnej wartósci funkcji
celu w zale·znósci od zmiany i-tej wspó÷rzȩdnej wektora b. W÷asnóśc ta ma
wa·zne znaczenie ekonomiczne.

Przyk÷ad 4.2.11. Dane jest zagadnienie analizy dzia÷alnósci gospodar-
czej, któremu odpowiada nastȩpuja̧ce zadanie programowania liniowego:

maksymalizowác 2x1 + 4x2 + 3x3
przy ograniczeniach x1 + 4x2 + 3x3 � 240

2x1 + x2 + 5x3 � 300
x1 + x2 + x3 � 200

x1; x2; x3 � 0:

Wyznaczymy rozwia̧zania optymalne zadań pierwotnego i dualnego i po-
damy interpretacjȩ ekonomiczna̧ otrzymanych wyników.

Zadanie dualne ma postác

minimalizowác 240y1 + 300y2 + 200y3
przy ograniczeniach y1 + 2y2 + y3 � 2

4y1 + y2 + y3 � 4
3y1 + 5y2 + y3 � 3

y1; y2; y3 � 0:

Pocza̧tkowa tablica sympleksowa ma dla obu problemów postác

1 �x1 �x2 �x3
1 0 �2 �4 �3 = z

y1 240 1 4 3 = u1
y2 300 2 1 5 = u2
y3 200 1 1 1 = u3

q q q q
z v1 v2 v3

:
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Po dwóch piwotyzacjach otrzymamy tablicȩ

1 �u2 �u1 �x3
1 37717

4
7

6
7

17
7 = z

v2 2557 � � � = x2
v1 13717 � � � = x1
y3 3717 � � � = u3

q q q q
z y2 y1 v3

:

Tablica ta przedstawia rozwia̧zanie optymalne zadania pierwotnego
x� = (13717 ; 25

5
7 ; 0) i rozwia̧zanie optymalne zadania dualnego y

� = (67 ;
4
7 ; 0):

Optymalna wartóśc funkcji celu dla obu zadań wynosi z� = 37717 : Wspó÷-
rzȩdne wektora y� sa̧ cenami ukrytymi czynników produkcyjnych (surow-
ców) R1;R2 i R3. Jésli dostȩpna ilóśc pierwszego surowca zwiȩkszy siȩ
o jednostkȩ, to zysk producenta wzrósnie o 6

7 jednostek. Podobna inter-
pretacja ekonomiczna dotyczy drugiej wspó÷rzȩdnej wektora y�: producen-
towi op÷aca siȩ kupíc pewna̧ dodatkowa̧ ilóśc drugiego surowca za cenȩ
co najwy·zej 47 jednostek pieniȩ·znych za jego jednostkȩ (lub innymi s÷owy:
jésli cena ta wyniesie co najwy·zej 4

7 , to zysk producenta nie zmniejszy
siȩ). Zwiȩkszenie dostȩpnej ilósci trzeciego surowca nie wp÷ynie na zmianȩ
zysku. Tak wiȩc jésli cena trzeciego surowca na rynku jest dodatnia, to za-
kup tego surowca spowoduje zmniejszenie zysku. Przyczyna̧ jest niepe÷ne
wykorzystanie trzeciego surowca przy optymalnym pro�lu produkcji: po-
zosta÷o go 3717 jednostek, bo tyle wynosi wartóśc zmiennej uzupe÷niaja̧cej
u�3. Zwró́cmy przy okazji uwagȩ na w÷asnóśc komplementarnósci: y

�
3u
�
3 = 0).

Przyk÷ad 4.2.12. Powró́cmy teraz do problemu podanego w przyk÷adzie
2.1.1 i rozwia̧zanego w przyk÷adzie 3.2.5. Tablica sympleksowa odpowiada-
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ja̧ca rozwia̧zaniu optymalnemu ma postác

1 �u2 �u3
1 150 1

6
1
2 = z

y1 10 �1
6

1
2 = u1

v1 30 1
6 �3

2 = x1
v2 60 0 1 = x2

q q q
z y2 y3

:

Optymalne rozwia̧zanie wynosi dla zadania pierwotnego x� = (30; 60); zás
dla zadania dualnego y� = (0; 16 ;

1
2). Wielkósci te maja̧ nastȩpuja̧ca̧ in-

terpretacjȩ ekonomiczna̧. Ogrodnik uzyska najwiȩkszy zysk 150 z÷, jésli
przeznaczy 30 m2 swojego ogrodu na ró·ze i 60 m2 na gózdziki. Zakup
dodatkowej powierzchni pod uprawȩ zysk ten zmniejszy (y�1 = 0; ma to
zwia̧zek z dodatnia̧ wartóscia̧ zmiennej uzupe÷niaja̧cej u�1 = 10�tyle metrów
kwadratowych powierzchni ogrodu jest niewykorzystanych przy optymal-
nym rozwia̧zaniu). Ogrodnikowi op÷aci siȩ zainwestowác wiȩcej ni·z 720 z÷,
o ile zdobycie dodatkowej z÷otówki (kredyt) kosztowác go bȩdzie co najwy·zej
1
6 z÷. Op÷aci mu siȩ równie·z przeznaczýc wiȩcej ni·z 60 m

2 na gózdziki, o ile
koszt zagospodarowania 1 m2 dodatkowej powierzchni wyniesie co najwy·zej
1
2 z÷. Zwró́cmy uwagȩ na w÷asnóśc komplementarnósci: y

�
i u
�
i = 0; i = 1; 2; 3:

Twierdzenie 4.2.13 (o komplementarnósci). Niech x i y bȩda̧ rozwia̧-
zaniami dopuszczalnymi odpowiednio dla zadania pierwotnego (4:2) i dual-
nego (4:3). Wówczas x i y sa̧ rozwia̧zaniami optymalnymi wtedy i tylko
wtedy, gdy

y>(Ax� b) = 0 (4.6)

i
x>(c�A>y) = 0: (4.7)

Dowód. Niech x i y bȩda̧ rozwia̧zaniami dopuszczalnymi odpowied-
nio dla zadania pierwotnego (4.2) i dualnego (4.3). Wówczas, podob-
nie jak w dowodzie s÷abego twierdzenia o dualnósci, zachodza̧ nastȩpuja̧ce



96 Rozdzia÷4. Dualizm w programowaniu liniowym

nierównósci i równósci:

c>x � (A>y)>x = y>Ax � y>b = b>y: (4.8)

Jésli x i y sa̧ rozwia̧zaniami optymalnymi, to c>x = b>y na mocy mocnego
twierdzenia o dualnósci. W konsekwencji

c>x = (A>y)>x = y>Ax = y>b = b>y;

czyli (c � A>y)>x = 0 i y>(Ax � b) = 0. Za÷ó·zmy teraz, ·ze zachodza̧
równósci (4.6) i (4.7). Wówczas z (4.8) wynika, ·ze c>x = b>y: W konsek-
wencji x i y sa̧ rozwia̧zaniami optymalnymi na mocy s÷abego twierdzenia o
dualnósci. �

Uwaga 4.2.14. Niech ai oznacza i-ty wiersz oraz aj - j-ta̧ kolumnȩ macie-
rzy A. Jésli x i y sa̧ rozwia̧zaniami dopuszczalnymi odpowiednio dla zadania
pierwotnego (4.2) i dualnego (4.3), to równósci (4.6) i (4.7) mo·zna zapisác
w postaci

yi(a
ix� bi) = 0 (lub równowa·znie yiui = 0), (4.9)

i = 1; :::;m; i

xj(a
>
j y � cj) = 0 (lub równowa·znie xjvj = 0), (4.10)

j = 1; :::; n. Wynika to z faktu, ·ze jésli suma liczb nieujemnych jest równa
zeru, to liczby te sa̧ równe zeru.

Wniosek 4.2.15. Niech x i y bȩda̧ rozwia̧zaniami dopuszczalnymi odpo-
wiednio dla zadania pierwotnego (4:2) i dualnego (4:3). Wówczas x i y sa̧
rozwia̧zaniami optymalnymi wtedy i tylko wtedy, gdy

yi > 0) aix = bi (lub równowa·znie aix < bi ) yi = 0);

i = 1; :::;m; i

xj > 0) a>j y = cj (lub równowa·znie a>j y > cj ) xj = 0);

j = 1; :::; n:
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4.3. Dualny algorytm sympleksowy

Zadanie dualne (4.3) mo·zna równowa·znie przedstawíc jako nastȩpuja̧ce
zadanie maksymalizacji:

maksymalizowác �b>y
przy ograniczeniach �A>y � �c

y � 0:

Ostatniemu zadaniu odpowiada poni·zsza tablica sympleksowa

1 �y1 ::: �ym
0 b1 ::: bm = z

�c1 �a11 ::: �am1 = v1
::: ::: ::: ::: :::
�cn �a1n ::: �amn = vn

:

Przypúścmy, ·ze tablica ta przedstawia dopuszczalne rozwia̧zanie bazowe
(czyli c � 0). Jésli teraz zastosujemy do tej tablicy regu÷y piwotyzacji
opisane w punkcie 3.2.3, to jako kolumnȩ g÷ówna̧ wybierzemy i0, dla którego
bi0 < 0 oraz jako wiersz g÷ówny - j0, dla którego

�cj0
�ai0j0

= minf �cj�ai0j
: �ai0j > 0g:

Nastȩpnie wymieniamy zmienna̧ bazowa̧ vj0 ze zmienna̧ niebazowa̧ yi0
i przekszta÷camy odpowiednio tablicȩ sympleksowa̧. Zastosowalísmy tu
tzw. pierwotny algorytm sympleksowy do zadania dualnego. To samo otrzy-
mamy stosuja̧c tzw. dualny algorytm sympleksowy do zadania pierwotnego.
Poni·zej przedstawimy ten algorytm przyjmuja̧c, ·ze zadaniu pierwotnemu
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odpowiada tablica:

1 �r1 ::: �rn
�00 �01 ::: �0n = z

�10 �11 ::: �1n = s1
::: ::: ::: ::: :::

�m0 �m1 ::: �mn = sm

oraz ·ze rozwia̧zanie przedstawione za pomoca̧ tej tablicy jest dualnie do-
puszczalne (�0j � 0 dla j = 1; :::; n).

Algorytm 4.3.1 (dualny sympleksowy)
Krok 1. (wybór wiersza g÷ównego). Wybrác dowolny wiersz i0 � 1; dla
którego �i00 < 0 (najczȩ́sciej wybiera siȩ i0 takie, ·ze �i00 = minf�i0 :
�i0 < 0g). Jésli brak jest takiego i0, to tablica przedstawia rozwia̧zanie
dopuszczalne. (Jésli dodatkowo �0j � 0 dla j = 1; :::; n, to rozwia̧zanie to
jest optymalne.)
Krok 2. (wybór kolumny g÷ównej ). Wśród wszystkich kolumn j � 1,
takich, ·ze ai0j < 0, wybrác kolumnȩ j0, dla której

�0j0
�i0j0

= maxf �0j
�i0j

: �i0j < 0g:

Jésli brak jest takiej kolumny (�i0j � 0 dla wszystkich j � 1), to problem
pierwotny nie posiada rozwia̧zania dopuszczalnego.
Krok 3. (piwotyzacja). Wymieníc zmienna̧ bazowa̧ si0 ze zmienna̧ nieba-
zowa̧ rj0 i przetransformowác tablicȩ sympleksowa̧ zgodnie z regu÷̧a (3.8).

Uwaga 4.3.2. Dualny algorytm sympleksowy dla zadania pierwotnego
i pierwotny algorytm sympleksowy dla zadania dualnego sa̧ sobie równowa·z-
ne.
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Uwaga 4.3.3. Dualny algorytm sympleksowy nadaje siȩ w szczególnósci
do wyznaczenia rozwia̧zania dopuszczalnego zadania pierwotnego, dla które-
go pocza̧tkowa tablica sympleksowa przedstawia rozwia̧zanie bazowe, które
jest dualnie dopuszczalne. Bȩdzie to wykorzystane przy programowaniu
liniowym ca÷kowitoliczbowym.

Przyk÷ad 4.3.4. Rozwa·zmy teraz problem diety podany w przyk÷adzie
2.1.3:

minimalizowác 5x1 + 7x2
przy ograniczeniach 2x1 + x2 � 6

2x1 + 4x2 � 12
7x2 � 4

x1; x2 � 0:

Zadanie to mo·zna sprowadzíc do postaci klasycznej:

maksymalizowác �5x1 � 7x2
przy ograniczeniach �2x1 � x2 � �6

�2x1 � 4x2 � �12
�7x2 � �4
x1; x2 � 0:

Pocza̧tkowa tablica sympleksowa ma postác

1 �x1 �x2
0 5 7 = z

�6 �2 �1 = u1
�12 �2 �4 = u2
�4 0 �7 = u3

:

Poniewa·z odpowiada ona rozwia̧zaniu bazowemu, które jest niedopuszczal-
ne, zadanie mo·zemy rozwia̧zác przy pomocy dwufazowego algorytmu sym-
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pleksowego. Otrzymamy kolejno nastȩpuja̧ce tablice:

1 �x1 �x2
0 5 7 = z

�6 �2 �1 = u1
�12 �2 �4 = u2
�4 0 �7 = u3

;

1 �x1 �u3
�4 5 1 = z

�38
7 �2 �1

7 = u1
�68
7 �2 �4

7 = u2
4
7 0 �1

7 = x2

;

1 �u2 �u3
�198

7
5
2 �3

7 = z
30
7 �1 3

7 = u1
34
7 �1

2
2
7 = x1

4
7 0 �1

7 = x2

;

1 �u2 �u1
�24 3

2 1 = z

10 �7
3

7
3 = u3

2 1
6 �2

3 = x1
2 �1

3
1
3 = x2

:

Otrzymalísmy rozwia̧zanie optymalne x� = (2; 2). Istnieje równie·z mo·zli-
wóśc wyznaczenia rozwia̧zania optymalnego stosuja̧c dualny algorytm sym-
pleksowy. Otrzymamy wówczas kolejno nastȩpuja̧ce tablice:

1 �x1 �x2
0 5 7 = z

�6 �2 �1 = u1
�12 �2 �4 = u2
�4 0 �7 = u3

;

1 �x1 �u2
1 �21 3

2
7
4 = z

�3 �3
2 �1

4 = u1

3 1
2 �1

4 = x2
17 7

2 �4
7 = u3

;

1 �u1 �u2
�24 1 3

2 = z

2 �2
3

1
6 = x1

2 1
3 �1

3 = x2
10 7

3 �7
3 = u3

:

Otrzymalísmy to samo rozwia̧zanie optymalne co poprzednio: x� = (2; 2).



ROZDZIA×5

O z÷o·zonósci obliczeniowej
ZPL

By doj́śc do źród÷a, trzeba p÷yná̧c pod pra̧d.
[S. J. Lec]

5.1. Z÷o·zonóśc obliczeniowa algorytmu symplekso-
wego

W rozdziale 3. stwierdzilísmy, ·ze u·zycie metody sympleksowej pozwala na
wyznaczenie rozwia̧zania optymalnego zadania programowania liniowego
w skończenie wielu iteracjach. Liczba tych iteracji nie przekracza liczby
wszystkich wierzcho÷ków wielóscianu bȩda̧cego zbiorem rozwia̧zań dopusz-
czalnych ZPL, która �jak stwierdzilísmy �jest dla postaci klasycznej tego

zadania równa co najwy·zej
�
m+ n
m

�
. Ju·z tak prosty wielóscian, jak

kostka [0; 1]n ma 2n wierzcho÷ków, mimo ·ze mo·zna go zadác za pomoca̧
2n ograniczeń. Liczba ta ju·z dla niewielkich n jest ogromna i gdyby algo-
rytm sympleksowy musia÷wykonác rzeczywíscie a·z tyle iteracji, by÷by ma÷o
przydatny z praktycznego punktu widzenia. Z drugiej strony, dóswiad-
czenie wskazuje, ·ze najczȩ́sciej algorytm sympleksowy zatrzymuje siȩ po

101
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wykonaniu co najwy·zej 2m�3m iteracji. Chcia÷oby siȩ jednak wiedziéc, czy
w ka·zdym przypadku mamy gwarancjȩ, ·ze algorytm sympleksowy nie prowa-
dzi do �zbyt wielu�iteracji potrzebnych do wyznaczenia rozwia̧zania opty-
malnego. Problem polega na tym, jak okréslíc pojȩcie �zbyt wiele�. Poza
tym nie chodzi tu wy÷̧acznie o liczbȩ iteracji, ale równie·z, a mo·ze nawet
przede wszystkim o liczbȩ operacji arytmetycznych, które nale·zy wykonác w
celu zakończenia dzia÷ania algorytmu. Problemami szybkósci zbie·znósci al-
gorytmów zajmuje siȩ teoria z÷o·zonósci obliczeniowej, przy czym nie chodzi
tu o szybkóśc w sensie czasu (bo ta zale·zy równie·z od urza̧dzeń, na których
wykonywane sa̧ obliczenia), a o szybkóśc w sensie liczby wspomnianych
operacji arytmetycznych, które trzeba wykonác, aby algorytm zakończy÷
swoje dzia÷anie. Podstawowym pojȩciem tej teorii jest tak zwana d÷u-
góśc danych wej́sciowych, czyli liczba bitów potrzebna do zapisu danych
okréslaja̧cych problem, który ma býc rozwia̧zany. W przypadku zadania
programowania liniowego danymi sa̧ macierz A = [aij ]m�n oraz wektory
b = (b1; :::; bm) i c = (c1; :::; cn). W tym przypadku d÷ugóśc danych wej́scio-
wych wyra·za siȩ wzorem

L =
mX
i=0

nX
j=0

log2(j aij j +1) + log2(mn) + 1;

gdzie ai0 = bi, i = 1; :::;m, a0j = cj , j = 1; :::; n, a00 = 1. Do analizy
z÷o·zonósci obliczeniowej algorytmu sympleksowego wystarczy nam jednak
wy÷̧acznie liczba iteracji (piwotyzacji), poniewa·z ka·zda iteracja sk÷ada siȩ
z takiej samej liczby operacji arytmetycznych. Ponadto jésli za÷o·zymy, ·ze
wszystkie dane wej́sciowe sa̧ mniej wiȩcej jednakowego rzȩdu, to mo·zna
pokazác, ·ze d÷ugóśc danych wej́sciowych mo·zna oszacowác z góry przez
liczbȩ w przybli·zeniu proporcjonalna̧ do m i do n.

Wśród algorytmów s÷u·za̧cych rozwia̧zaniu zadanego problemu wyró·znia
siȩ algorytmy o wielomianowej z÷o·zonósci obliczeniowej (to znaczy takie,
dla których liczbȩ wykonywanych operacji mo·zna oszacowác z góry wielo-
mianem zale·znym od d÷ugósci danych wej́sciowych L) i o wyk÷adniczej z÷o·zo-
nósci obliczeniowej (to znaczy takie, dla których liczba wykonywanych ope-
racji rósnie wyk÷adniczo wraz ze wzrostem d÷ugósci danych wej́sciowych).



5.1. Z÷o·zonósć obliczeniowa algorytmu sympleksowego 103

Z÷o·zonóśc obliczeniowa algorytmu sympleksowego by÷a przedmiotem ba-
dań od pocza̧tku jego powstania, czyli od po÷owy XX wieku. Jednak dopiero
w roku 1972 Klee i Minty pokazali, ·ze z÷o·zonóśc ta jest wyk÷adnicza podaja̧c
przyk÷ad problemu, dla którego liczba iteracji algorytmu sympleksowego
niezbȩdnych do otrzymania rozwia̧zania rósnie wyk÷adniczo wraz z wymia-
rem zadania. Przyk÷ad Klee i Minty�ego ma postác:

maksymalizowác
Pn
j=1 10

n�jxj
przy ograniczeniach 2

Pi�1
j=1 10

i�jxj + xi � 100i�1; i = 1; :::; n

x � 0:

Zbiór rozwia̧zań dopuszczalnych jest tutaj zdeformowana̧ kostka̧ n-wymiaro-
wa̧. Kolejne rozwia̧zania wyznaczone przy pomocy metody sympleksowej
sa̧ ró·znymi wierzcho÷kami tej kostki. Przyk÷ad jest skonstruowany tak, by
wszystkie wierzcho÷ki kostki zosta÷y �odwiedzone�nim wyznaczone zostanie
rozwia̧zanie optymalne. Sta̧d ju·z nietrudno wywnioskowác, ·ze algorytm
sympleksowy ma wyk÷adnicza̧ z÷o·zonóśc obliczeniowa̧. Szczegó÷y mo·zna
znaléźc w ksia̧·zce R. J. Vanderbeia [21]. Czytelnikowi polecamy przésledze-
nie kolejnych tablic dla n = 3. Zadanie ma wówczas postác

maksymalizowác 100x1 + 10x2 + x3
przy ograniczeniach x1 � 1

20x1 + x2 � 100
200x1 + 20x2 + x3 � 10000

x1; x2; x3 � 0:

W zwia̧zku z wyk÷adnicza̧ z÷o·zonóscia̧ algorytmu sympleksowego rodzi
siȩ pytanie, czy dla ZPL istnieje algorytm o z÷o·zonósci wielomianowej.
Pozytywna̧ odpowied́z na to pytanie poda÷ gruziński matematyk
L. Chaczjan w roku 1979. Opracowa÷on tak zwana̧ metodȩ elipsoidalna̧,
która̧ zastosowa÷do rozwia̧zania uk÷adu nierównósci liniowych, ale mo·zna
ja̧ zastosowác równie·z do ZPL. Zadanie programowania liniowego

maksymalizowác c>x
przy ograniczeniach Ax � b

x � 0;
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mo·zna bowiem na podstawie twierdzeń o dualnósci przedstawíc w postaci
zagadnienia wyznaczenia rozwia̧zania uk÷adu nierównósci liniowych

Ax � b
A>y � c
c>x � b>y
x � 0
y � 0:

Metoda Chaczjana polega na konstrukcji cia̧gu elipsoid o coraz to mniejszej
objȩtósci, których środki sa̧ zbie·zne do rozwia̧zania zadania. Szczegó÷y
mo·zna znaléźc w ksia̧·zce S. Walukiewicza [22]. Mimo, ·ze metoda ta ma
z÷o·zonóśc wielomianowa̧, ma ona dzisiaj wy÷̧acznie znaczenie teoretyczne.
W praktyce zachowuje siȩ ona bowiem gorzej �poza pewnymi sztucznie do-
branymi przyk÷adami �ni·z metoda sympleksowa. Poza tym w cia̧gu ostat-
nich kilkunastu lat skonstruowano dla zadań programowania liniowego inne
metody
o wielomianowej z÷o·zonósci obliczeniowej, które w praktyce skutecznie kon-
kuruja̧ z metoda̧ sympleksowa̧. Pierwsza̧ z takich metod by÷a metoda punk-
tów wewnȩtrznych podana w roku 1984 przez 28-letniego
N. Karmarkara [14].

5.2. Metoda Karmarkara punktów wewnȩtrznych

Metoda Karmarkara punktów wewnȩtrznych s÷u·zy do rozwia̧zania zadania
programowania liniowego przedstawionych w tzw. postaci normalnej:

minimalizowác c>x
przy ograniczeniach Ax = 0

x 2 �n,
(5.1)

gdzie
�n = fx 2 Rn : e>x = 1, x � 0g;

e = (1; :::1)>. Ponadto zak÷ada siȩ, ·ze
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(i) A jest macierza̧ typum�n pe÷nego rzȩdu wierszowego, tzn. r(A) = m,

(ii) Ae = 0, innymi s÷owy tzw. barycentrum sympleksu (lub inaczej środek
ciȩ·zkósci sympleksu) 1

ne 2 �n jest punktem dopuszczalnym,

(iii) optymalna wartóśc funkcji celu z� = 0.

5.2.1. Transformacja ZPL do postaci normalnej

W ustȩpie tym poka·zemy, ·ze dowolne zadanie programowania liniowego
mo·zna sprowadzíc do postaci normalnej. Sprowadzimy bowiem do niej
ZPL w postaci klasycznej

maksymalizowác c>x
przy ograniczeniach Ax � b

x � 0:
(5.2)

Korzystaja̧c z twierdzeń o dualnósci zadanie to mo·zna �jak ju·z zauwa·zylís-
my wczésniej �sprowadzíc do wyznaczenia rozwia̧zania uk÷adu nierównósci
liniowych: Ax � b; A>y � c; x � 0; y � 0; c>x � b>y. Zapiszmy ten uk÷ad
w postaci

Gu � d; (5.3)

gdzie

G =

266664
A 0
0 �A>
�c> b>

�I 0
0 �I

377775 ; u =
�
x
y

�
; d =

24 b
�c
0

35 : (5.4)

Rozwa·zmy nastȩpuja̧ce ZPL

maksymalizowác z
wzglȩdem (u; z) 2 Rn+m � R

przy ograniczeniach Gu+ ze � d.
(5.5)

Lemat 5.2.1. Uk÷ad nierównósci (5:3) posiada rozwia̧zanie u� wtedy i tylko
wtedy gdy (u�; 0) jest rozwia̧zaniem optymalnym zadania (5:5).
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Dowód. Jésli (u�; 0) jest rozwia̧zaniem optymalnym zadania (5.5),
to oczywíscie u� jest rozwia̧zaniem zadania (5.3). Niech teraz u� bȩdzie
rozwia̧zaniem zadania (5.3). Dla dowolnego rozwia̧zania dopuszczalnego
(u; z) zadania (5.5) mamy z � 0. Przypúścmy bowiem, ·ze istnieje para
(u; z) taka, ·ze Gu+ ez � d i z > 0 . Z nierównósci (5.4) otrzymamy

Ax < Ax+ ze � b
�A>y < �A>y + ze � �c

�c>x+ b>y < �c>x+ b>y + ze � 0
�x < �x+ ze � 0
�y < �y + ze � 0

i w konsekwencji Ax < b, A>y > c, c>x > b>y, x > 0, y > 0, co jest
sprzeczne ze s÷abym twierdzeniem o dualnósci. W rezultacie, para (u�; 0)
jest rozwia̧zaniem optymalnym tego zadania. �

Uwaga 5.2.2. W dalszej czȩ́sci rozpatrywác bȩdziemy zadanie (5.5),
o którym zak÷adamy, ·ze 0 jest jego wartóscia̧ optymalna̧. Zgodnie z le-
matem 5.2.1 i twierdzeniami o dualnósci oznacza to, ·ze zadanie (5.2) po-
siada rozwia̧zanie optymalne.

Zadanie dualne do zadania (5.5) ma postác

minimalizowác d>v
przy ograniczeniach G>v = 0

e>v = 1
v � 0;

(5.6)

w którym optymalna wartóśc funkcji celu wynosi 0, podobnie jak dla zada-
nia (5.5). Bez szkody dla ogólnósci rozwa·zań mo·zemy za÷o·zýc, ·ze macierz
G> jest pe÷nego rzȩdu wierszowego. W razie potrzeby mo·zemy bowiem
z uk÷adu G>v = 0 usuná̧c równania bȩda̧ce liniowa̧ kombinacja̧ pozosta÷ych.
Wprowad́zmy teraz sztuczna̧ zmienna̧ s i przekszta÷́cmy powy·zsze zadanie
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do postaci
minimalizowác d>v +Ms

przy ograniczeniach G>v �G>es = 0
e>v + s = 1

v; s � 0;

(5.7)

gdzie M > 0. Jest oczywiste, ·ze barycentrum sympleksu standardowego
jest rozwia̧zaniem dopuszczalnym tego zadania. Poka·zemy, ·ze dla odpowied-
nio du·zego M zadania (5.7) i (5.6) sa̧ sobie równowa·zne.

Lemat 5.2.3. Jésli M jest odpowiednio du·ze, to v� jest rozwia̧zaniem op-
tymalnym zadania (5:6) wtedy i tylko wtedy, gdy (v�; 0) jest rozwia̧zaniem
zadania (5:7). Ponadto to drugie zadanie ma równie·z wartóśc optymalna̧
równa̧ zeru.

Dowód. W celu pokazania równowa·znósci obu zadań poka·zemy równo-
wa·znóśc zadań do nich dualnych. Zadaniem dualnym do (5.6) jest zadanie
(5.5), zás zadaniem dualnym do (5.7) jest zadanie

maksymalizowác z
wzglȩdem (u; z) 2 Rn+m � R

przy ograniczeniach Gu+ ze � d
e>Gu+ z � M .

(5.8)

Z mocnego twierdzenia o dualnósci wynika, ·ze zadania (5.5) i (5.8) sa̧
dopuszczalne, gdy·z zadania do nich dualne sa̧ ograniczone. Niech wiȩc
(u0; z0) i (u00; z00) bȩda̧ rozwia̧zaniami dopuszczalnymi odpowiednio dla zada-
nia (5.5) i (5.8) i niech � = minfz0; z00g. Wobec tego wprowadzenie do
obu zadań dodatkowego ograniczenia z � � przekszta÷ci je w zadania im
odpowiednio równowa·zne. Dla M � e>d + (1 � p)�, gdzie p jest liczba̧
nierównósci w uk÷adzie (5.3), mamy wiȩc dla rozwia̧zania dopuszczalnego
(u; z) pierwszego zadania

e>Gu+ pz � e>d:
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Zatem

e>Gu+ z = e>Gu+ pz + (1� p)z
� e>d+ (1� p)�
� M;

czyli (u; z) jest równie·z rozwia̧zaniem dopuszczalnym drugiego zadania.
Widzimy wiȩc, ·ze dla odpowiednio du·zego M drugie ograniczenie w zada-
niu (5.8) jest spe÷nione, o ile tylko spe÷nione jest pierwsze ograniczenie. Za-
tem usuniȩcie tego drugiego ograniczenia z zadania (5.8) nie zmieni zbioru
rozwia̧zań dopuszczalnych. W tej sytuacji jasne jest, ·ze zadania (5.5) i (5.8)
sa̧ identyczne, zatem zadania do nich dualne sa̧ sobie równowa·zne. Ponadto
z twierdzenia o komplementarnósci wynika, ·ze dla rozwia̧zania optymalnego
(v�; s�) zadania (5.7) zajdzie równóśc s� = 0, gdy·z w drugim ograniczeniu
zadania (5.8) nierównóśc jest zawsze ostra, o ile tylko M > e>d+ (1� p)�.
Sta̧d ju·z prosto wynika teza lematu. �

Widzimy wiȩc, ·ze zadanie (5.7) ma postác (5.1), przy czym spe÷nione
sa̧ warunki (i)-(iii).

De�nicja 5.2.4. Rozwia̧zanie dopuszczalne x zadania (5.1) nazywa siȩ
ścísle dopuszczalne, jésli wszystkie jego wspó÷rzȩdne sa̧ dodatnie, czyli
x� 0.

5.2.2. Idea metody Karmarkara

W dalszej czȩ́sci poka·zemy, ·ze obieraja̧c punkt x1 = 1
ne jako punkt startowy

i postȩpuja̧c zgodnie z metoda̧ Karmarkara wygenerujemy cia̧g (xk) takich
rozwia̧zań ścísle dopuszczalnych zadania (5.1), ·ze

c>xk+1 � exp(�
k

5n
)c>x1;

czego konsekwencja̧ jest wielomianowa z÷o·zonóśc metody. W ka·zdej iteracji
metody wykonywane jest tzw. przekszta÷cenie rzutowe sympleksu stan-
dardowego �n zachowuja̧ce jego wierzcho÷ki i �́scia̧gaja̧ce� kolejne (́scísle
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dopuszczalne) przybli·zenie rozwia̧zania do barycentrum sympleksu. Prze-
kszta÷cenie to opiszemy dok÷adniej w dalszej czȩ́sci. Zaleta̧ takiego podej́scia
jest unikniȩcie operacji kombinatorycznych na elementach brzegu symplek-
su. Jak ju·z wiemy, takie operacje wykonywane w algorytmie symplek-
sowym (piwotyzacje) prowadza̧ do wyk÷adniczej z÷o·zonósci tego algorytmu.
W metodzie punktów wewnȩtrznych wykonywany jest krok w kierunku
przeciwnym do gradientu przetransformowanej zgodnie z przekszta÷ceniem
rzutowym funkcji celu, rzutowanego na przetransformowane ograniczenia
równósciowe. Nastȩpnie wykonanie odwrotnego przekszta÷cenia rzutowego
prowadzi do wyznaczenia kolejnego przybli·zenia rozwia̧zania. Przypúścmy,
·ze funkcja celu zadania (5.1) nie jest stale równa zeru na zbiorze rozwia̧zań
dopuszczalnych D = fx 2 Rn : Ax = 0; e>x = 1; x � 0g . Wówczas
miara̧ szybkósci zbli·zania siȩ do rozwia̧zania optymalnego jest tzw. funkcja
potencja÷u

f(x) = n ln c>x�
nX
j=1

ln �j =

nX
j=1

ln
c>x

�j
;

gdzie x = (�1; :::; �n)
>.

Poka·zemy, ·ze funkcja potencja÷u jest dobrze okréslona na zbiorze rozwia̧-
zań ścísle dopuszczalnych zadania (5.1), tzn., ·ze

c>x > 0 dla x 2 riD = fx 2 Rn : Ax = 0; e>x = 1; x� 0g:

Jest jasne, ·ze c>x � 0 dla x 2 riD, gdy·z optymalna wartóśc funkcji celu
zadania (5.1) wynosi zero. Przypúścmy, ·ze c>x = 0 dla pewnego x 2 riD.
Niech S = fs1; :::; smg bȩdzie zbiorem punktów ekstremalnych zbioru D
i niech S1 = fs 2 S : c>s = 0g oraz S2 = fs 2 S : c>s > 0g. Oczywíscie
S = S1 [ S2 oraz S2 6= ;, gdy·z za÷o·zylísmy, ·ze funkcja celu nie jest
stale równa zeru na zbiorze D. Z twierdzenia Minkowskiego wynika, ·ze
x =

Pm
i=1 �isi dla pewnych sta÷ych �1; :::; �m takich, ·ze

Pm
i=1 �i = 1

i �i � 0; i = 1; :::;m. Wobec tego

0 = c>x =
mX
i=1

�ic
>si =

X
si2S2

�ic
>si > 0.
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Otrzymana sprzecznóśc dowodzi, ·ze funkcja celu zadania (5.1) jest dodatnia
na zbiorze riD, w konsekwencji funkcja potencja÷u jest dobrze okréslona na
zbiorze rozwia̧zań ścísle dopuszczalnych tego zadania.

5.2.3. Przekszta÷cenie rzutowe

Niech �x = (��1; :::; ��n)
> 2 ri�n = fx 2 Rn : e>x = 1; x� 0g. Oznaczmy

�X = diag �x =

2664
��1 0 : : : 0
0 ��2 : : : 0
: : : : : : : : : : : :
0 0 : : : ��n

3775 :
Oczywíscie macierz �X jest nieosobliwa. Okréslmy przekszta÷cenie
T : �n ! �n nastȩpuja̧co

y = Tx =
1

e> �X�1x
�X�1x:

Odwzorowanie to bȩdziemy nazywác przekszta÷ceniem rzutowym. Nietrudno
pokazác, ·ze T �x = 1

ne; Tej = ej ; j = 1; :::; n; oraz, ·ze T jest odwzorowaniem
wzajemnie jednoznacznym i

x = T�1y =
1

e> �Xy
�Xy:

Zauwa·zmy ponadto, ·ze T jest z÷o·zeniem dwóch przekszta÷ceń, T = T2 � T1.
Przekszta÷cenie T1 odwzorowuje �n w Rn+�f0g zgodnie z równóscia̧

u = T1x =
1

n
�X�1x:

Natomiast przekszta÷cenie T2 odwzorowuje Rn+�f0g w �n zgodnie z rów-
nóscia̧

y = T2u =
1

e>u
u:

Odwzorowanie T1 nazywa siȩ skalowaniem i jest przekszta÷ceniem liniowym.
Obrazem punktu �x w tym odwzorowaniu jest barycentrum sympleksu, tzn.
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T1�x =
1
ne. Ponadto odwzorowanie to przeprowadza wierzcho÷ki ei sym-

pleksu standardowego �n w punkty (n��i)
�1ei; i = 1; :::; n, bȩda̧ce wierz-

cho÷kami �przeskalowanego�sympleksu

T1(�) = fx 2 Rn : e> �X�1x = n; x � 0g:

Odwzorowanie T2 nazywa siȩ rzutem środkowym. Zauwa·zmy, ·ze T2u 2 �n
dla dowolnego u � 0; u 6= 0, T2( 1ne) =

1
ne i T2(�ei) = ei dla dowolnego

� > 0. Zauwa·zmy ponadto, ·ze w wyniku dzia÷ania odwzorowania T2 punkt
u 2 Rn+�f0g zostaje �́scia̧gniȩty�wzd÷u·z promienia przechodza̧cego przez
punkt u i przez pocza̧tek uk÷adu do punktu na sympleksie standardowym
�n. Sta̧d nazwa tego odwzorowania �rzut środkowy. Odwzorowanie to nie
jest jednak liniowe. Ma ono natomiast wa·zna̧ w÷asnóśc, która̧ maja̧ równie·z
przekszta÷cenia liniowe.

Lemat 5.2.5. Rzut środkowy T2 przekszta÷ca odcinek o kóncach w zbiorze
Rn+�f0g w odcinek o kóncach w sympleksie standardowym �n.

Dowód. Przypomnijmy, ·ze odcinkiem o końcach a; b 2 Rn jest zbiór

[a; b] = fx 2 Rn : x = (1� �)a+ �b; � 2 [0; 1]g:

Niech a; b 2 Rn+�f0g. Niech u = (1 � �)a + �b dla pewnego � 2 [0; 1]
i niech y = T2u. Poka·zemy, ·ze T2u 2 [T2a; T2b]. Mamy e>u > 0 i

y =
1

e>u
[(1� �)a+ �b]

=
(1� �)e>a

e>u
u � a

e>a
+
�e>b

e>u
� b

e>b
= �T2a+ �T2b

dla � = (e>u)�1(1 � �)e>a; � = (e>u)�1�e>b: Zauwa·zmy, ·ze �; � 2 [0; 1],
gdy·z a; b 2 Rn+ oraz, ·ze �+ � = 1. Zatem y 2 [T2a; T2b]. �

Wniosek 5.2.6. Przekszta÷cenie rzutowe T przekszta÷ca wielóscian o wierz-
cho÷kach w zbiorze Rn+�f0g w wielóscian o wierzcho÷kach w sympleksie
standardowym �n.
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W wyniku transformacji projekcyjnej wyj́sciowe zadanie (5.1) przybiera
równowa·zna̧ postác

minimalizowác (e> �Xy)�1c> �Xy

przy ograniczeniach A �Xy = 0
y 2 �n:

Poniewa·z optymalna wartóśc funkcji celu z� = 0, wiȩc de�niuja̧c �A = A �X
i �c = �Xc i pomijaja̧c czynnik (e> �Xy)�1 w funkcji celu otrzymujemy zadanie
równowa·zne:

minimalizowác �c>y
przy ograniczeniach �Ay = 0

y 2 �n;
(5.9)

którego postác jest identyczna z (5.1).

5.2.4. Relaksacja ograniczeń

Trudnóśc rozwia̧zania zadania (5.9) wynika z tego, ·ze ograniczenia
y 2 �n nie sa̧ g÷adkie. W metodzie punktów wewnȩtrznych zastȩpuje siȩ je
ograniczeniami g÷adkimi

y 2 B0n(
1

n
e; �) = fy 2 Rn : e>y = 1; ky � 1

n
ek � �g;

gdzie � > 0 jest dobrane tak, aby B0n(
1
ne; �) � �n. Zobaczymy,

·ze w tym przypadku rozwia̧zanie zadania przyjmuje jawna̧ postác. Czytel-
nikowi zostawimy jako ćwiczenie sprawdzenie, ·ze

B0n(
1

n
e; r) � �n (5.10a)

dla r = 1p
n(n�1)

i, ·ze ten promień jest optymalny (tzn. dla r > 1p
n(n�1)

inkluzja ta ju·z nie zachodzi) oraz, ·ze

�n � B0n(
1

n
e;R) (5.11)
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dla R =
q

n�1
n .

Zajmiemy siȩ teraz zadaniem

minimalizowác �c>y
przy ograniczeniach �Ay = 0

e>y = 1
1
2ky �

1
nek

2 � 1
2�
2;

(5.12)

gdzie � > 0, które �zgodnie z tym co powiedziano wy·zej �powsta÷o z zada-
nia (5.9) przez zasta̧pienie ograniczeń nieg÷adkich y 2 �n ograniczeniami
g÷adkimi y 2 B0n( 1ne; �). Ostatnie ograniczenie w powy·zszym zadaniu jest
oczywíscie równowa·zne nierównósci ky � 1

nek � �. Podana̧ w tym zada-
niu postác tego ograniczenia przyjȩto ze wzglȩdu na ÷atwiejsze wyznaczenie
punktu Kuhna�Tuckera.

Lemat 5.2.7. Rozwia̧zaniem zadania (5:12) jest

y+(�) = �� 1

kdkd+
1

n
e; (5.13)

gdzie

d = [I � �A>( �A �A>)�1 �A+
1

n
ee>]�c:

Dowód. Funkcja celu w zadaniu (5.12) jest liniowa, zás zbiór rozwia̧zań
dopuszczalnych jest zwarty i wypuk÷y. Z twierdzenia 2.3.26 wynika wiȩc,
·ze rozwia̧zanie tego zadania istnieje i jest osia̧gniȩte w punkcie ekstremal-
nym tego zbioru, tzn. dla y takiego, ·ze ky � 1

nek = �. W celu wyz-
naczenia tego rozwia̧zania znajdziemy punkt stacjonarny funkcji Lagrange�a
L : Rn � Rm � R� R,

L(y; �; �; �) = �c>y + �> �Ay + �(e>y � 1) + �(1
2
ky � 1

n
ek2 � 1

2
�2):

Mamy

rxL(y; �; �; �) = �c+ �A>�+ �e+ �(y � 1
ne) = 0

r�L(y; �; �; �) = �Ay = 0
r�L(y; �; �; �) = e>y � 1 = 0
r�L(y; �; �; �) = 1

2ky �
1
nek

2 � 1
2�
2 = 0

(5.14)
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Z pierwszego równania otrzymujemy

y = �1
�
(�c� �A>�� �e+ 1

n
e) (5.15)

Po uwzglȩdnieniu tej równósci oraz za÷o·zenia �Ae = 0; drugie równanie
uk÷adu (5.14) przybierze postác

�A �A>� = � �A�c, (5.16)

zás równanie trzecie �postác

� =
1

n
e>�c.

Macierz �A �A> jest nieosobliwa, gdy·z macierz A ma �zgodnie z za÷o·zeniem
�pe÷ny rza̧d wierszowy oraz macierz �X jest nieosobliwa. W konsekwencji
macierz �A ma pe÷ny rza̧d wierszowy. Wobec tego rozwia̧zaniem równania
(5.16) jest

� = �( �A �A>)�1 �A�c:

Wstawiaja̧c wyznaczone � i � do równósci (5.15) otrzymamy

y � 1

n
e = �1

�
[I � �A>( �A �A>)�1 �A+

1

n
ee>]�c:

Po uwzglȩdnieniu ostatniego równania uk÷adu (5.14) otrzymamy dwa punk-
ty stacjonarne funkcji Lagrange�a: y = 1

ne � �
1
kdkd. Poniewa·z mno·znik

Lagrange�a � odpowiadaja̧cy ostatniemu ograniczeniu w zadaniu (5.12) jest
nieujemny, otrzymujemy, ·ze jedynym punktem Kuhna�Tuckera jest

y =
1

n
e� � 1

kdkd;

gdzie

d = [I � �A>( �A �A>)�1 �A+
1

n
ee>]�c:

Poniewa·z rozwia̧zanie zadania (5.12) istnieje, jest nim wiȩc otrzymany punkt
y. �
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Uwaga 5.2.8. Postác wektora d podana̧ w lemacie 5.2.7 mo·zna zapisác
prósciej:

d = [I �B>(BB>)�1B]�c; (5.17)

gdzie

B =

�
�A
e>

�
; (5.18)

gdy·z

(BB>)�1 =

�
( �A �A>)�1 0

0 1
n

�
:

W tej sytuacji otrzymane rozwia̧zanie ma elegancka̧ interpretacjȩ geome-
tryczna̧ przedstawiona̧ w nastȩpuja̧cym lemacie.

Lemat 5.2.9. Wektor d dany równóscia̧ (5:17) jest rzutem ortogonalnym
wektora �c na podprzestrzén zerowa̧ macierzy B,

kerB = fy 2 Rn : By = 0g:

W konsekwencji �c>d = kdk2.

Dowód. W celu pokazania lematu wystarczy sprawdzíc, ·ze d 2 kerB
i ·ze (�c � d)? kerB. Sprawdzenie tych faktów pozostawiamy czytelnikowi.
�

Przedstawimy teraz oszacowanie optymalnej wartósci funkcji celu zada-
nia (5.12) przydatne w pó́zniejszej analizie.

Lemat 5.2.10. Dla y+(�) danego równóscia̧ (5:13) zachodzi nierównóśc

�c>y+(�) � (1� �)�c
>e

n
: (5.19)

Dowód. Z lematu 5.2.9. otrzymujemy

�c>y+(�) =
1

n
�c>e� � 1

kdk�c
>d =

1

n
�c>e� �kdk: (5.20)
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Z drugiej strony dla � = R =
q

n�1
n mamy

�c>y+(R) � 0; (5.21)

gdy·z optymalna wartóśc funkcji celu zadania (5.1) wynosi zero i zachodzi
inkluzja �n � B0n(

1
ne;R). Korzystaja̧c z równósci (5.20) i z nierównósci

(5.21) mo·zemy teraz oszacowác z do÷u kdk. Mamy

kdk � 1

nR
�c>e � 1

n
�c>e;

gdy·z R � 1. Podstawiaja̧c to oszacowanie do równósci (5.20) otrzymamy
tezȩ lematu. �

5.2.5. Opis metody Karmarkara punktów wewnȩtrznych

Przypúścmy, ·ze w k-tej iteracji wyznaczylísmy przybli·zenie �x = xk rozwia̧za-
nia zadania (5.1). Kolejna, (k+1)-sza iteracja metody Karmarkara polega
na przekszta÷ceniu zadania przy pomocy odwzorowania rzutowego przepro-
wadzaja̧cego �x w barycentrum �y = 1

ne sympleksu �n, nastȩpnie wyznacze-
niu rozwia̧zania y+ = 1

ne��
1
kdkd przekszta÷conego zadania (5.12) dla para-

metru � > 0 gwarantuja̧cego pozostanie w zbiorze rozwia̧zań ścísle do-
puszczalnych, a nastȩpnie wykonaniu odwrotnej transformacji projekcyjnej
x+ punktu y+. Otrzymujemy w ten sposób kolejne przybli·zenie xk+1 = x+.
Mo·zemy to zapisác w postaci nastȩpuja̧cego schematu

�x x+

T # " T�1

�y �! y+

Poka·zemy w dalszej czȩ́sci tego ustȩpu, ·ze w wyniku takich operacji funkcja
potencja÷u zmniejsza siȩ o sta÷̧a wielkóśc. W÷asnóśc ta bȩdzie miéc z kolei
istotne znaczenie dla dowodu wielomianowej z÷o·zonósci metody. Przedsta-
wimy najpierw powy·zszy opis w postaci ścis÷ej procedury.
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Algorytm 5.2.11 (punktów wewnȩtrznych)

Wej́scie: Macierz A typu m � n i wektor c 2 Rn spe÷niaja̧ce warunki
(i)-(iii), parametr tolerancji optymalnósci l.
Wyj́scie: Punkt �x 2 Rn dopuszczalny dla zadania (5.1) taki, ·ze

c>�x � 2�l 1
n
c>e:

Krok 0. (inicjalizacja)

(a) Po÷o·zýc �x = 1
ne:

(b) Po÷o·zýc k = 1:

Krok 1. (kryterium zatrzymania). Jésli c>�x � 2�l 1nc
>e; to algorytm

zatrzymuje siȩ.

Krok 2. (relaksacja przetransformowanego zadania)

(a) Po÷o·zýc �X = diag �x:

(b) Po÷o·zýc �c = �Xc i �A = A �X:

(c) Wyznaczýc d ze wzoru (5.17).

(d) Po÷o·zýc y+ = 1
ne�

�
n

1
kdkd dla � 2 (0; 1):

Krok 3. (odwrotna transformacja projekcyjna)

(a) Po÷o·zýc x+ = (e> �Xy)�1 �Xy+:

(b) Po÷o·zýc �x = x+.

(c) Zwiȩkszýc k o 1 i przej́śc do kroku 1.
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5.2.6. Zbie·znóśc i z÷o·zonóśc obliczeniowa metody punktów
wewnȩtrznych

Poka·zemy, ·ze w wyniku pojedynczej iteracji powy·zszego algorytmu funkcja
potencja÷u zmniejsza siȩ o sta÷̧a wartóśc. W konsekwencji funkcja celu
zadania (5.1) zbiega geometrycznie do 0. W tym celu podamy najpierw
pewne w÷asnósci funkcji potencja÷u

f(x) = f(x; c) = n ln c>x�
nX
j=1

ln �j :

Oznaczmy
�f(y) = f(y; �c) = f(y; �Xc)

Lemat 5.2.12. Niech �x 2 ri�n. Wówczas dla y = Tx = (e> �X�1x)�1 �X�1x
zachodzi równóśc

�f(y) = f(x) + ln(det �X):

Dowód. Mamy

�f(y) = n ln c> �X
�X�1x

e> �X�1x
�

nX
j=1

ln
�j=
��j

e> �X�1x

= n ln c>x� n ln e> �X�1x�
nX
j=1

(� ln ��j + ln �j � ln e> �X�1x)

= n ln c>x�
nX
j=1

ln �j +
nX
j=1

ln ��j = f(x) + ln(det �X):

�

Lemat 5.2.13. Dla y+ wyznaczonego w kroku 2(d) algorytmu zachodzi
nierównóśc

n ln �c>y+ � n ln( 1
n
�c>e)� �:
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Dowód. Korzystaja̧c z nierównósci (5.19) dla � = �
n i z oczywistej

nierównósci ln(1 + x) � x prawdziwej dla x > �1 otrzymujemy

ln �c>y+ � ln(1� �
n
)
�c>e

n

= ln(1� �
n
) + ln

�c>e

n

� ��
n
+ ln

�c>e

n
:

Mno·za̧c powy·zsze nierównósci przez n otrzymamy tezȩ lematu. �

Lemat 5.2.14. Dla y = (�1; :::; �n)> 2 B0n( 1ne;
�
n ) zachodzi nierównóśc

�
nX
j=1

ln �j � �
nX
j=1

ln
1

n
+

�2

2(1� �)2 :

Dowód. Rozwijaja̧c we wzór Taylora funkcjȩ ln w otoczeniu punktu 1
otrzymamy

ln(1 + (n�j � 1)) = n�j � 1�
1

2
(n�j � 1)2

1

(1 + �(n�j � 1))2

dla pewnego � 2 (0; 1). Skoro y 2 B0n( 1ne;
�
n ), wiȩc dla ka·zdej wspó÷rzȩdnej

wektora y zajdzie oczywista nierównóśc n�j � 1 � �; j = 1; :::; n. Wobec
tego mamy

ln(n�j) � n�j � 1�
1

2(1� �)2 (n�j � 1)
2:

Poniewa·z
Pn
j=1 n�j = n i

nX
j=1

(n�j � 1)2 = kny � ek2 = n2ky �
e

n
k2 � �2;

wiȩc
nX
j=1

ln(n�j) �
�2

2(1� �)2 ;

ska̧d otrzymujemy bezpósrednio tezȩ lematu. �
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Twierdzenie 5.2.15. Jésli w algorytmie 5:2:11 przyjá̧c � = 1
3 , to w ka·zdej

iteracji tego algorytmu funkcja potencja÷u zmniejsza siȩ co najmniej o 1
5 .

Dowód. Z lematów 5.2.13 i 5.2.14 otrzymujemy

�f(y+) = n ln �c>y+ �
nX
j=1

ln �j

� n ln(
1

n
�c>e)� �+ �2

2(1� �)2 �
nX
j=1

ln
1

n

= �f(
e

n
)� �+ �2

2(1� �)2 :

Biora̧c � = 1
3 dostajemy wiȩc ��

�2

2(1��)2 =
5
24 >

1
5 i

�f(y+) � �f(
e

n
)� 1

5
: (5.22)

Z kolei stosuja̧c lemat 5.2.12 dla y = e
n = T (�x) i dla y = y+ = T (x+)

otrzymujemy równósci

�f(
e

n
) = f(�x) + ln(det �X)

oraz
�f(y+) = f(x+) + ln(det �X):

Zatem na mocy nierównósci (5.22) mamy

f(x+) = �f(y+)� ln(det �X)

� �f(
e

n
)� 1

5
� ln(det �X)

= f(�x)� 1
5
:

�
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Oznaczmy symbolem xk punkt �x otrzymany w k-tej iteracji algorytmu
5.2.11. Jésli w algorytmie tym przyjá̧c � = 1

3 , to z twierdzenia 5.2.15
wynika oczywíscie, ·ze

f(xk+1) � f(x1)�
k

5
: (5.23)

Zapiszemy tȩ nierównóśc w jȩzyku funkcji celu zadania (5.1). Zauwa·zmy
przede wszystkim, ·ze funkcja h : �n ! R okréslona nastȩpuja̧co:

h(x) = h(�1; :::; �n) = �1 � ::: � �n

osia̧ga swoje maksimum w barycentrum sympleksu �n. Wobec tego oz-
naczaja̧c xi = (�1i; :::; �ni)

> otrzymamy

nX
j=1

ln �j;k+1 �
nX
j=1

ln
1

n
=

nX
j=1

ln �j1:

W konsekwencji z nierównósci (5.23) wynika, ·ze

n ln c>xk+1 � n ln c>x1 �
k

5
+

nX
j=1

ln �j;k+1 �
nX
j=1

ln �j1

� n ln c>x1 �
k

5
.

Sta̧d ju·z prosto otrzymujemy nierównóśc

c>xk+1 � exp(�
k

5n
)c>x1. (5.24)

Poniewa·z optymalna wartóśc funkcji celu tego zadania wynosi 0 i zbiór
rozwia̧zań dopuszczalnych tego zadania jest zwarty, wiȩc konsekwencja̧ tej
nierównósci jest zbie·znóśc pewnego podcia̧gu (xnk) do rozwia̧zania optymal-
nego. Wa·zniejsza̧ konsekwencja̧ tej nierównósci jest jednak zbie·znóśc w cza-
sie wielomianowym. Przypúścmy, ·ze wszystkie dane wej́sciowe sa̧ ca÷kowite.
Nie zmniejsza to w praktyce ogólnósci rozwa·zań, poniewa·z wszystkie dane
w maszynie cyfrowej maja̧ skończona̧ reprezentacjȩ. Wobec tego w wyniku
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pomno·zenia wszystkich danych wej́sciowych przez pewna̧ sta÷̧a ca÷kowita̧
bȩda̧ one ca÷kowite, a zadanie minimalizacji otrzyma postác równowa·zna̧.
Przypúścmy ponadto, ·ze sta÷̧a l w kroku 1 algorytmu 5.2.11 przyjȩto równa̧
d÷ugósci danych wej́sciowych L (lub równa̧ liczbie do niej proporcjonalnej)
zás sta÷̧a � w kroku 2(d) równa̧ 1

3 . Wówczas z nierównósci (5.24) wynika,
·ze dla k > 5nL zachodza̧ nierównósci

c>xk+1 < exp(�
k

5n
)c>x1 < exp(�L)c>x1:

Oznacza to, ·ze po wykonaniu co najwy·zej O(nL) iteracji algorytm za-
trzyma siȩ daja̧c w wyniku rozwia̧zanie "-optymalne dla " = exp(�L)c> en .
W ka·zdej iteracji tego algorytmu nak÷ad obliczeniowy jest zdominowany
przez odwrócenie macierzy BB>, które � jak mo·zna pokazác � wymaga
O(n3) operacji arytmetycznych. Sta̧d ju·z nietrudno otrzymác wielomianowa̧
zbie·znóśc algorytmu Karmarkara.

Twierdzenie 5.2.16. Algorytm Karmarkara punktów wewnȩtrznych wyma-
ga co najwy·zej O(nL) iteracji i O(n4L) operacji arytmetycznych w celu
uzyskania rozwia̧zania optymalnego.

Uwaga 5.2.17. W praktyce algorytm Karmarkara daje rozwia̧zanie z
du·za̧ dok÷adnóscia̧ ju·z po 20-30 iteracjach niezale·znie od rozmiaru zadania.
Pamiȩtác jednak nale·zy o tym, ·ze w ka·zdej iteracji nale·zy odwrócíc macierz
BB>, która dla du·zych zadań mo·ze miéc du·zy rozmiar. Niemniej jednak,
metoda Karmarkara skutecznie konkuruje w praktyce z metoda̧ symplek-
sowa̧. Ponadto metoda ta da÷a impuls do powstania w ostatnich kilkunastu
latach wielu nowych metod, na przyk÷ad metod skalowania a�nicznego, jed-
norodnej metody samodualnej czy te·z metod poda̧·zania za ście·zka̧. Ich
przedstawienie wykracza jednak poza ramy tego podrȩcznika. Zaintere-
sowani nimi czytelnicy moga̧ znaléźc dok÷adniejsze informacje na ich temat
w ksia̧·zce R. J. Vanderbeia [21].



ROZDZIA×6

Zadanie transportowe

·Zadna inna nauka nie umacnia tak wiary w si÷̧e ludzkiego ducha,
jak matematyka.

[H. Steinhaus]

6.1. Podstawowe pojȩcia

6.1.1. Zbilansowane zadanie transportowe

Dla okréslonego towaru dana jest siéc m magazynów (lub dostawców)
A1,...,Am i n sklepów (lub odbiorców) B1,...,Bn. Zapas magazynu (lub
poda·z dostawcy) Ai wynosi ai jednostek towaru, i = 1; :::;m. Sklep (lub
odbiorca) Bj potrzebuje bj jednostek towaru, j = 1; :::; n. Zak÷adamy, ·ze

mX
i=1

ai =

nX
j=1

bj (6.1)

(÷̧aczna poda·z jest równa ÷̧acznemu popytowi). Koszty transportu jednost-
ki towaru z magazynu Ai do sklepu Bj wynosza̧ cij jednostek pieniȩ·znych,
i = 1; :::;m, j = 1; :::; n. Nale·zy okréslíc plan transportowy o minimalnych
kosztach zaspokajaja̧cy zapotrzebowania wszystkich sklepów (czyli, przy
podanym za÷o·zeniu, wyczerpuja̧cy ÷̧aczne zapasy magazynów).

123
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Oznaczaja̧c przez xij ilóśc towaru transportowanego z magazynu Ai do
sklepu Bj , i = 1; :::;m, j = 1; :::; n, powy·zsze zagadnienie mo·zna zapisác
w nastȩpuja̧cej formie:

minimalizowác
Pm
i=1

Pn
j=1 cijxij

przy ograniczeniach
Pn
j=1 xij = ai; i = 1; :::;mPm
i=1 xij = bj; j = 1; :::; n

xij � 0; i = 1; :::;m; j = 1; :::; n:

(6.2)

Zadanie (6.2) nazywa siȩ zbilansowanym zadaniem transportowym. Ma-
cierz

C =

24 c11 ::: c1n
::: ::: :::
cm1 ::: cmn

35
nazywa siȩ macierza̧ jednostkowych kosztów transportowych lub krótko ma-
cierza̧ kosztów, zás macierz

X =

24 x11 ::: x1n
::: ::: :::
xm1 ::: xmn

35
�macierza̧ zmiennych decyzyjnych lub planem transportowym.

6.1.2. Niezbilansowane zadanie transportowe

Z praktycznego punktu widzenia za÷o·zenie

mX
i=1

ai =

nX
j=1

bj

wydaje siȩ za mocne. Jésli nie jest ono spe÷nione, to po odpowiedniej
mody�kacji ograniczeń otrzymamy niezbilansowane zadanie transportowe.
Jésli zachodzi nierównóśc

mX
i=1

ai >
nX
j=1

bj
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(poda·z jest wiȩksza od popytu), to niezbilansowane zadanie transportowe
przybiera postác

minimalizowác
Pm
i=1

Pn
j=1 cijxij

przy ograniczeniach
Pn
j=1 xij � ai; i = 1; :::;mPm
i=1 xij = bj ; j = 1; :::; n

xij � 0; i = 1; :::;m; j = 1; :::; n:

Nowe ograniczenia oznaczaja̧, ·ze nie wszystkie zapasy magazynów zostana̧
wyczerpane (nie ca÷a poda·z dostawców znajdzie nabywcȩ). W tym przy-
padku zadanie to mo·zna sprowadzíc do zbilansowanego zadania transporto-
wego wprowadzaja̧c �kcyjny sklep (�kcyjnego odbiorcȩ) Bn+1 z zapotrze-
bowaniem (popytem)

bn+1 =
mX
i=1

ai �
nX
j=1

bj

i zerowymi kosztami transportowymi z dowolnego magazynu (od dowolnego
dostawcy):

ci;n+1 = 0; i = 1; :::;m:

Jésli natomiast zachodzi nierównóśc

mX
i=1

ai <

nX
j=1

bj ;

(poda·z jest mniejsza od popytu), to niezbilansowane zadanie transportowe
przybiera postác

minimalizowác
Pm
i=1

Pn
j=1 cijxij

przy ograniczeniach
Pn
j=1 xij = ai; i = 1; :::;mPm
i=1 xij � bj ; j = 1; :::; n

xij � 0; i = 1; :::;m; j = 1; :::; n:

Nowe ograniczenia oznaczaja̧, ·ze zapotrzebowanie (popyt) nie wszystkich
sklepów (odbiorców) zostanie zaspokojone. W tym przypadku zadanie to
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mo·zna sprowadzíc do zbilansowanego zadania transportowego wprowadza-
ja̧c �kcyjny magazyn (�kcyjnego dostawcȩ) Am+1 z zapasem (poda·za̧)

am+1 =

nX
j=1

bj �
mX
i=1

ai

i zerowymi kosztami transportowymi do dowolnego sklepu (odbiorcy):

cm+1;j = 0; j = 1; :::;m:

W dalszej czȩ́sci bȩdziemy rozpatrywác wy÷̧acznie zbilansowane zadanie
transportowe, gdy·z �jak zauwa·zylísmy �nie prowadzi to do ograniczenia
ogólnósci rozwa·zań.

6.1.3. Macierz transportowa

Zbilansowane zadanie transportowe ma nastȩpuja̧ca̧ postác macierzowa̧

minimalizowác c>x

przy ograniczeniach Ax =

�
a
b

�
x � 0;

gdzie c = (c11; :::; c1n; :::; cm1; :::; cmn)>; x = (x11; :::; x1n; :::; xm1; :::; xmn)>;
a = (a1; :::; am)

>; b = (b1; :::; bn)> zás macierz A ma postác

A =

266666666664

1 1 ::: 1 0 0 ::: 0 ::: 0 0 0 0
0 0 ::: 0 1 1 ::: 1 ::: 0 0 0 0
::: ::: ::: ::: ::: ::: ::: ::: ::: ::: ::: ::: :::
0 0 ::: 0 0 0 ::: 0 ::: 1 1 ::: 1
1 0 ::: 0 1 0 ::: 0 ::: 1 0 ::: 0
0 1 ::: 0 0 1 ::: 0 ::: 0 1 ::: 0
::: ::: ::: ::: ::: ::: ::: ::: ::: ::: ::: ::: :::
0 0 ::: 1 0 0 ::: 1 ::: 0 0 0 1

377777777775
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lub w zapisie blokowym

A =

266664
e> 0 ::: 0
0 e> ::: 0
::: ::: ::: :::
0 0 ::: e>

In In ::: In

377775 ;
gdzie e = (1; :::; 1)> 2 Rn; zás In jest macierza̧ jednostkowa̧ typu n � n.
Macierz A typu (m+ n)� (mn) nazywa siȩ macierza̧ transportowa̧.

Oznaczmy przez Ai i-ty wiersz macierzy A, i = 1; :::;m + n; i przez
Aij - jej ((i � 1)n + j)-ta̧ kolumnȩ; i = 1; :::;m; j = 1; :::; n (kolumna ta
odpowiada zmiennej xij).

Twierdzenie 6.1.1. Macierz transportowa A ma rza̧d r(A) = m+ n� 1:

Dowód. Zachodzi oczywista równóśc

mX
i=1

Ai =
m+nX
i=m+1

Ai.

Wiersze macierzy A sa̧ wiȩc liniowo zale·zne, w konsekwencji
r(A) < m + n. Ponadto macierz ta zawiera m + n � 1 liniowo nieza-
le·znych kolumn A1n; A2n;:::; Amn; A11; A12; :::; A1;n�1, poniewa·z w macierzy
utworzonej z tych kolumn:

[A1n; A2n;:::; Amn; A11; A12; :::; A1;n�1] =26666666666664

1 0 ::: 0
0 1 ::: 0
::: ::: ::: :::
0 0 ::: 1
0 0 ::: 0
0 0 ::: 0
::: ::: ::: :::
0 0 0 0
1 1 ::: 1

1 1 ::: 1
0 0 ::: 0
::: ::: ::: :::
0 0 ::: 0
1 0 ::: 0
0 1 ::: 0
::: ::: ::: :::
0 0 ::: 1
0 0 ::: 0

37777777777775
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pierwsze m + n � 1 wierszy jest liniowo niezale·znych (macierz utworzona
z ostatniej macierzy przez skréslenie ostatniego wiersza ma postác

AB =

�
Im R
0 In�1

�
;

w konsekwencji jest ona nieosobliwa). �

Zadanie transportowe mo·zna teoretycznie rozwia̧zác przy pomocy algo-
rytmu sympleksowego. By÷oby to jednak zbyt pracoch÷onne �zauwa·zmy, ·ze
ju·z dla m = n = 10 d÷uga forma tablicy sympleksowej ma 20 wierszy i 100
kolumn. Dziȩki szczególnej postaci macierzy transportowejA zadanie trans-
portowe mo·zna rozwia̧zác znacznie prósciej, niemniej jednak g÷ówne etapy
wyznaczania rozwia̧zania sa̧ takie same, jak w metodzie sympleksowej: wyz-
naczenie bazowego rozwia̧zania dopuszczalnego, a nastȩpnie wyznaczenie
bazowego rozwia̧zania optymalnego. Ponadto, jak siȩ pó́zniej przekonamy,
w drugim etapie bȩdziemy otrzymywác kolejno te same rozwia̧zania bazowe
co w drugiej fazie metody sympleksowej, ale przy mniejszym nak÷adzie
obliczeniowym.

Do opisu odpowiednich metod s÷u·za̧cych rozwia̧zywaniu zadania trans-
portowego u·zywa siȩ tak zwanej tablicy transportowej, która ma nastȩpuja̧ca̧
postác:

B1 B2 ::: Bn
A1 x11 x12 ::: x1n a1
A2 x21 x22 ::: x2n a2
::: ::: ::: ::: ::: :::
Am xm1 xm2 ::: xmn am

b1 b2 ::: bn

Tablica ta odpowiada rozwia̧zaniu dopuszczalnemu zbilansowanego zada-
nia transportowego dok÷adnie wtedy, gdy wszystkie xij sa̧ nieujemne, os-
tatni element dowolnego wiersza (kolumny) jest równy sumie poprzednich
elementów tego wiersza (tej kolumny) i suma wszystkich elementów ostat-
niego wiersza równa jest sumie wszystkich elementów ostatniej kolumny.
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Opiszemy teraz, kiedy tablica transportowa przedstawia rozwia̧zanie
bazowe. Niech I = f1; :::;mg; J = f1; :::; ng; oraz K niech bȩdzie podzbio-
rem zbioru I � J :

K � I � J = f(i; j) : i = 1; :::;m; j = 1; :::; ng:

Podzbiór fig�J nazywa siȩ wierszem zbioru I�J , i = 1; :::;m, zás podzbiór
I � fjg, �kolumna̧ zbioru I � J , j = 1; :::; n.

Zbiorowi K przyporza̧dkowany jest wzajemnie jednoznacznie podzbiór
AK zbioru kolumn macierzy transportowej A:

AK = fAij : (i; j) 2 Kg:

De�nicja 6.1.2. Podzbiór K nazywa siȩ cyklem, jésli w ka·zdym wierszu
i w ka·zdej kolumnie zbioru I � J znajduja̧ siȩ 0 lub 2 elementy zbioru K.

Przyk÷ad 6.1.3. Elementy podzbioru K � I � J zosta÷y w poni·zszej
tablicy oznaczone symbolem �.

InJ 1 2 3 4 5 6

1 � �
2
3 � �
4 � �
5
6 � �

Podzbiór K jest cyklem.

Twierdzenie 6.1.4. Uk÷ad kolumn AL macierzy transportowej A, gdzie
L � I � J; jest liniowo zale·zny wtedy i tylko wtedy, gdy podzbiór L � I � J
zawiera pewien cykl K.

Dowód powy·zszego twierdzenia mo·zna znaléźc na przyk÷ad w ksia̧·zce
W. Grabowskiego [9].
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Uwaga 6.1.5. Dana jest tablica transportowa

B1 B2 ::: Bn
A1 x11 x12 ::: x1n a1
A2 x21 x22 ::: x2n a2
::: ::: ::: ::: ::: :::
Am xm1 xm2 ::: xmn am

b1 b2 ::: bn

;

która przedstawia rozwia̧zanie dopuszczalne zadania transportowego. Zgod-
nie z twierdzeniami 6.1.1 i 6.1.4 rozwia̧zanie to jest rozwia̧zaniem bazowym
dok÷adnie wtedy, gdy podzbiór

L = f(i; j) 2 I � J : xij 6= 0g

posiada co najwy·zej m + n � 1 elementów i nie zawiera cyklu. Jésli po-
nadto zbiór L posiada dok÷adnie m + n � 1 elementów, to rozwia̧zanie to
jest niezdegenerowane.

Przyk÷ad 6.1.6. a) Macierz transportowa

B1 B2 B3 B4
A1 6 4 10
A2 1 7 8
A3 1 6 7

6 5 8 6

przedstawia niezdegenerowane dopuszczalne rozwia̧zanie bazowe (puste miej-
sca oznaczaja̧ zera).

b) Macierz transportowa

B1 B2 B3 B4
A1 5 5 10
A2 8 8
A3 1 5 1 7

6 5 8 6
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przedstawia rozwia̧zanie dopuszczalne, które jednak nie jest rozwia̧zaniem
bazowym.

c) Macierz transportowa

B1 B2 B3 B4
A1 5 5 10
A2 8 8
A3 1 0 6 7

6 5 8 6

przedstawia dopuszczalne rozwia̧zanie bazowe. Zmienna x33 jest zmienna̧
bazowa̧, ale poniewa·z przyjmuje ona wartóśc zero, wiȩc rozwia̧zanie przed-
stawione za pomoca̧ tej tablicy jest zdegenerowane.

6.1.4. Dualne zadanie transportowe

Zadanie dualne do zbilansowanego zadania transportowego ma postác

maksymalizowác
Pm
i=1 aiui +

Pn
j=1 bjvj

przy ograniczeniach ui + vj � cij ; i 2 I; j 2 J
ui; vj 2 R; i 2 I; j 2 J:

Uzasadnienie tego faktu pozostawiamy czytelnikowi.

Uwaga 6.1.7. NiechX bȩdzie rozwia̧zaniem dopuszczalnym zadania trans-
portowego i niech (u; v) bȩdzie rozwia̧zaniem dopuszczalnym dualnego zada-
nia transportowego. Z twierdzenia o komplementarnósci wynika, ·ze X
i (u; v) sa̧ rozwia̧zaniami optymalnymi odpowiednio zadania pierwotnego
i dualnego wtedy i tylko wtedy, gdy

xij(cij � ui � vj) = 0 dla wszystkich (i; j) 2 I � J:

W÷asnóśc ta bȩdzie pó́zniej wykorzystana przy wyznaczaniu rozwia̧zania
optymalnego zadania transportowego.
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6.2. Wyznaczanie dopuszczalnego rozwia̧zania ba-
zowego

6.2.1. Opis ogólny

Opiszemy teraz, jak mo·zna otrzymác pocza̧tkowe dopuszczalne rozwia̧zanie
bazowe dla zadania transportowego (6.2).

Najpierw rozpatrzymy przypadki trywialne:

� m = 1

W tym przypadku I = f1g i wektor x = (x11; :::; x1n) o wspó÷rzȩdnych

xij = bj ; j = 1; :::; n; i 2 I; (6.3)

jest jedynym rozwia̧zaniem dopuszczalnym zadania transportowego.
Rozwia̧zanie to jest wiȩc jednoczésnie rozwia̧zaniem optymalnym.

� n = 1

W tym przypadku J = f1g i wektor x = (x11; :::; xm1) o wspó÷rzȩdnych

xij = ai; i = 1; :::;m; j 2 J; (6.4)

jest jedynym rozwia̧zaniem dopuszczalnym zadania transportowego.
Podobnie jak w poprzednim przypadku, rozwia̧zanie to jest jednoczés-
nie rozwia̧zaniem optymalnym.

Opiszemy teraz ogólna̧ postác metody wyznaczania pocza̧tkowego do-
puszczalnego rozwia̧zania bazowego dla dowolnych m i n: Niech
I = f1; :::;mg; J = f1; :::; ng i niech K = ;:
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Schemat iteracyjny 6.2.1

Krok 1.

� Jésli #J = 1, to:

1.1. po÷o·zýc K := K [ I � J ,
1.2. po÷o·zýc xij := ai ; (i; j) 2 I � J ,
1.3. algorytm zatrzymuje siȩ: X jest dopuszczalnym rozwia̧zaniem
bazowym.

� Jésli #I = 1, to:

1.4. po÷o·zýc K := K [ I � J ,
1.5. po÷o·zýc xij := bj ; (i; j) 2 I � J;
1.6. algorytm zatrzymuje siȩ: X jest dopuszczalnym rozwia̧zaniem
bazowym.

� Jésli minf#I;#Jg � 2; to:

1.7. wybrác parȩ (p; q) 2 I � J;
1.8. po÷o·zýc K := K [ f(p; q)g;
1.9. po÷o·zýc xpq := minfap; bqg:

Krok 2.

� Jésli ap < bq; to:

2.1. po÷o·zýc bq := bq � ap i ap := 0;
2.2. po÷o·zýc I := Infpg ( p-ty dostawca zostaje wyeliminowany).

� Jésli ap � bq; to:

2.3. po÷o·zýc ap := ap � bq i bq := 0;
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2.4. po÷o·zýc J := J nfqg (q-ty odbiorca zostaje wyeliminowany).

� Ze zredukowanym zadaniem transportowym przej́śc do kroku 1.

Twierdzenie 6.2.2. Opisana w powy·zszym schemacie iteracyjnym metoda
pozwala na wyznaczenie dopuszczalnego rozwia̧zania bazowego X w co naj-
wy·zej m+ n� 2 iteracjach.

Dowód mo·zna znaléźc na przyk÷ad w podrȩczniku [9].

Uwaga 6.2.3. Jésli w kroku 1.7. za ka·zdym razem wybiera siȩ parȩ
(p; q) 2 I � J; taka̧, ·ze minfap; bqg > 0; to otrzymane rozwia̧zanie jest
niezdegenerowane.

Przyk÷ad 6.2.4. Rozpatrzmy zadanie transportowe z 3 dostawcami
i 4 odbiorcami, dla którego popyt, poda·z oraz macierz kosztów podane
sa̧ w poni·zszej tabeli:

B1 B2 B3 B4
A1 7 2 4 7 10

A2 9 5 3 3 8

A3 7 7 6 4 7

6 5 8 6

:

Jésli wybierzemy w kolejnych iteracjach opisanego wy·zej schematu
(p; q) = (1; 3); (2; 1); (3; 2) w kroku 1.7, to otrzymamy nastȩpuja̧ce do-
puszczalne rozwia̧zanie bazowe

X =

24 0 0 8 2
6 0 0 2
0 5 0 2

35 :
Podamy teraz konkretne algorytmy pozwalaja̧ce wyznaczýc dopuszczal-

ne rozwia̧zanie bazowe. Sa̧ one szczególnymi przypadkami opisanego wy·zej
schematu iteracyjnego. Dok÷adniej, w ka·zdym z podanych algorytmów,
w kroku 1.7 powy·zszego schematu iteracyjnego para (p; q) wyznaczana jest
w specjalny sposób.
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6.2.2. Metoda ka̧ta pó÷nocno-zachodniego

Krok 1.7 ma w metodzie ka̧ta pó÷nocno-zachodniego postác:
1.7. wybrác taka̧ parȩ (p; q) 2 I � J , ·ze

p = minfi : i 2 Ig; q = minfj : j 2 Jg:

Innymi s÷owy, wybieramy pary magazyn-sklep w kolejnósci zgodnej z ich
numeracja̧.

Przyk÷ad 6.2.5. Rozpatrzmy zadanie transportowe z poda·za̧, popytem
i macierza̧ kosztów podanymi w przyk÷adzie 6.2.4 Postȩpuja̧c zgodnie
z metoda̧ ka̧ta pó÷nocno-zachodniego otrzymujemy nastȩpuja̧ce dopuszczal-
ne rozwia̧zanie bazowe:

X =

24 6 4
1 7
1 6

35 :
Funkcja celu ma dla tego rozwia̧zania wartóśc z = 106:

Sprawdzimy teraz, czy jest to rozwia̧zanie optymalne. Zgodnie z uwaga̧
6.1.7, X jest optymalne dok÷adnie wtedy, gdy

xij(cij � ui � vj) = 0 dla wszystkich (i; j) 2 I � J;

gdzie (u; v) jest rozwia̧zaniem dopuszczalnym zadania dualnego do roz-
patrywanego zadania transportowego. Dla podanych wspó÷rzȩdnych xij
rozwia̧zania X zachodzíc wiȩc musza̧ poni·zsze równósci

u1 + v1 = 7
u1 + v2 = 2
u2 + v2 = 5
u2 + v3 = 3
u3 + v3 = 6
u3 + v4 = 4:
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Wykorzystamy posiadany �stopień swobody�(r(A) = 3 + 4� 1 = 6) przy-
pisuja̧c jednej ze zmiennych dowolna̧ wartóśc, na przyk÷ad v1 = 0. Po
prostych rachunkach otrzymamy rozwia̧zanie powy·zszego uk÷adu:

(u; v) = (7; 10; 13; 0;�5;�7;�9):

Teraz sprawdzimy, czy spe÷nione sa̧ pozosta÷e ograniczenia zadania dual-
nego. W tym celu musimy wyznaczýc tak zwane ujemne koszty zredukowane

�cij = cij � ui � vj ;

gdzie (i; j) odpowiadaja̧ zmiennym niebazowym. Jésli wszystkie �cij sa̧
nieujemne, to rozwia̧zanie jest optymalne i odwrotnie. Jednak w naszym
przypadku tak nie jest, bo na przyk÷ad �c31 = �6. Tak wiȩc otrzymane
rozwia̧zanie nie jest optymalne.

6.2.3. Metoda elementu minimalnego macierzy kosztów

Krok 1.7 ma w metodzie elementu minimalnego macierzy kosztów postác:
1.7. wybrác parȩ (p; q) 2 I � J; taka̧, ·ze

cpq = minfcij : i 2 I; j 2 Jg:

Innymi s÷owy, wybieramy kolejno pary magazyn-sklep o minimalnym kosz-
cie transportowym. Mo·zna siȩ wiȩc spodziewác, ·ze otrzymane w ten sposób
rozwia̧zanie dopuszczalne bȩdzie lepsze ni·z w metodzie ka̧ta pó÷nocno-za-
chodniego.

Przyk÷ad 6.2.6. Rozpatrzmy zadanie transportowe z poda·za̧, popytem
i macierza̧ kosztów podanymi w przyk÷adzie 6.2.4. Postȩpuja̧c wedle metody
elementu minimalnego macierzy kosztów otrzymujemy nastȩpuja̧ce dopusz-
czalne rozwia̧zanie bazowe:

X =

24 5 5
8 0

1 6

35 :
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Funkcja celu ma dla tego rozwia̧zania wartóśc z = 100: Zmienne dualne
mo·zemy wyznaczýc podobnie jak w przyk÷adzie 6.2.5. Otrzymamy uk÷ad
równań

u1 + v1 = 7
u1 + v2 = 2
u2 + v3 = 3
u2 + v4 = 3
u3 + v1 = 7
u3 + v4 = 4:

Jésli po÷o·zymy u1 = 0, to otrzymamy rozwia̧zanie (u; v) = (0;�1; 0; 7; 2; 4; 4).
Nietrudno sprawdzíc, ·ze wszystkie ujemne koszty zredukowane sa̧ w tym
przypadku nieujemne, a wiȩc X jest rozwia̧zaniem optymalnym.

6.2.4. Metoda aproksymacyjna Vogla

Krok 1.7 ma w metodzie aproksymacyjnej Vogla postác:

1.7.a) Dla ka·zdego i 2 I wyznaczýc ró·znicȩ dzi = cil�cik miȩdzy drugim
co do wielkósci (licza̧c od najmniejszego) elementem cil i najmniejszym ele-
mentem cik i-tego wiersza macierzy kosztów zredukowanego zadania trans-
portowego (k; l 2 J).

1.7.b) Dla ka·zdego j 2 J wyznaczýc ró·znicȩ dsj = clj � ckj miȩdzy
drugim co do wielkósci (licza̧c od najmniejszego) elementem clj i najmniej-
szym elementem ckj j-tej kolumny macierzy kosztów zredukowanego zada-
nia transportowego (k; l 2 I).

1.7.c) Wyznaczýc

maxfdzi; dsj : i 2 I; j 2 Jg:

Jésli maksimum to jest osia̧gniȩte dla p-tego wiersza, to wybrác parȩ
(p; q); dla której

cpq = minfcpj : j 2 Jg
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i przej́śc do kroku 1.8. Jésli natomiast maksimum to jest osia̧gniȩte dla
q-tej kolumny, to wybrác parȩ (p; q); dla której

cpq = minfciq : i 2 Ig:

Przyk÷ad 6.2.7. Rozpatrzmy zadanie transportowe z poda·za̧, popytem
i macierza̧ kosztów podanymi w przyk÷adzie 6.2.4. Postȩpuja̧c zgodnie
z metoda̧ aproksymacyjna̧ Vogla otrzymujemy nastȩpuja̧ce dopuszczalne
rozwia̧zanie bazowe

X =

24 5 5
3 5

6 1

35 :
Funkcja celu ma dla tego rozwia̧zania wartóśc z = 100: Z przyk÷adu 6.2.6
wynika, ·ze wartóśc ta jest minimalna, tak wiȩc X jest rozwia̧zaniem opty-
malnym.

6.3. Algorytm transportowy

Mówi siȩ czȩsto, ·ze liczby rza̧dza̧ światem. Pewne jest tylko:
liczby pokazuja̧, jak świat jest rza̧dzony.

[J.W. Goethe]

6.3.1. Podstawowe w÷asnósci

Dane jest zbilansowane zadanie transportowe (6.2) i bazowe rozwia̧zanie
dopuszczalne X. Niech

xi1j1 ; xi2j2 ; :::; xipjp

bȩda̧ zmiennymi bazowymi, gdzie p = m+n� 1 i niech xij bȩdzie zmienna̧
niebazowa̧.

Twierdzenie 6.3.1. Zbiór

f(i; j); (i1; j1); (i2; j2); :::; (ip; jp)g
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zawiera dok÷adnie jeden cykl

L = f(i; j); (i; l1); (k1; l1); (k1; l2); :::; (kr; lr); (kr; j)g:

Dowód pomijamy.

Uwaga 6.3.2. Cykl L nazywa siȩ pȩtla̧ bazowa̧. Liczba elementów cyklu
jest oczywíscie parzysta. Zbiory

L+ = f(i; j); (k1; l1); :::; (kr; lr)g

i
L� = f(i; l1); (k1; l2); :::; (kr; j)g

nazywaja̧ siȩ pó÷cyklami. Ka·zdy element pó÷cyklu L+ jest końcem pio-
nowej krawȩdzi cyklu L i ka·zdy element pó÷cyklu L� jest końcem poziomej
krawȩdzi cyklu L.

Przyk÷ad 6.3.3. Rozpatrzmy zadanie transportowe z przyk÷adu 6.2.4 i
rozwia̧zanie bazowe

X =

24 6 4
1 7
1 6

35 :
Niech (i; j) = (3; 1). Oczywíscie x31 jest zmienna̧ niebazowa̧. Pȩtla bazowa
L ma postác

L = f(3; 1); (3; 3); (2; 3); (2; 2); (1; 2); (1; 1)g;

natomiast pó÷cykle maja̧ postaci

L+ = f(3; 1); (2; 3); (1; 2)g

i
L� = f(3; 3); (2; 2); (1; 1)g:
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Uwaga 6.3.4. Dla bazowego rozwia̧zania dopuszczalnego X ze zmiennymi
bazowymi xi1j1 ; xi2j2 ; :::; xipjp zachodza̧ równósci

I = fi1; i2; :::; ipg

i

J = fj1; j2; :::; jpg:

Równósci te oznaczaja̧ po prostu, ·ze ·zaden z dostawców i ·zaden z odbiorców
nie zosta÷pominiȩty w planie transportowym X.

Przyk÷ad 6.3.5. Rozpatrzmy uk÷ad równań podany w przyk÷adzie 6.2.6.
Macierz wspó÷czynników tego uk÷adu ma postác26666664

1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1

37777775 :

Widzimy, ·ze wiersze tej macierzy sa̧ jednoczésnie kolumnami macierzy trans-
portowej

A =

2666666664

1 1 1 1
1 1 1 1

1 1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1

3777777775
odpowiadaja̧cymi zmiennym bazowym x11; x12; x22; x23; x33; x34. Nie jest
to przypadek �w÷asnóśc ta zachodzi dla dowolnego rozwia̧zania bazowego
zbilansowanego zadania transportowego.
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Twierdzenie 6.3.6. Niech X bȩdzie bazowym rozwia̧zaniem dopuszczal-
nym ze zmiennymi bazowymi xi1j1 ; xi2j2 ; :::; xipjp. Uk÷ad równán

ui1 + vj1 = ci1j1
ui2 + vj2 = ci2j2

:::
uip + vjp = cipjp

(6.5)

posiada nieskónczenie wiele rozwia̧zán zale·znych od jednego parametru.

Dowód. Macierza̧ wspó÷czynników uk÷adu równań jest A>B; gdzie AB
jest podmacierza̧ macierzy transportowej A, której (liniowo niezale·zne)
kolumny odpowiadaja̧ zmiennym bazowym xi1j1 ; xi2j2 ; :::; xipjp . Zatem

r(A>B) = p = m+ n� 1:

×atwo zauwa·zýc, ·ze rza̧d macierzy rozszerzonej uk÷adu (6.5) jest równie·z
równy p, gdy·z jest to uk÷ad p równań. Na mocy twierdzenia Kroneckera�
Capellego uk÷ad ten posiada nieskończenie wiele rozwia̧zań zale·znych od
m + n � p = 1 parametru (liczba zmiennych w uk÷adzie jest równa m + n
na mocy uwagi 6.3.4). �

Twierdzenie 6.3.7. Ujemne koszty zredukowane �cij = cij � ui � vj sa̧
niezale·zne od przyjȩtego rozwia̧zania uk÷adu równán (6:5).

Dowód. Niech

L = f(i; j); (i; l1); (k1; l1); (k1; l2); :::; (kr; lr); (kr; j)g

bȩdzie pȩtla̧ bazowa̧. Zachodza̧ równósci

�cij = cij � ui � vj
= cij � (ui + vl1) + (uk1 + vl1)� (uk1 + vl2) + :::

+(ukr + vlr)� (ukr + vj)
= cij � cil1 + ck1l1 � ck1l2 + :::+ ckrlr � ckrj :

�
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Uwaga 6.3.8. Zgodnie z dowodem powy·zszego twierdzenia, ujemne koszty
zredukowane mo·zna równie·z wyznaczýc ze wzoru

�cij = cij � cil1 + ck1l1 � ck1l2 + :::+ ckrlr � ckrj :

6.3.2. Ogólny opis algorytmu transportowego

Startuja̧c z dopuszczalnego rozwia̧zania bazowego (które mo·zna otrzymác
jedna̧ z podanych uprzednio metod) algorytm transportowy pozwala na
wyznaczenie rozwia̧zania optymalnego po wykonaniu skończenie wielu ite-
racji. Podobnie jak w algorytmie sympleksowym, ka·zda iteracja polega
na wymianie bazy: jedna ze zmiennych bazowych zostaje zasta̧piona jedna̧
ze zmiennych niebazowych. Aby wybrác zmienna̧ niebazowa̧, która zostanie
wziȩta do bazy, nale·zy wyznaczýc ujemne koszty zredukowane
�cij = cij � ui � vj dla wszystkich zmiennych niebazowych. W tym celu
nale·zy najpierw wyznaczýc zmienne dualne ui i vj , i = 1; :::;m; j = 1; :::; n;
które odpowiadaja̧ aktualnej bazie. Mo·zna je wyznaczýc korzystaja̧c z
twierdzenia o komplementarnósci (patrz uwaga 6.1.7):

xij jest zmienna̧ bazowa̧ ) cij = ui + vj :

Do bazy mo·zna w÷̧aczýc zmienna̧ bazowa̧, której ujemne koszty zredukowane
sa̧ ujemne lub przynajmniej niedodatnie (wybór ten odpowiada wyborowi
kolumny g÷ównej w algorytmie sympleksowym). Najczȩ́sciej wybiera siȩ
zmienna̧ niebazowa̧, której odpowiada najmniejszy ujemny koszt zredukowa-
ny. Nastȩpnie wybiera siȩ zmienna̧ bazowa̧, która przy danej wymianie
bazy opuszcza tȩ bazȩ. W tym celu wyznacza siȩ pȩtlȩ bazowa̧ dla ak-
tualnej bazy i dla ustalonej ju·z zmiennej niebazowej, która ma býcwziȩta
do bazy (patrz twierdzenie 6.3.1). Wybrác nale·zy najmniejsza̧ zmienna̧
bazowa̧ xij taka̧, ·ze (i; j) 2 L� (odpowiada to wyborowi wiersza g÷ównego
w algorytmie sympleksowym). Przy wymianie bazy, wartósci zmiennych
xij odpowiadaja̧cych pȩtli bazowej zostaja̧ wyznaczone tak, aby zmienna
opuszczaja̧ca bazȩ przyjȩ÷a wartóśc 0 i aby spe÷nione by÷y nadal wszystkie
ograniczenia (odpowiada to piwotyzacji w algorytmie sympleksowym).
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6.3.3. Algorytm transportowy

Dane jest zbilansowane zadanie transportowe z m dostawcami i n odbior-
cami. Niech a 2 Rm bȩdzie wektorem zapasów (poda·zy), b 2 Rn �wek-
torem zapotrzebowań (popytu) i C �macierza̧ kosztów.

Algorytm 6.3.9 (transportowy)

Krok 1. Wyznaczýc dopuszczalne rozwia̧zanie bazowe X i odpowiadaja̧ca̧
mu bazȩ B (zbiór indeksów zmiennych bazowych).

Krok 2. (wyznaczenie zmiennych dualnych). Wyznaczýc dowolne rozwia̧-
zanie uk÷adu m+ n� 1 równań

cij = ui + vj , (i; j) 2 B

z m + n niewiadomymi (na przyk÷ad nadác jednej ze zmiennych ustalona̧
wartóśc i wyznaczýc pozosta÷e m+ n� 1 zmienne z uk÷adu równań).

Krok 3. (kryterium zatrzymania)

(a) Wyznaczýc ujemne koszty zredukowane

�cij = cij � ui � vj

dla (i; j) =2 B:

(b) Jésli wszystkie �cij sa̧ nieujemne, to X jest rozwia̧zaniem optymalnym
i algorytm zatrzymuje siȩ.

Krok 4. (wymiana bazy)

(a) Wybrác parȩ (i0; j0) =2 B, taka̧ ·ze

�ci0j0 = minf�cij : (i; j) =2 Bg

(para (i0; j0) zostanie w÷̧aczona do bazy).
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(b) Wyznaczýc pȩtlȩ bazowa̧

L = f(i0; j0); (i0; l1); (k1; l1); (k1; l2); :::; (kr; lr); (kr; j0)g

zawarta̧ w zbiorze f(i0; j0)g [ B i odpowiadaja̧ce jej pó÷cykle
L+ i L�:

(c) Wybrác parȩ (ik; jk) 2 L�, dla której

xikjk = � = minfxij : (i; j) 2 L�g

(para (ik; jk) zostanie usuniȩta z bazy).

(d) Po÷o·zýc
xi0j0 = �:

(e) Po÷o·zýc
xij = xij ��

dla wszystkich (i; j) 2 L�:

(f) Po÷o·zýc
xij = xij +�

dla wszystkich (i; j) 2 L+:

(g) Z nowym rozwia̧zaniem bazowym X przej́śc do kroku 2.

Twierdzenie 6.3.10. Jésli w trakcie realizacji algorytmu transportowego
nie wysta̧pi degeneracja, to rozwia̧zanie optymalne otrzymuje siȩ w skóncze-
nie wielu iteracjach.

Dowód twierdzenia jest podobny do dowodu skończonej zbie·znósci al-
gorytmu sympleksowego.

Uwaga 6.3.11. Do tej pory nie pokazano skończonej zbie·znósci algorytmu
transportowego w przypadku wysta̧pienia degeneracji, jak i równie·z nie
znaleziono przyk÷adu zadania transportowego z wystȩpuja̧ca̧ w trakcie rea-
lizacji algorytmu transportowego degeneracja̧, dla którego algorytm ten nie
by÷by zbie·zny w skończenie wielu krokach.
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Uwaga 6.3.12. Poniewa·z w trakcie realizacji algorytmu transportowego
jedynymi dzia÷aniami arytmetycznymi sa̧ dodawanie i odejmowanie, wiȩc
otrzymane rozwia̧zanie bȩdzie ca÷kowitoliczbowe, o ile zapasy i zapotrze-
bowania bȩda̧ liczbami ca÷kowitymi.

Przyk÷ad 6.3.13. Rozpatrzmy zadanie transportowe okréslone w przyk÷a-
dzie 6.2.4 i rozwia̧zanie bazowe tego zadania

X =

24 6 4
1 7
1 6

35 :
Za pomoca̧ algorytmu transportowego wyznaczymy rozwia̧zanie optymalne.
Otrzymamy kolejno tablice transportowe, w których naniesiono wartósci
zmiennych bazowych (t÷usty druk), wartósci zmiennych dualnych odpowia-
daja̧cych zmiennym bazowym i wartósci ujemnych kosztów zredukowanych
odpowiadaja̧cych zmiennym niebazowym. W tablicach tych w lewym gór-
nym rogu ka·zdego okienka podano odpowiednie wartósci macierzy kosztów.
Ka·zdorazowo pod tablica̧ podano wartósci funkcji celu.

v
u

7 2 0 �2

0
7
6

2
4

4
4

7
9

10

3
9
�1

5
1

3
7

3
2

8

6
7
�6

7
�1

6
1

4
6

7

6 5 8 6
a

b

:

Wartóśc funkcji celu z = 106:
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v
u

7 2 0 4

0
7
5

2
5

4
4

7
3

10

3
9
�1

5
0

3
8

3
�4 8

0
7
1

7
5

6
6

4
6

7

6 5 8 6
a

b

:

Wartóśc funkcji celu z = 100:

v
u

7 2 4 4

0
7
5

2
5

4
0

7
3

10

�1 9
3

5
4

3
8

3
0

8

0
7
1

7
5

6
2

4
6

7

6 5 8 6
a

b

:

Wartóśc funkcji celu z = 100:

Ostatnia tablica transportowa przedstawia rozwia̧zanie optymalne. Wi-
dzimy teraz, ·ze druga z kolei tablica przedstawia równie·z rozwia̧zanie op-
tymalne. Jednak nie zosta÷o to stwierdzone przez algorytm transportowy.
Przyczyna̧ jest pojawiaja̧ca siȩ pierwotna i dualna degeneracja. Podobnie
jak w przypadku algorytmu sympleksowego, mo·zemy �dziȩki dualnej de-
generacji �wyznaczýc inne rozwia̧zanie optymalne wybieraja̧c w ostatniej
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tablicy parȩ (i; j) = (1; 3), która ma býc wprowadzona do bazy. Otrzymamy
wówczas tablicȩ

v
u

7 2 4 4

0
7
0

2
5

4
5

7
3

10

�1 9
3

5
4

3
3

3
5

8

0
7
6

7
5

6
2

4
1

7

6 5 8 6
a

b

:

Tablica ta przedstawia rozwia̧zanie optymalne dualnie zdegenerowane.
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ROZDZIA×7

Programowanie
ca÷kowitoliczbowe

Dobry Bóg stworzy÷liczby ca÷kowite, resztȩ wymýslili ludzie.
[L. Kronecker]

7.1. De�nicje i przyk÷ady wprowadzaja̧ce

De�nicja 7.1.1. Przez zadanie programowania (liniowego) ca÷kowitoliczbo-
wego rozumiemy zadanie maksymalizacji lub minimalizacji (liniowej) funkcji
celu przy ograniczeniach (liniowych) równósciowych lub nierównósciowych
okréslonej w obszarze Zp�Rn�p, gdzie 1 � p � n, n; p 2 N, czyli w obszarze
wektorów o niektórych wspó÷rzȩdnych ca÷kowitych. W postaci klasycznej
zadanie to ma postác:

maksymalizowác c>x
przy ograniczeniach Ax � b

x � 0
xi 2 Z dla i = 1; :::; p,

gdzie 1 � p � n. Jésli p = n, to zadanie nazywa siȩ czysto ca÷ko-
witoliczbowe, w przeciwnym wypadku nazywa siȩ ono zadaniem mieszanym

149
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ca÷kowitoliczbowym.

De�nicja 7.1.2. Przez zadanie programowania (liniowego) dyskretnego
lub binarnego rozumiemy zadanie maksymalizacji lub minimalizacji (li-
niowej) funkcji celu przy ograniczeniach (liniowych) równósciowych lub nie-
równósciowych okréslonej w obszarze f0; 1gn, czyli w obszarze wektorów
o wspó÷rzȩdnych binarnych. W postaci klasycznej zadanie to ma postác:

maksymalizowác c>x
przy ograniczeniach Ax � b

x � 0
xi 2 f0; 1g dla i = 1; :::; n.

Przyk÷ad 7.1.3 (zagadnienie rozkroju). Z bel papieru o szerokósci
210 cm nale·zy wykroíc co najmniej:

� 30 rolek o szerokósci a = 62 cm,

� 60 rolek o szerokósci b = 55 cm,

� 60 rolek o szerokósci c = 40 cm.

Nale·zy wyznaczýc plan rozkroju minimalizuja̧cy liczbȩ u·zytych bel.

Wśród wszystkich rozkrojów beli papieru mo·zna wyró·zníc rozkroje efek-
tywne, tzn. takie, dla których pozosta÷ósci po rozkroju nie da siȩ dalej
rozkroíc na rolki o ·za̧danej szerokósci. Przyk÷adowo, niech abcc oznacza
rozkrój beli na 4 rolki o szerokósciach a; b; c; c. Nietrudno sprawdzíc, ·ze
wszystkie mo·zliwe rozkroje efektywne to: aaa; aab; aacc; abb; abcc; accc;
bbbc; bbcc; bccc; ccccc. Oznaczmy przez xi liczbȩ bel krojonych wed÷ug i-tego
z wy·zej wymienionych rozkrojów efektywnych. Wówczas zadanie mo·zna
sformu÷owác jako zadanie programowania liniowego ca÷kowitoliczbowego
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w nastȩpuja̧cy sposób:

minimalizowác x1 + :::+ x10
przy ograniczeniach 3x1 + 2x2 + 2x3 + x4 + x5 + x6 � 30

x2 + 2x4 + x5 + 3x7 + 2x8 + x9 � 60
2x3 + 2x5 + 3x6 + x7 + 2x8 + 3x9 + 5x10 � 60

x1; :::; x10 � 0
x1; :::; x10 2 Z:

Przyk÷ad 7.1.4 (ca÷kowitoliczbowe zadanie analizy dzia÷alnósci gospodar-
czej). Zak÷ady lotnicze produkuja̧ dwa typy samolotów A i B. W celu
wyprodukowania jednego samolotu typu A trzeba zainwestowác 7 mln z÷,
zás typu B �6 mln z÷. Z uwagi na popyt, liczba wyprodukowanych samolo-
tów typu B nie mo·ze przekroczýc 125% liczby wyprodukowanych samolotów
typu A. Zak÷ady moga̧ zainwestowác maksymalnie 42 mln z÷. Zysk ze
sprzeda·zy jednego samolotu typu A wynosi 10 mln z÷, zás typu B �9 mln
z÷. Ile samolotów typu A i B powinny produkowác zak÷ady, aby zapewníc
sobie najwiȩkszy zysk?

Niech x1 i x2 bȩdzie liczba̧ produkowanych samolotów typu A i odpowied-
nio B. Zadanie to mo·zna wówczas sformu÷owác jako zadanie programowania
liniowego ca÷kowitoliczbowego w nastȩpuja̧cy sposób:

maksymalizowác 10x1 + 9x2
przy ograniczeniach 7x1 + 6x2 � 42

�5x1 + 4x2 � 0
x1; x2 � 0
x1; x2 2 Z:

Przyk÷ad 7.1.5 (zagadnienie przydzia÷u). n pracownikom nale·zy przy-
dzielíc n czynnósci. Wiadomo, ·ze koszt wykonania j-tej czynnósci przez
i-tego pracownika wynosi cij ; i = 1; :::; n; j = 1; :::; n. Przydzia÷u nale·zy
dokonác tak, aby:

a) ka·zdy z pracowników wykonywa÷dok÷adnie jedna̧ czynnóśc i ka·zda
czynnóśc by÷a przydzielona dok÷adnie jednemu pracownikowi,
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b) plan przydzia÷ów mia÷minimalny koszt.

Niech

xij =

�
1; gdy i-temu pracownikowi zostanie przydzielona j-ta czynnóśc,
0; w przeciwnym razie.

Zadanie mo·zna wówczas sformu÷owác jako zadanie dyskretnego programo-
wania liniowego w nastȩpuja̧cy sposób:

minimalizowác
Pn
i=1

Pn
j=1 cijxij

przy ograniczeniach
Pn
j=1 xij = 1; i = 1; :::; nPn
i=1 xij = 1; j = 1; :::; n
xij 2 f0; 1g; i; j = 1; :::; n:

Zwró́cmy przy okazji uwagȩ na fakt, ·ze zadanie to jest szczególnym przy-
padkiem zadania transportowego w obszarze zmiennych binarnych. Zgodnie
z uwaga̧ 6.3.12 mo·ze ono býc wiȩc rozwia̧zane algorytmem transportowym.
Istnieja̧ jednak efektywniejsze metody jego rozwia̧zania.

Przyk÷ad 7.1.6 (zagadnienie plecakowe). Turysta ÷aduje plecak dokonu-
ja̧c wyboru pósród czterech przedmiotów. Za÷ó·zmy, ·ze przedmioty te wa·za̧
kolejno 3, 2, 4 i 1 kg. Ka·zdemu z nich turysta przypisuje okréslona̧ u·zytecz-
nóśc, która̧ wyra·za przy pomocy liczb. Niech u·zytecznóśc ta wynosi odpo-
wiednio 3, 4, 2 i 3. Maksymalny ciȩ·zar wziȩtych przedmiotów wynosi
9 kg. Które przedmioty powinien zabrác ze soba̧ turysta, aby osia̧gná̧c
maksymalna̧ u·zytecznóśc, pod warunkiem, ·ze ich ca÷kowita waga nie przekra-
cza 9 kg? Przyjmuje siȩ przy tym, ·ze ÷̧aczna u·zytecznóśc przedmiotów jest
suma̧ poszczególnych u·zytecznósci.

Niech

xj =

�
1; jésli turysta wézmie ze soba̧ j-ty przedmiot,
0; w przeciwnym razie.
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Zadanie mo·zna wówczas sformu÷owác jako zadanie dyskretnego programowa-
nia liniowego w nastȩpuja̧cy sposób:

maksymalizowác 3x1 + 4x2 + 2x3 + 3x4
przy ograniczeniach 3x1 + 2x2 + 4x3 + x4 � 9

xj 2 f0; 1g; j = 1; 2; 3; 4:

Przyk÷ad 7.1.7 (zagadnienie komiwoja·zera). Handlowiec chce odwiedzíc
n miejscowósci (klientów) startuja̧c ze swojej miejscowósci i wracaja̧c tam
po skończonej podró·zy. W jakiej kolejnósci powinien odwiedzác te miejs-
cowósci, aby ÷̧aczna przebyta trasa (÷̧aczne koszty podró·zy) by÷a(y) mini-
malna(e).

Niech

xij =

�
1; jésli bezpósrednio po i-tej odwiedzana bȩdzie j-ta miejscowóśc,
0; w przeciwnym razie.

Poniewa·z � dla wyznaczonej trasy � bezpósrednio po ka·zdej miejscowós-
ci handlowiec mo·ze odwiedzíc tylko jedna̧ miejscowóśc, wiȩc dla dowol-
nego i, i = 1; :::; n; musi býc spe÷niona równóśc

Pn
j=1 xij = 1. Podobnie,

bezpósrednio przed wizyta̧ w dowolnej miejscowósci handlowiec móg÷odwie-
dzíc dok÷adnie jedna̧ miejscowóśc. Wobec tego dla dowolnego j, j = 1; :::; n,
spe÷niona jest równóśc

Pn
i=1 xij = 1. Z ka·zda̧ trasa̧ zwia̧zana jest pewna

permutacja p zbioru n elementowego, która̧ mo·zna okréslíc nastȩpuja̧co:
jésli xij = 1, to p(i) = j. Wy·zej przedstawione równósci, które musza̧ býc
spe÷nione dla dowolnej trasy oraz fakt, ·ze xij 2 f0; 1g dla i; j = 1; :::; n,
gwarantuja̧, ·ze permutacja ta jest dobrze okréslona. Z warunków zada-
nia wynika, ·ze permutacja ta powinna sk÷adác siȩ z jednego cyklu. Zatem
permutacje, które rozk÷adaja̧ siȩ na cykle krótsze ni·z n nie odpowiadaja̧
rozwia̧zaniu dopuszczalnemu. Po tych uwagach mo·zemy przysta̧píc do
przedstawienia powy·zszego problemu jako zadania dyskretnego programo-
wania liniowego. Niech cij oznacza odleg÷óśc (koszt podró·zy) od i-tej do
j-tej miejscowósci, i; j = 1; :::n. Opisany problem mo·zna sformu÷owác
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w nastȩpuja̧cy sposób:

minimalizowác
Pn
i=1

Pn
j=1 cijxij

przy ograniczeniach
Pn
j=1 xij = 1; i = 1; :::; nPn
i=1 xij = 1; j = 1; :::; n
xij 2 f0; 1g i; j = 1; :::; n

i krótkie cykle
sa̧ zabronione.

Krótki cykl oznacza tutaj cykl o d÷ugósci krótszej ni·z n.

Uwaga 7.1.8. Ka·zde dyskretne zadanie programowania (liniowego) mo·zna
sprowadzíc do (liniowego) zadania ca÷kowitoliczbowego zastȩpuja̧c ka·zde
ograniczenie xi 2 f0; 1g ograniczeniem 0 � xi � 1, xi 2 Z, i = 1; :::; n.

Uwaga 7.1.9. Ka·zde zadanie programowania (liniowego) ca÷kowitoliczbo-
wego z ograniczonymi zmiennymi mo·zna sprowadzíc do zadania programo-
wania (liniowego) dyskretnego zastȩpuja̧c ka·zda̧ ograniczona̧ zmienna̧ ca÷ko-
witoliczbowa̧ 0 � xi � di, xi 2 Z jej rozwiniȩciem dwójkowym

xi = 2
0y1 + 2

1y2 + :::2
rj�1yrj , yj 2 f0; 1g, j = 1; :::; rj ;

i = 1; :::; n. W wielu zadaniach optymalizacji zmienne sa̧ albo z de�nicji
ograniczone albo wartósci je ograniczaja̧ce mo·zna wyznaczýc. Tak wiȩc
ograniczonóśc zmiennych nie jest istotnym zawȩ·zeniem rozwa·zań. Bardziej
istotnym problemem jest fakt, ·ze omawiane sprowadzenie do zadania pro-
gramowania dyskretnego nie jest najczȩ́sciej efektywne.

Przyk÷ad 7.1.10 Rozwa·zmy zadanie programowania ca÷kowitoliczbowego
omawiane w przyk÷adzie 7.1.4:

maksymalizowác 10x1 + 9x2
przy ograniczeniach 7x1 + 6x2 � 42

�5x1 + 4x2 � 0
x1; x2 � 0
x1; x2 2 Z:
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Rozwia̧zanie optymalne tego zadania bez uwzglȩdnienia ca÷kowitoliczbo-
wósci zmiennych wynosi x� = (22629 ; 3

18
29) ' (2:90; 3:62) z optymalna̧ wartós-

cia̧ funkcji celu z� ' 61:55. Rozwia̧zanie to nie jest jednak ca÷kowitoliczbo-
we. Najbli·zsza od x� para o wspó÷rzȩdnych ca÷kowitych x0 = (3; 4) nie spe÷-
nia warunków zadania. Najbli·zsze od x� rozwia̧zanie dopuszczalne wynosi
x00 = (3; 3) z wartóscia̧ funkcji celu z00 = 57. Nie jest to jednak rozwia̧zanie
optymalne. Jest nim bowiem �x = (6; 0) z optymalna̧ wartóscia̧ funkcji
celu �z = 60. Zauwa·zmy przy okazji, ·ze w omawianym przyk÷adzie �x jest
najbardziej odleg÷ym od x� rozwia̧zaniem dopuszczalnym.

Powy·zszy przyk÷ad wskazuje na to, ·ze wyznaczenie rozwia̧zania opty-
malnego zadania programowania ca÷kowitoliczbowego wymaga dok÷adniej-
szej analizy. W kolejnych ustȩpach przedstawimy niektóre metody rozwia̧-
zywania takich zadań.

7.2. Metoda Gomory�ego

Rozpocznijmy od nastȩpuja̧cego przyk÷adu.

Przyk÷ad 7.2.1. Rozwa·zmy nastȩpuja̧ce zadanie programowania liniowego
ca÷kowitoliczbowego:

maksymalizowác x1 + x2
przy ograniczeniach x1 + 2x2 � 32

18x1 + 3x2 � 224
x1; x2 � 0
x1; x2 2

(P)

Opúścmy najpierw ograniczenie ca÷kowitoliczbowósci zmiennych i rozwia̧·z-
my powsta÷e w ten sposób zadanie (P�) za pomoca̧ metody sympleksowej.
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Otrzymamy nastȩpuja̧ca̧ pocza̧tkowa̧ tablicȩ sympleksowa̧:

1 �x1 �x2
0 �1 �1 = z

32 1 2 = u1
224 18 3 = u2

.

Po dwóch piwotyzacjach otrzymamy tablicȩ

1 �u2 �u1
63
3

1
33

5
11 = z

32
3 � 1

33
6
11 = x2

32
3

2
33 � 1

11 = x1

. (7.1)

Rozwia̧zanie optymalne zadania (P�) x� = (1023 ; 10
2
3); u

� = (0; 0) nie spe÷-
nia warunku ca÷kowitoliczbowósci zmiennych zadania (P). Zauwa·zmy, ·ze
w zadaniu (P) zmienne uzupe÷niaja̧ce u1; u2 sa̧ ca÷kowite, gdy·z wszystkie
dane w tym zadaniu sa̧ ca÷kowite.

Z równania
x1 �

1

11
u1 +

2

33
u2 = 10

2

3
(7.2)

wynika nierównóśc

x1 � u1 � 10
2

3
;

gdy·z �1 =
�
� 1
11

�
� � 1

11 i 0 =
�
2
33

�
� 2

33 . Poniewa·z x1; u1 sa̧ ca÷kowite,
ostatnia nierównóśc jest równowa·zna nierównósci

x1 � u1 � 10

lub inaczej �uk÷adowi

x1 � u1 + u3 = 10

u3 � 0:
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Jésli teraz od ostatniego równania odejmiemy równanie (7.2), to otrzymamy
równanie

�10
11
u1 �

2

33
u2 + u3 = �

2

3
:

Zauwa·zmy, ·ze rozwia̧zanie optymalne zadania (P�) nie spe÷nia ostatniego
równania. Równanie to musi býc jednak spe÷nione przez dowolne rozwia̧za-
nie optymalne zadania (P). Jésli do÷̧aczymy to równanie do uk÷adu przedsta-
wionego za pomoca̧ tablicy (7.1), to otrzymamy tablicȩ:

1 �u2 �u1
63
3

1
33

5
11 = z

32
3 � 1

33
6
11 = x2

32
3

2
33 � 1

11 = x1
�2
3 � 2

33 �10
11 = u3

.

Zwia̧zane z ta̧ tabela̧ zadanie maksymalizacji (P�) jest równowa·zne zadaniu
(P) i mo·ze býc rozwia̧zane na przyk÷ad przy pomocy dualnego algorytmu
sympleksowego. Po jednej jego iteracji otrzymamy tablicȩ:

1 �u3 �u1
21 1

2 0 = z

11 �1
2 1 = x2

10 1 �1 = x1
11 �33

2 15 = u2

.

Tablica ta przedstawia rozwia̧zanie optymalne zadania (P�), x00 = (10; 11).
Poniewa·z rozwia̧zanie to jest ca÷kowitoliczbowe, wiȩc jest ono równie·z roz-
wia̧zaniem optymalnym zadania (P).

W powy·zszym przyk÷adzie zastosowalísmy tzw. metodȩ ciȩ́c Gomory�ego,
która̧ opiszemy teraz dla ogólnego przypadku zadania programowania li-
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niowego czysto ca÷kowitoliczbowego:

maksymalizowác c>x
przy ograniczeniach Ax � b

x � 0
xi 2 Z, i = 1; :::; n,

(7.3)

przy czym elementy A i b sa̧ liczbami ca÷kowitymi. Najpierw nale·zy rozwia̧-
zác powy·zsze zadanie bez uwzglȩdniania ograniczenia ca÷kowitoliczbowósci
zmiennych. Jésli rozwia̧zanie optymalne x� tego zadania jest ca÷kowitolicz-
bowe, to jest ono równoczésnie rozwia̧zaniem optymalnym wyj́sciowego
zadania (7.3). W przeciwnym wypadku niech

1 �r1 ::: �rn
h00 h01 ::: h0n = z

h10 h11 ::: h1n = s1
::: ::: ::: ::: :::
hi0 hi1 ::: hin = si
::: ::: ::: ::: :::
hm0 hm1 ::: hmn = sm

(7.4)

bȩdzie tablica̧ sympleksowa̧ odpowiadaja̧ca̧ temu rozwia̧zaniu, przy czym
wartóśc hi0 nie jest ca÷kowita. Równanie i-te uk÷adu przedstawionego za
pomoca̧ tej tablicy ma postác

si +
nX
j=1

hijrj = hi0: (7.5)

Poniewa·z [hij ] � hij i rj � 0, wiȩc zachodzi nierównóśc

si +
nX
j=1

[hij ] rj � hi0:

W konsekwencji

si +
nX
j=1

[hij ] rj � [hi0] ;
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poniewa·z wszystkie zmienne sa̧ ca÷kowite. Ostatnia nierównóśc jest równo-
wa·zna uk÷adowi

si +

nX
j=1

[hij ] rj + um+1 = [hi0] (7.6)

um+1 � 0:

Jésli teraz odejmiemy równanie (7.5) od równania (7.6), otrzymamy równa-
nie

nX
j=1

([hij ]� hij) rj + um+1 = [hi0]� hi0; (7.7)

przy czym um+1 � 0. Równanie to �odetnie� rozwia̧zanie x�, poniewa·z
[hi0] � hi0 < 0 i wszystkie zmienne niebazowe rj sa̧ równe 0. Równanie
to musi býc jednak spe÷nione dla ka·zdego dopuszczalnego (czyli ca÷ko-
witoliczbowego) rozwia̧zania zadania (7.3) i dla pewnego um+1 � 0. Jésli
wiȩc równanie to do÷̧aczymy jako dodatkowe ograniczenie do wyj́sciowego
zadania, otrzymamy zadanie równowa·zne. W praktyce równanie to do÷̧acza
siȩ do tablicy sympleksowej (7.4). W efekcie otrzymamy tablicȩ

1 �r1 ::: �rn
h00 h01 ::: h0n = z

h10 h11 ::: h1n = s1
::: ::: ::: ::: :::
hi0 hi1 ::: hin = si
::: ::: ::: ::: :::
hm0 hm1 ::: hmn = sm

[hi0]� hi0 [hi1]� hi1 ::: [hin]� hin = um+1

,

która nie przedstawia rozwia̧zania optymalnego, gdy·z [hi0]�hi0 < 0. Tablicȩ
tȩ mo·zna dalej piwotyzowác, najlepiej przy pomocy dualnego algorytmu
sympleksowego, z uwagi na dualna̧ dopuszczalnóśc. Jésli otrzymane rozwia̧-
zanie bȩdzie ca÷kowitoliczbowe, to bȩdzie ono rozwia̧zaniem wyj́sciowego
zadania. W przeciwnym wypadku opisana̧ procedurȩ nale·zy powtarzác a·z
do otrzymania rozwia̧zania ca÷kowitoliczbowego.
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7.3. Metody podzia÷u i ograniczeń

Metody podzia÷u i ograniczeń (ang: branch and bound methods) stosuje siȩ
do zadań maksymalizacji (ba̧d́z minimalizacji) funkcji f na zbiorze skoń-
czonym G:

max
x2G

f(x)

Opiszemy te metody dla zadań maksymalizacji. Jest to ca÷a klasa
metod posiadaja̧cych pewne wspólne cechy. Na pewnej rodzinie D �2G za-
wieraja̧cej wszystkie jednoelementowe podzbiory zbioru G de�niuje funkcjȩ
' (ograniczenie górne) posiadaja̧ca̧ nastȩpuja̧ce w÷asnósci:

10 (G1; G2 2 D i G1 � G2)) '(G1) � '(G2);
20 a 2 G) '(fag) = f(a):

Funkcjȩ ' dobiera siȩ specjalnie do rodzaju zadania.

Uwaga 7.3.1. Z w÷asnósci 10 � 20 wynika, ·ze funkcja ' ma równie·z w÷as-
nóśc

x 2 D 2 D ) f(x) = '(fxg) � '(D):

Z tego powodu nazywa siȩ ona ograniczeniem górnym.

Przyk÷ad 7.3.2. Rozwa·zmy nastȩpuja̧ce zadanie programowania liniowego
czysto ca÷kowitoliczbowego

maksymalizowác c>x
przy ograniczeniach Ax � b

0 � x � h
x 2 Zn,

przy czym h 2 Rn. Niech G bȩdzie zbiorem rozwia̧zań dopuszczalnych tego
zadania:

G = fx 2 Zn : Ax � b; 0 � x � hg;
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Oczywíscie G jest zbiorem skończonym. Niech rodzina D sk÷ada siȩ ze
wszystkich zbiorów G(d; g) � G postaci:

G(d; g) = fx 2 Zn : Ax � b; d � x � gg;

gdzie d; g 2 Zn; 0 � d � g � h. Zde�niujmy

'(G(d; g)) = maxfc>x : Ax � b; d � x � gg:

Nietrudno zauwa·zýc, ·ze funkcja ' ma w÷asnósci 10 � 20, gdzie f(x) = c>x:

W ka·zdej iteracji dowolnej metody podzia÷u i ograniczén zbiór G rozk÷a-
da siȩ na (mo·zliwie roz÷̧aczne) podzbiory G1; G2; :::; Gmk

2 D:

G =

mk[
i=1

Gi:

Innymi s÷owy, zadanie maxx2G f(x) zostaje roz÷o·zone (lub podzielone) na
zadania cza̧stkowe maxx2Gi f(x), i = 1; :::;mk (branching).

Nastȩpnie wylicza siȩ ograniczenia górne '(Gi) dla zadań cza̧stkowych

max
x2Gi

f(x);

i = 1; 2; :::;mk (bounding). Na podstawie wartósci tych ograniczeń górnych
rozstrzyga siȩ, które ze zbiorów Gi musza̧ by dalej roz÷o·zone. Jésli przy
okazji stwierdzi siȩ, ·ze

'(Gi) = max
x2Gi

f(x);

to wartósci te moga̧ s÷u·zýc jako ograniczenie dolne optymalnej wartósci
funkcji celu f� = maxx2G f(x).

Przyk÷ad 7.3.3. Rozwa·zmy nastȩpuja̧ce zadania programowania liniowego
ca÷kowitoliczbowego:

maksymalizowác 5x1 + 4x2
przy ograniczeniach 7x1 + 4x2 � 28

3x1 + 10x2 � 30
x1; x2 � 0
x1; x2 2 Z:

(7.8)
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Oznaczmy przez P ([a1; b1]; [a2; b2]) zadanie (7.8) z dodatkowymi ogranicze-
niami a1 � x1 � b1; a2 � x2 � b2. Dalej, oznaczmy ka·zdorazowo przez '
maksymalna̧ wartóśc funkcji celu dla zadania cza̧stkowego P ([a1; b1]; [a2; b2])
z pominiȩciem za÷o·zenia o ca÷kowitoliczbowósci zmiennych. Poni·zszy dia-
gram przedstawia metodȩ podzia÷u i ograniczeń dla zadania (7.8).
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Rozwia̧zaniem optymalnym zadania (7.8) jest x� = (4; 0) i optymalna
wartóśc funkcji celu wynosi ' = 20.

Powró́cmy teraz do w÷asnósci ograniczenia górnego ' : D ! R:
10 (G1; G2 2 D i G1 � G2)) '(G1) � '(G2);
20 a 2 G) '(fag) = f(a):
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W÷asnósci te nie opisuja̧ jednoznacznie funkcji '. Aby otrzymác szyb-
ciej rozwia̧zanie, funkcja ' powinna býc dopasowana do konkretnego zada-
nia. Przy konstrukcji rodziny D i funkcji ' powinny býc wziȩte pod uwagȩ
nastȩpuja̧ce kryteria:

1. Wartósci funkcji ' powinny býc wyznaczane mo·zliwie prosto.

2. Wartósci funkcji ' powinny mo·zliwie dok÷adnie szacowác z góry
maksymalna̧ wartóśc funkcji f , tzn. wartóśc

�(Gi) = '(Gi)�max
x2Gi

f(x)

powinna býc mo·zliwie ma÷a.

Przy wyborze funkcji ' problem polega czȩsto na tym, ·ze im lepiej
funkcja ta spe÷nia pierwsze kryterium, tym gorzej spe÷nione jest kryterium
drugie i odwrotnie. Przy konstrukcji funkcji ' nale·zy wiȩc znaléźc odpowied-
ni kompromis. Najczȩ́sciej funkcjȩ ' : D ! R de�niuje siȩ nastȩpuja̧co:

'(Gi) = max
x2Hi

f(x);

przy czym Gi � Hi i podzbiór Hi wybiera siȩ tak, aby '(Gi) mo·zna by÷o
stosunkowo prosto wyznaczýc (mówi siȩ o relaksacji wyj́sciowego zadania).
Na przyk÷ad w zadaniu programowania liniowego ca÷kowitoliczbowego lub
dyskretnego mo·zna opúscíc te ograniczenia, których usuniȩcie prowadzi do
zadania programowania liniowego (patrz przyk÷ad 7.3.2). W tym przypadku
relaksacja taka nazywa siȩ relaksacja̧ LP. Inna̧ mo·zliwóscia̧ jest tak zwana
relaksacja Lagrange�a. Powstaje ona w ten sposób, ·ze usuwane ograniczenia
dodaje siȩ do funkcji celu z odpowiednimi wagami proporcjonalnymi do tak
zwanych mno·zników Lagrange�a (mno·zniki te sa̧ w istocie równe zmiennym
dualnym).
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7.3.1. Ogólny opis metod podzia÷u i ograniczeń

Rozwa·zmy zadanie
max
x2G

f(x): (7.9)

Zak÷adamy, ·ze rodzina D � 2G i funkcja ' : D ! R zosta÷y zde�-
niowane. Ponadto, niech '(;) = �1.

Algorytm 7.3.4 (podzia÷u i ograniczeń)

Krok 0. (inicjalizacja)

(a) Po÷o·zýc G = fGg:

(b) Wyznaczýc '(G):

(c) Wybrác x 2 G i po÷o·zýc ' = f(x) (ewentualnie po÷o·zýc ' = �1).

(d) Wybrác kryterium optymalnósci " � 0:

Krok 1. (ograniczenie)

(a) Wyznaczýc
�' = max

Gi2G
'(Gi):

Jésli �' = �1; to zadanie (7.9) jest sprzeczne �algorytm zatrzymuje
siȩ.

(b) Jésli stwierdzi siȩ, ·ze

'(Gi) = f(xi) dla pewnego xi 2 Gi;

to usuná̧c Gi z rodziny G. Jésli dodatkowo

f(xi) > ';
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to po÷o·zýc

' = f(xi) i x = xi

(f(xi) jest nowym ograniczeniem dolnym i xi jest kandydatem na
rozwia̧zanie optymalne).

(c) Usuná̧c z rodziny G te podzbiory Gi; dla których

'(Gi) � '

(podzbiory te nie bȩda̧ wiȩcej rozwa·zane, gdy·z nie zawieraja̧ one
rozwia̧zania optymalnego).

(d) Jésli G = ;; to x jest rozwia̧zaniem optymalnym zadania (7.9) �algo-
rytm zatrzymuje siȩ.

(e) Jésli �' � ' � "; to x jest rozwia̧zaniem "-optymalnym zadania (7.9)
�algorytm zatrzymuje siȩ.

Krok 2. (podzia÷)

(a) Wybrác zbiór eG 2 G i roz÷o·zýc go na (mo·zliwie roz÷̧aczne) podzbiory
eGi 2 D; i 2 L : eG = [

i2L

eGi:
(b) Po÷o·zýc

G = G [ f eGi : i 2 Lg n f eGg:
(c) Wyznaczýc '(Gi) dla wszystkich nowych Gi 2 G.

(d) Przej́śc do kroku 1.
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Uwaga 7.3.5. Przy zastosowaniu relaksacji LP:
a) mo·zna stwierdzíc, czy

'(Gi) = f(xi) dla pewnego xi 2 Gi;

w kroku 1b), jésli na przyk÷ad rozwia̧zanie optymalne dla zadania zrelak-
sowanego jest ca÷kowitoliczbowe.

b) w kroku 2a) wybiera siȩ taki zbiór eG = G(d; g) 2 G, dla którego
wartóśc '(G(d; g)) jest osia̧gniȩta dla pewnego x� = (x�1; :::; x

�
n)
> z przy-

najmniej jedna̧ nieca÷kowita̧ wspó÷rzȩdna̧, powiedzmy x�i . Wówczas zbióreG = G(d; g) rozk÷ada siȩ na dwa roz÷̧aczne podzbiory
eG1 = G(d; g1; :::; gi�1; bx�i c; gi+1; :::; gn)

i eG2 = G(d1; :::; di�1; bx�i c+ 1; di+1; :::; dn; g);
gdzie bxc oznacza czȩ́śc ca÷kowita̧ liczby x.

Ćwiczenie 7.3.6. Przésledzíc algorytm 7.3.4 dla zadania programowania
liniowego ca÷kowitoliczbowego podanego w przyk÷adzie 7.1.4.
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