ROZDZIAL 1

Zadanie transportowe

Zadna inna navka nie umacnia tak wiary w sile ludzkiego ducha, jak matematyka.
[H. Steinhaus]

1.1. Podstawowe pojecia

1.1.1. Zbilansowane zadanie transportowe

Dla  okreSlonego  towaru dana jest sie¢ m  magazynéw (lub  dostawcéw)
Aq,.. A, i n sklepéw (lub odbiorcéw) By,...,B,. Zapas magazynu (lub podaz dostawcy) A;
wynosi a; jednostek towaru, ¢ = 1,...,m. Sklep (lub odbiorca) B; potrzebuje b; jednostek

towaru, j = 1,...,n. Zakltadamy, ze
i=1 j=1

(faczna podaz jest réwna tacznemu popytowi). Koszty transportu jednostki towaru z magazynu
A; do sklepu B; wynoszg c;; jednostek pienieznych, ¢ = 1,...,m, j = 1,...,n. Nalezy okresli¢
plan transportowy o minimalnych kosztach zaspokajajacy zapotrzebowania wszystkich sklepéw
(czyli, przy podanym zalozeniu, wyczerpujacy laczne zapasy magazynéw).

Oznaczajac przez z;; iloS¢ towaru transportowanego z magazynu A; do sklepu Bj, ¢ =
1,...,m, J = 1,...,n, pOwWYyzsze zagadnienie mozna zapisac
w nastepujacej formie:

o . . , m n
minimalizowaéc 2%21 ijl CijTij
przy ograniczeniach ijl Tij = a, i=1,...,m, 19
Zi=1 Tij = 05, J=4..50,
x5 > 0, 1=1,....m,j5=1,...,n.

Zadanie (1.2) nazywa sie zbilansowanym zadaniem transportowym. Macierz

C:

nazywa sie macierzq jednostkowych kosztow transportowych lub krétko macierzq kosztow, zas

3
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macierz

— macierzq zmiennych decyzyjnych lub planem transportowym.

1.1.2. Niezbilansowane zadanie transportowe

Z praktycznego punktu widzenia zalozenie

wydaje sie za mocne. Je§li nie jest ono spelnione, to po odpowiedniej modyfikacji ograniczen
otrzymamy niezbilansowane zadanie transportowe. Jesli zachodzi nieréwnosc

m n
IILEDIL
i=1 j=1

(podaz jest wieksza od popytu), to niezbilansowane zadanie transportowe przybiera postaé

« . . , m n
minimalizowaé D i1 Dy CijTij
. . n .
przy ograniczeniach ijl zi; < a, i=1,..,m,
mo ] =1
Sy =ty j=Loon
l'ij 207 Z:L"'am7 .7:17"'7n'

Nowe ograniczenia oznaczaja, ze nie wszystkie zapasy magazynéw zostana wyczerpane (nie
cala podaz dostawcéw znajdzie nabywce). W tym przypadku zadanie to mozna sprowadzic
do zbilansowanego zadania transportowego wprowadzajac fikcyjny sklep (fikcyjnego odbiorce)
B,.11 z zapotrzebowaniem (popytem)

m n
bp1 = E a; — E b
i=1 j=1

i zerowymi kosztami transportowymi z dowolnego magazynu (od dowolnego dostawcy):
Cint+1 = 0, 1= 1, o, m.

Jesli natomiast zachodzi nieréwnosé
m n

Z(li < ij,
j=1

i=1
(podaz jest mniejsza od popytu), to niezbilansowane zadanie transportowe przybiera postaé

minimalizowaé > ", > 7 vy
przy ograniczeniach > 7 | ¥y = a;, i=1,..,m
m .
Y oimi iy < by, j=1,....n

Lij Z 0, 1= ]_, e, My, ] = ]_, .
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Nowe ograniczenia oznaczaja, ze zapotrzebowanie (popyt) nie wszystkich sklepéw (odbiorcéw)
zostanie zaspokojone. W tym przypadku zadanie to mozna sprowadzi¢ do zbilansowanego
zadania transportowego wprowadzajac fikcyjny magazyn (fikcyjnego dostawce) A1 z zapasem

(podaza)
Am+1 = ij - Zai
j=1 i=1

i zerowymi kosztami transportowymi do dowolnego sklepu (odbiorcy):
Cm+1,j = 0, j = ]_, e, m.

W dalszej czeSci bedziemy rozpatrywaé wylacznie zbilansowane zadanie transportowe, gdyz
— jak zauwazyliSmy — nie prowadzi to do ograniczenia ogélnosci rozwazan.

1.1.3. Macierz transportowa
Zbilansowane zadanie transportowe ma nastepujaca posta¢ macierzows,

minimalizowaéc clx

. . a
przy ograniczeniach Ax = b
x>0,
S _ T _
gdzie ¢ = (C11y oy Clny ooy Cinly ooy Cnn )y T = (115 ey Tlny ooy Tinly ooy L) 5 @& = (Q1, ooy @), b =
(b1, ..., b,) za§ macierz A ma postaé

11 ..1.0 0 .. 0 ... 00 O O
o 0 .. 0 1 1 ..1 .00 00
A 0 0 0 0 O 0 1 1 1
11 0 0 1 0 0 1 0
0 1 0 0 1 0 0 1 0
| 0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 |
lub w zapisie blokowym
el 0 0
0 e 0
A= ,
0 0 el
I, I, 1,

gdzie e = (1,...,1) € R™, za§ I, jest macierza jednostkows typu n x n. Macierz A typu
(m 4+ n) x (mn) nazywa sie macierzq transportowa.

Oznaczmy przez A i-ty wiersz macierzy A, i = 1,...,m+n, i przez A;; - jej ((i —1)n+j)-ta
kolumne, i =1,...,m, j = 1,...,n (kolumna ta odpowiada zmiennej z;;).

Twierdzenie 1.1.1. Macierz transportowa A ma rzqd t1(A) =m +n — 1.
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Dowdéd. Zachodzi oczywista réwnosc

m m-+n
D A= A
i=1 i=m+1
Wiersze macierzy A sg wiec liniowo zalezne, w konsekwencji

r(A) < m+n. Ponadto macierz ta zawiera m-+n—1 liniowo niezaleznych kolumn Ay,,, Agy, ..., A,
Ay, Ao, ..., Ay o1, POniewaz w macierzy utworzonej z tych kolumn:

[Alnu AZn,“'; Amn; A117 A127 ) Al,nfl] =

(1 0 .. 0 1 1 .. 1]
01 .. 00 0 ..0
0 0 10 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
00000 0 .. 1
11 .. 1.0 0 .. 0

pierwsze m + n — 1 wierszy jest liniowo niezaleznych (macierz utworzona z ostatniej macierzy
przez skreSlenie ostatniego wiersza ma postac

I R
Ag=| "
o= L)
w konsekwencji jest ona nieosobliwa) jako macierz tréjkatna o niezerowych elementach na
gléwnej przekatnej. O

Macierz te nieprzypadkowo oznaczyliSmy symbolem Ag. Oznaczajac bowiem macierz ut-
worzong, z pozostatych kolumn macierzy A po usunieciu z niej ostatniego wiersza symbolem Ay

mozemy uklad Ax = Z } zapisa¢ w postaci

sl [ 22 =[],
b~ jest wektorem pierwszych n — 1 wspélrzednych wektora b (skoro usuneliémy ostatni wiersz
macierzy A, to powinnidémy usunac réwniez ostatnia wspohrzedna wektora b). Wektor = zapisu-
jemy w postaci x = { iff } , przy czym zp (zmienne bazowe) odpowiadaja indeksom kolumn
macierzy A, z ktérych utworzyliémy macierz Ag, a zy (zmienne niebazowe) odpowiadaja in-
deksom pozostalych kolumn macierzy A. Przyjmujac xy = 01z = Agl [ b(i } otrzymamy

rozwigzanie bazowe x. Majac dane rozwigzanie bazowe zadanie transportowe mozna teorety-
cznie rozwigzac przy pomocy algorytmu sympleksowego. Byloby to jednak zbyt pracochlonne
— zauwazmy, ze juz dla m = 20, n = 500 dluga forma tablicy sympleksowej ma m+mn—1 = 519
wierszy 1 10000 kolumn, natomiast liczba niezerowych elementéw stanowi okoto 0,4% wszyst-
kich elementéw macierzy transportowej. Oznacza to, ze przy stosowaniu metody sympleksowe;j
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najczestszymi operacjami bedzie mnozenie przez zero lub dodawanie zera. Dzieki szczegdl-
nej postaci macierzy transportowej A zadanie transportowe mozna rozwiazac znacznie proSciej,
niemniej jednak giéwne etapy wyznaczania rozwigzania sg takie same, jak w metodzie symplek-
sowej: wyznaczenie bazowego rozwiazania dopuszczalnego, a nastepnie wyznaczenie bazowego
rozwigzania optymalnego. Ponadto, jak sie p6zniej przekonamy, w drugim etapie bedziemy
otrzymywa¢ kolejno te same rozwigzania bazowe co w drugiej fazie metody sympleksowej, ale
przy mniejszym naktadzie obliczeniowym.

Do opisu odpowiednich metod stuzacych rozwigzywaniu zadania transportowego uzywa sie
tak zwanej tablicy transportowej, ktéra ma nastepujaca postac:

L [B B .. B, [ |
Ay 11 Ti2 ... Tip a1
A, Ta1 T2 ... T2 a2
Am Tmi Tm2 -~ Tmn A

L [ b b [ ]

Tablica ta odpowiada rozwigzaniu dopuszczalnemu zbilansowanego zadania transportowego
doktadnie wtedy, gdy wszystkie x;; sa nieujemne, ostatni element dowolnego wiersza (kolumny)
jest réwny sumie poprzednich elementéw tego wiersza (tej kolumny) i suma wszystkich elemen-
toéw ostatniego wiersza réwna jest sumie wszystkich elementéw ostatniej kolumny.

Opiszemy teraz, kiedy tablica transportowa przedstawia rozwiazanie bazowe. Niech [ =
{1,....m}, J ={1,...,n}, oraz K niech bedzie podzbiorem zbioru I x .J :

KcIxJ={@G,j):i=1,..,m, j=1,...n}.

Podzbiér {i} x J nazywa sie¢ wierszem zbioru I X J, i =1, ...,m, za§ podzbiér I x {j}, — kolumng
zbioru I x J, 7 =1,...,n.

Zbiorowi K przyporzadkowany jest wzajemnie jednoznacznie podzbiér Ag zbioru kolumn
macierzy transportowej A:

A ={Ay : (i,)) € K}.

Definicja 1.1.2. Podzbiér K nazywa si¢ cyklem, jeSli w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie
zbioru I x J znajduja sie 0 lub 2 elementy zbioru K.

Przyklad 1.1.3. Elementy podzbioru K C I x J zostaly w ponizszej tablicy oznaczone sym-
bolem x.

INNJ[1 2 3 4 5 6|
1 X X

2

3 X X
4 X X

5

6 X X

Podzbiér K jest cyklem. Czytelnikowi pozostawiamy sprawdzenie, ze jeSli X w i-tym wierszu i
w j-tej kolumnie oznacza niezerowy transport z magazynu ¢ do sklepu j, to graf ilustrujacy te
transporty jest cyklem.
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Twierdzenie 1.1.4. Uktad kolumn Ap macierzy transportowej A, gdzie L C I X J, jest liniowo
zalezny wtedy 1 tylko wtedy, gdy podzbior L C I x J zawiera pewien cykl K.

Dowéd powyzszego twierdzenia mozna znalezé na przyklad w ksiazce W. Grabowskiego
[Gra80).

Uwaga 1.1.5. Dana jest tablica transportowa

[ B B . B[ |
Ay 11 T2 ... Tin | 1
A, To1r T2 ... Top | G2
Am Tml Tm2 -+ Tmn | Om

L I b o b [ ]

ktora przedstawia rozwigzanie dopuszczalne zadania transportowego. Zgodnie z twierdzeniami
1.1.1 1 1.1.4 rozwigzanie to jest rozwigzaniem bazowym dokladnie wtedy, gdy podzbiér

L:{(Z,])EIXJJZU%O}

posiada co najwyzej m + n — 1 elementow i nie zawiera cyklu. Jesli ponadto zbiér L posiada
doktadnie m 4+ n — 1 elementéw, to rozwigzanie to jest niezdegenerowane.

Przyklad 1.1.6. a) Tablica transportowa

| B B B B |

A6 4 10
As 17 8
As 16 |7

L [6 5 8 6 ]

przedstawia niezdegenerowane dopuszczalne rozwiazanie bazowe (puste miejsca oznaczaja zera).
b) Tablica transportowa

A5 5 |10
A, 8 8
As |l 1 1 |7

L 6 5 8 6 ] |

przedstawia rozwigzanie dopuszczalne, ktére jednak nie jest rozwigzaniem bazowym, bo zbiér L
odpowiadajacy  niezerowym  elementom  planu  transportowego  zawiera  cykl
K = {<1’ 1)7 (174)7 (3v 1)’ (3’ 4)}

c) Tablica transportowa

A5 5 10
Ay 8 8
As |1 0 6 |7

L [6 5 8 6 ]
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przedstawia dopuszczalne rozwigzanie bazowe. Zmienna 33 jest zmienng bazowa, ale poniewaz
przyjmuje ona wartoS¢ zero, wiec rozwigzanie przedstawione za pomocs tej tablicy jest zdegen-
erowane.

1.1.4. Dualne zadanie transportowe

Zadanie dualne do zbilansowanego zadania transportowego ma postac

maksymalizowaé > ", aju; + 37 bjv;
przy ograniczeniach u+v; <cy, 1€, je] (1.3)
ui,vjER, iGI,jEJ.

Istotnie. Zbilansowane zadanie transportowe mozemy zapisa¢ w postaci standardowe;j

maksymalizowaé —c'x

przy ograniczeniach —Axr = — [ Z }
x>0,

Wymiar wektora zmiennych dualnych y jest réwny liczbie ograniczen zadania pierwotnego,
a wiec y € R™™.  Oznaczajac wektor pierwszych m zmiennych dualnych symbolem v =
(u1,Ug, ..., U ), za§ wektor pozostatych n zmiennych dualnych symbolem v = (vy,vs,...,v,)
mamy y = (u,v). Zadaniem dualnym do zadania transportowego jest wiec

b

-
C , a U
minimalizowaé —
. . rlu
przy ograniczeniach —A " > —c,

(por. [Ceg02, réwnosé (4.5)]), czyli

maksymalizowaé alu+bTv

przy ograniczeniach AT [ Z ] <cg,

ktérego zapis rozwinigty na wspoétrzedne ma postaé (1.3).

Uwaga 1.1.7. Niech X bedzie rozwiazaniem dopuszczalnym zadania transportowego i niech
(u,v) bedzie rozwiazaniem dopuszczalnym dualnego zadania transportowego. Z twierdzenia o
komplementarno$ci [Ceg02, twierdzenie 4.2.13] wynika, ze X i (u, v) sa rozwigzaniami optymal-
nymi odpowiednio zadania pierwotnego i dualnego wtedy i tylko wtedy, gdy

xij(ci; — u; — v;) = 0 dla wszystkich (4, j) € I x J. (1.4)

Aby to sprawdzi¢ wystarczy przedstawi¢ twierdzenie o komplementarnosci dla zadania pro-
gramowania liniowego w postaci standardowej. Wilasno$¢ ta oznacza, ze dla rozwigzan do-
puszczalnych X i (u,v), jeSli x;; > 0, to w; +v; = ¢y, (4,7) € I x J. Wlasno$c ta stuzy
wyznaczeniu zmiennych dualnych i bedzie p6zniej wykorzystana przy wyznaczaniu rozwigzania
optymalnego zadania transportowego.
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1.2. Wyznaczanie dopuszczalnego rozwiazania bazowego

1.2.1. Opis ogélny

Opiszemy teraz, jak mozna otrzymac poczatkowe dopuszczalne rozwigzanie bazowe dla zadania
transportowego (1.2).

Najpierw rozpatrzymy przypadki trywialne:

e m=1

W tym przypadku I = {1} i wektor x = (213, ..., ¥1,) 0 wspolrzednych

l’ij:bj, j:1,...,n, ie[, (15)

jest jedynym rozwiazaniem dopuszczalnym zadania transportowego. Rozwigzanie to jest
wiec jednocze$nie rozwigzaniem optymalnym.

en—1

W tym przypadku J = {1} i wektor x = (211, ..., Tyn1) 0 Wspéhrzednych

Lij = Gy, 1= 1, <y, M, j S J, (16)

jest jedynym rozwigzaniem dopuszczalnym zadania transportowego. Podobnie jak w
poprzednim przypadku, rozwigzanie to jest jednocze$nie rozwigzaniem optymalnym.

Opiszemy teraz ogdlng posta¢ metody wyznaczania poczatkowego dopuszczalnego rozwiaza-
nia bazowego dla dowolnych m i n. Niech I = {1,...,m}, J ={1,...,n} i niech K = {).
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Schemat iteracyjny 1.2.1

Krok 1.
o Jesli #J =1, to:

1.1. polozy¢ K := KUI x J,
1.2. polozy¢ z;; :=a; , (1,7) € I x J,

1.3. algorytm zatrzymuje si¢: X jest dopuszczalnym rozwiazaniem bazowym.
o JeSli #1 =1, to:

1.4. polozyt K == KUI x J,
1.5. polozy¢ x;; := b, (1,7) € I x J,

1.6. algorytm zatrzymuje sie: X jest dopuszczalnym rozwiazaniem bazowym.
o Jedli min{#I, #J} > 2, to:

1.7. wybraé pare (p,q) € I X J,
1.8. potozyt K := K U{(p,q)},

1.9. polozy¢ x,, := min{a,, b, }.
Krok 2.
o Jesli a, < by, to:

2.1. polozy¢ by := by — ap i a, := 0,

2.2. polozy¢ I := I\ {p} ( p-ty dostawca zostaje wyeliminowany).
o Jedli a, > b, to:

2.3. polozyt a, == a, — by 1 b, := 0,
2.4. potozy¢ J := J \ {q} (¢-ty odbiorca zostaje wyeliminowany).

e Ze zredukowanym zadaniem transportowym przejs¢ do kroku 1.

Twierdzenie 1.2.2. Opisana w powyzszym schemacie iteracyjnym metoda pozwala na wyz-
naczenie dopuszczalnego rozwigzania bazowego X w co najwyze; m + n — 2 iteracjach.

Dow6d mozna znalezé na przykltad w podreczniku [Gra80).

Uwaga 1.2.3. JeSli w kroku 1.7. za kazdym razem wybiera sie pare (p,q) € I x J, taka, ze
min{a,, b,} > 0, to otrzymane rozwiazanie jest niezdegenerowane.
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Przyklad 1.2.4. Rozpatrzmy zadanie transportowe z 3 dostawcami i 4 odbiorcami, dla ktérego
popyt, podaz oraz macierz kosztéw podane sg w ponizszej tabeli:

[ _[Bi[B:|Bs[Bs] |
A7 2 |4 |7 |10
A, |9 |5 [3 |3 |8
As |7 |7 |6 |4 |7

L [6 [5 18 [6 ] ]

Jedli wybierzemy w kolejnych iteracjach opisanego wyzej schematu (p,q) = (1,3),(2,1),(3,2)
w kroku 1.7, to otrzymamy nastepujace dopuszczalne rozwigzanie bazowe

X —

o OO
o O O
o O
DN DN DN

Podamy teraz konkretne algorytmy pozwalajace wyznaczy¢ dopuszczalne rozwigzanie bazowe.
Sa one szczegdlnymi przypadkami opisanego wyzej schematu iteracyjnego. Doktadniej, w
kazdym z podanych algorytméw, w kroku 1.7 powyzszego schematu iteracyjnego para (p,q)
wyznaczana jest w specjalny sposéb.

1.2.2. Metoda kata péinocno-zachodniego

Krok 1.7 ma w metodzie kqta péinocno-zachodniego (ang. north-west corner method — NWC)
postac:
1.7. wybraé pare (p,q) € I x J taka, ze

p=min{i:i €I}, ¢g=min{j:je J}.
Innymi stowy, wybieramy pary magazyn-sklep w kolejnosci zgodnej z ich numeracja.

Przyklad 1.2.5. Rozpatrzmy zadanie transportowe z podaza, popytem i macierza kosztéw
podanymi w przykiadzie 1.2.4 Postepujac zgodnie z metoda kata péinocno-zachodniego otrzy-
mujemy nastepujace dopuszczalne rozwigzanie bazowe:

6 4
X = 17
1 6

Funkcja celu ma dla tego rozwigzania wartos¢ z = 106.

Sprawdzimy teraz, czy jest to rozwiazanie optymalne. Zgodnie z uwaga 1.1.7, X jest opty-
malne doktadnie wtedy, gdy

z;j(cij — u; — v;) = 0 dla wszystkich (¢,7) € I x J,

gdzie (u,v) jest rozwiazaniem dopuszczalnym zadania dualnego do rozpatrywanego zadania
transportowego. Dla podanych wspélrzednych x;; rozwigzania X zachodzi¢ wigc musza ponizsze
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réwnosci
U1+U1:7
U1+U2:2
UQ+U2:5
U2+U3:3
U3+U3:6
U3+U4:4.

Wykorzystamy posiadany ,stopien swobody” (r(A) = 344 —1 = 6) przypisujac jednej ze zmi-
ennych dowolng wartos¢, na przyklad v; = 0. Po prostych rachunkach otrzymamy rozwigzanie
powyzszego uktadu:

(u,v) =(7,10,13,0,—5, =7, -9).
Teraz sprawdzimy, czy spelnione sa pozostale ograniczenia zadania dualnego. W tym celu
musimy wyznaczy¢ tak zwane ujemne koszty zredukowane

Cij = Cyj — U; — Uy,
gdzie (i, j) odpowiadaja zmiennym niebazowym. Jesli wszystkie ¢;; sa nieujemne, to rozwigzanie

jest optymalne i odwrotnie. Jednak w naszym przypadku tak nie jest, bo na przyktad ¢3; = —6.
Tak wiec otrzymane rozwigzanie nie jest optymalne.

1.2.3. Metoda minimalnego elementu macierzy kosztéow

Krok 1.7 ma w metodzie minimalnego elementu macierzy kosztéw (ang. least cost method —
LCM) postac:
1.7. wybra¢ pare (p,q) € I x J, taka, ze

Cpg =min{c;; i €I, je J}
Innymi stowy, wybieramy kolejno pary magazyn-sklep o minimalnym koszcie transportowym.

Mozna sie wiec spodziewac, ze otrzymane w ten sposéb rozwigzanie dopuszczalne bedzie lepsze
niz w metodzie kata péimocno-zachodniego.

Przyklad 1.2.6. Rozpatrzmy zadanie transportowe z podaza, popytem i macierzg kosztéw po-
danymi w przyktadzie 1.2.4. Postepujac wedle metody elementu minimalnego macierzy kosztéw
otrzymujemy nastepujace dopuszczalne rozwigzanie bazowe:

5 5
X = 8 0
1 6

Funkcja celu ma dla tego rozwigzania warto§¢ z = 100. Zmienne dualne mozemy wyznaczyc
podobnie jak w przykladzie 1.2.5. Otrzymamy ukiad réwnan

U1+U1:7
UL + Vg = 2
U2+U3:3
U2+U4:3
us+vy =7
uz + vq = 4.

Jesli polozymy u; = 0, to otrzymamy rozwiagzanie (u,v) = (0,—1,0,7,2,4,4). Nietrudno
sprawdzi¢, ze wszystkie ujemne koszty zredukowane sa w tym przypadku nieujemne, a wiec X
jest rozwigzaniem optymalnym.
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1.2.4. Metoda aproksymacyjna Vogla

Krok 1.7 ma w metodzie aproksymacyjnej Vogla (ang. Vogel’s approximation method — VAM)
postac:

1.7.a) Dla kazdego i € I wyznaczy¢ réznice dz; = ¢; — ¢ miedzy drugim co do wielkoSci
(liczac od najmniejszego) elementem c¢; 1 najmniejszym elementem c;y, i-tego wiersza macierzy
kosztéw zadania transportowego (k,l € J).

1.7.b) Dla kazdego j € J wyznaczy¢ réznice ds; = ¢;; — cx; miedzy drugim co do wielkosci
(liczac od najmniejszego) elementem ¢;; i najmniejszym elementem c; j-tej kolumny macierzy
kosztéw zadania transportowego (k,l € I).

1.7.c) Wyznaczy¢

max{dz;,ds; i €1, j€ J}.

Jesli maksimum to jest osiagniete dla p-tego wiersza, to wybrac pare (p, q), dla ktérej
Cpg = min{c,; : j € J}

i przejsc do kroku 1.8. Jesli natomiast maksimum to jest osiagniete dla ¢-tej kolumny, to wybrac
pare (p, q), dla ktérej
¢pg = min{c;, : i € I}.

Przyklad 1.2.7. Rozpatrzmy zadanie transportowe z podaza, popytem i macierza kosztéw po-
danymi w przykladzie 1.2.4. Postepujac zgodnie z metoda aproksymacyjna Vogla otrzymujemy
nastepujace dopuszczalne rozwiazanie bazowe

5 b
X = 3 5
6 1
Funkcja celu ma dla tego rozwiazania wartos¢ z = 100. Z przykladu 1.2.6 wynika, ze wartosc ta
jest minimalna, tak wiec X jest rozwigzaniem optymalnym. To samo stwierdzimy korzystajac

z twierdzenia o komplementarnosci, podobnie jak uczyniliSmy w przykladzie 1.2.6.
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1.3. Algorytm transportowy

Mowi sie czesto, ze liczby rzadza Swiatem. Pewne jest tylko: liczby pokazujg, jak
Swiat jest rzqdzony.
[J.W. von Goethe]

1.3.1. Podstawowe wlasnoSci

Dane jest zbilansowane zadanie transportowe (1.2) i bazowe rozwiazanie dopuszczalne X. Niech

Lirj1s Tiggas -+ Lipjp

bedg zmiennymi bazowymi, gdzie p = m + n — 1 i niech x;; bedzie zmienng niebazows.

Uwaga 1.3.1. Dla bazowego rozwigzania dopuszczalnego X ze zmiennymi bazowymi
Tiyjrs Tigjas o> Tiyj, Zachodzg réwnosci

I == {’il,ig, ...,?:p}

J — {j17j27 7]])}

Ro6wnosci te oznaczaja po prostu, ze zaden z dostawcow i zaden z odbiorcéw nie zostal pominiety
w planie transportowym X.

Twierdzenie 1.3.2. Zbidr

{(i,4), (v, 1), (B2, J2) ooy (i ) }
zawriera doktadnie jeden cykl
L ={(i,)), (i, 1h), (kv, 1n), (kv ba), ooy (R ), (B ) }-
Dowéd pomijamy.

Uwaga 1.3.3. Cykl L nazywa sie petlg bazowqg. Liczba elementéw cyklu jest oczywiScie
parzysta. Zbiory

L+ = {(Z,j), (kla ll)7 ) (kralr)}

Li = {(2, ll), <k1,l2)7 ) (kmj)}

nazywaja sie pdtcyklami. Kazdy element pétcyklu L jest konicem pionowej krawedzi cyklu L i
kazdy element pétcyklu L~ jest koncem poziomej krawedzi cyklu L.

Przyklad 1.3.4. Rozpatrzmy zadanie transportowe z przyktadu 1.2.4 i rozwigzanie bazowe

6 4
X = 17
1 6
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Niech (7,7) = (3,1). OczywiScie x3; jest zmienng niebazowa. Petla bazowa L ma postaé

L= {(37 1)7 (37 3)7 (27 3)? (27 2)7 (17 2)7 (17 1)}7

natomiast potcykle maja postaci

L= {(37 1)7 (27 B)a (17 2)}

L™ ={(3,3),(2,2),(1,1)}.

Przyklad 1.3.5. Rozpatrzmy uklad réwnan podany w przykladzie 1.2.6. Macierz wspélczyn-
nikéw tego uktadu ma postac

Widzimy, ze wiersze tej macierzy sg jednoczesnie kolumnami macierzy transportowe;j

1 1 1 1
1 111

odpowiadajacymi zmiennym bazowym X1y, 12, Too, Ta3, L33, T34. Nie jest to przypadek — wlas-
nos¢ ta zachodzi dla dowolnego rozwiazania bazowego zbilansowanego zadania transportowego.

Twierdzenie 1.3.6. Niech X bedzie bazowym rozwigzaniem dopuszczalnym ze zmiennymi
bazowymi i, j,, Tiyjy, -, Tiyj,- Uktad réwnan

Uiy + Vjy = Ciyjy

Uiy + Vjy = Ciyj
io 2 injo (1.7)
Uiy, T Vjp, = Cipgy
posiada nieskonczenie wiele rozwigzan zaleznych od jednego parametru.

Dowdéd. Macierza wspétezynnikéw ukladu réwnan jest Aj, gdzie Ap jest podmacierza
macierzy transportowej A, ktérej (liniowo niezalezne) kolumny odpowiadaja zmiennym bazowym
Liyj1y Liggas s Lipgp+ Zatem

r(Ap)=p=m-+n—1.

Latwo zauwazy¢, ze rzad macierzy rozszerzonej ukladu (1.7) jest réwniez réwny p, gdyz jest to
uklad p réwnan. Na mocy twierdzenia Kroneckera—Capellego uktad ten posiada nieskonczenie
wiele rozwigzan zaleznych od m+n —p = 1 parametru (liczba zmiennych w ukladzie jest r6wna
m + n na mocy uwagi 1.3.1). O
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Twierdzenie 1.3.7. Niech X bedzie bazowym rozwigzaniem dopuszczalnym ze zmiennymi
bazowymi T j,, Tiyjy, .-, Tiyj,-  Ujemne koszty zredukowane ¢j; = cij — u; — v; sq niezaleine
od przyjetego rozwigzania uktadu réwnan (1.7).

Dowdd. Niech

L= {(Z7j>7 (7'7 l1)7 (klv ll)v (kh l2)7 ceey (kra lT)a (kT7j)}
bedzie petla bazowa. Zachodzg réwnosci

Eij = Cij — U; — Uj
cij — (us + ) + (ug, +v1,) — (ug, +v,) + ..
+(ug, +v1,) — (g, + v;)

= Ci — Ciy + Cry1y — Ciyly T -0+ Crpt, — Ckyj-

i

Uwaga 1.3.8. Zgodnie z dowodem powyzszego twierdzenia, ujemne koszty zredukowane mozna
rowniez wyznaczy¢ ze wzoru

Eij = Cij — Cill —|— Ck1l1 — Ck‘llz —|— —f- Ck'rl'r' — Ck,-j-

1.3.2. Ogdlny opis algorytmu transportowego

Startujac z dopuszczalnego rozwigzania bazowego (ktére mozna otrzymac jedna z podanych up-
rzednio metod) algorytm transportowy pozwala na wyznaczenie rozwigzania optymalnego po
wykonaniu skoniczenie wielu iteracji. Podobnie jak w algorytmie sympleksowym, kazda iteracja
polega na wymianie bazy: jedna ze zmiennych bazowych zostaje zastapiona jedng ze zmiennych
niebazowych. Aby wybra¢ zmienng niebazowsa, ktéra zostanie wzieta do bazy, nalezy wyznaczy¢
ujemne koszty zredukowane
Gij = ¢ij — u; — v; dla wszystkich zmiennych niebazowych. W tym celu nalezy najpierw wyz-
naczy¢ zmienne dualne w; i v;, @ = 1,...,m, j = 1,...,n, ktére odpowiadaja aktualnej bazie.
Mozna je wyznaczy¢ korzystajac z twierdzenia o komplementarnoSci (patrz uwaga 1.1.7):

x;; jest zmienng bazowa = c¢;; = u; + v;.

Do bazy mozna wlaczy¢ zmienng bazowa, ktérej ujemne koszty zredukowane sa ujemne lub
przynajmniej niedodatnie (wybér ten odpowiada wyborowi kolumny gtéwnej w algorytmie sym-
pleksowym). NajczeSciej wybiera si¢ zmienna niebazowa, ktérej odpowiada najmniejszy ujemny
koszt zredukowany. Nastepnie wybiera sie zmienng bazowa, ktéra przy danej wymianie bazy
opuszcza te baze. W tym celu wyznacza sie petle bazowsg dla aktualnej bazy i dla ustalonej juz
zmiennej niebazowej, ktéra ma by¢ wzigta do bazy (patrz twierdzenie 1.3.2). Wybraé nalezy
najmniejsza zmienng bazows x;; taka, ze (i, j) € L~ (odpowiada to wyborowi wiersza gléwnego
w algorytmie sympleksowym). Przy wymianie bazy, wartoéci zmiennych x;; odpowiadajacych
petli bazowej zostaja wyznaczone tak, aby zmienna opuszczajaca baze przyjeta wartosc 0 i aby
spelione byly nadal wszystkie ograniczenia (odpowiada to piwotyzacji w algorytmie symplek-
sowym).
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1.3.3. Algorytm transportowy

Dane jest zbilansowane zadanie transportowe z m dostawcami i n odbiorcami. Niech a € R™
bedzie wektorem zapaséw (podazy), b € R™ — wektorem zapotrzebowan (popytu) i C' — macierza
kosztow.

Algorytm 1.3.9 (transportowy)

Krok 1. Wyznaczy¢ dopuszczalne rozwiazanie bazowe X i odpowiadajaca mu baze B (zbiér
indekséw zmiennych bazowych).

Krok 2. (wyznaczenie zmiennych dualnych). Wyznaczy¢ dowolne rozwiagzanie uktadu m +
n — 1 réwnan
Cij = U; +Uj, (Z,J) eB

z m + n niewiadomymi (na przyklad nada¢ jednej ze zmiennych ustalona warto$¢ i wyznaczy¢
pozostale m + n — 1 zmienne z ukladu réwnan).

Krok 3. (kryterium zatrzymania)
(a) Wyznaczy¢ ujemne koszty zredukowane
Cij = Cij — Uj — Uy
dla (i,j) ¢ B.

(b) Jesli wszystkie ¢;; sa nieujemne, to X jest rozwiazaniem optymalnym i algorytm zatrzy-
muje sie.

Krok 4. (wymiana bazy)
(a) Wybra¢ pare (io, jo) ¢ B, taka ze
Cigjo = min{cy; = (i, ) ¢ B}

(para (7o, jo) zostanie wlaczona do bazy).

(b) Wyznaczy¢ petle bazowa
L = {(io, jo), (i, lr), (K1, 1n), (ka, L), oy (s 1), (s o) }

zawarta w zbiorze {(ig, jo)} U B i odpowiadajace jej polcykle LT i L.

(c) Wybra¢ pare (ix, jx) € L~, dla ktérej
Tij, = A =min{z;; : (4,j) € L™}
(para (i, Jx) zostanie usunieta z bazy).

(d) Polozyt
Ligjo = A.
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(e) Polozy¢
flfij = [L’ij — A

dla wszystkich (i,7) € L.

(f) Polozyt
l‘ij = inj + A

dla wszystkich (i,7) € L.

(g) Z nowym rozwiazaniem bazowym X przejs¢ do kroku 2.

Twierdzenie 1.3.10. Jesli w trakcie realizacji algorytmu transportowego nie wystapi degener-
acja, to rozwigzanie optymalne otrzymuge sie w skonczenie wielu iteracjach.

Dowdéd twierdzenia jest podobny do dowodu skonczonej zbieznoSci algorytmu symplek-
sowego.

Uwaga 1.3.11. Do tej pory nie pokazano skonczonej zbieznosci algorytmu transportowego
w przypadku wystgpienia degeneracji, jak i réwniez nie znaleziono przykitadu zadania trans-
portowego z wystepujaca w trakcie realizacji algorytmu transportowego degeneracja, dla ktérego
algorytm ten nie bytby zbiezny w skonczenie wielu krokach.

Uwaga 1.3.12. Poniewaz w trakcie realizacji algorytmu transportowego jedynymi dziatani-
ami arytmetycznymi sa dodawanie i odejmowanie, wiec otrzymane rozwigzanie bedzie catkow-
itoliczbowe, o ile zapasy i zapotrzebowania beda liczbami calkowitymi.

Przyklad 1.3.13. Rozpatrzmy zadanie transportowe okreslone w przykiadzie 1.2.4 i rozwiazanie
bazowe tego zadania

6 4

X = 1

— =~

6

Za pomocy algorytmu transportowego wyznaczymy rozwigzanie optymalne. Otrzymamy kole-

jno tablice transportowe, w ktérych naniesiono wartoSci zmiennych bazowych (ttusty druk),

wartosci zmiennych dualnych odpowiadajacych zmiennym bazowym i wartoSci ujemnych kosztéw
zredukowanych odpowiadajacych zmiennym niebazowym. W tablicach tych w lewym goér-

nym rogu kazdego okienka podano odpowiednie warto$ci macierzy kosztéow. Kazdorazowo pod

tablica podano wartosci funkcji celu.

u“ 7 2 0 9

0 76 24 44 79 10

3 9—1 51 37 32 8

0 7—6 7—161 46 7
6 5 8 6 ba
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Wartosc funkeji celu z = 106.

u” 7 2 0 4
: 75 25 44 73 "
3 9—1 50 38 3—4 8
0 71 75 66 46 7
6 5 8 6 ba
Wartosc funkeji celu z = 100.
u” 7 2 4 4
: 75 25 4O 73 "
1 93 54 38 30 i
; 71 75 62 46 -
6 5 8 6 ba

Wartost funkeji celu z = 100.

Ostatnia tablica transportowa przedstawia rozwigzanie optymalne. Widzimy teraz, ze druga
z kolei tablica przedstawia réwniez rozwigzanie optymalne. Jednak nie zostalo to stwierdzone
przez algorytm transportowy. Przyczyna jest pojawiajaca sie pierwotna i dualna degeneracja.
Podobnie jak w przypadku algorytmu sympleksowego, mozemy — dzigki dualnej degeneracji —
wyznaczy¢ inne rozwigzanie optymalne wybierajac w ostatniej tablicy pare (7, j) = (1, 3), ktéra
ma byt wprowadzona do bazy. Otrzymamy wéwczas tablice

u“ 7 2 4 4

0 70 25 45 73 10

-1 93 54 33 35 8

0 76 75 62 41 7
6 5 8 6 ba

Tablica ta przedstawia rozwigzanie optymalne dualnie zdegenerowane.
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1.4 Zagadnienie transportowe z kryterium czasu

W klasycznym zagadnieniu transportowym przedstawionym w ustepie 1.1, majac dane jednos-
tkowe czasy transportowe wyznaczamy plan transportowy minimalizujacy taczne koszty trans-
portowe, czyli plan bedacy rozwigzaniem zadania

o . . , m n
minimalizowaé 22:1 > e Lijij
przy ograniczeniach ) ', x;; = a;, 1=1,...,m, 18
m R b g 1 ( ‘ )
>ic1 Tij = bj, J=54ean,
x5 > 0, 1=1,...m,g=1,..n,

gdzie t;; oznacza czas dostawy towaru z magazynu A; do sklepu B;, i =1,2,....m,j =1,2,...,n.
Problem ten mozna oczywiScie rozwigza¢ metoda przedstawiona w poprzednim ustepie. Jed-
nak w praktyce mamy niekiedy do czynienia z sytuacja, w ktérej powinniSmy wyznaczy¢ plan
transportowy minimalizujacy maksymalny czas dostaw towaru, majac dane czasy dostaw na
poszczegblnych trasach. Problem tego typu wystepuje na przykiad w przypadku transportu
fatwo psujacego si¢ towaru, ktory zgodnie z zapasami magazynéw i zapotrzebowaniami sklepéw
nalezy jak najszybciej dostarczy¢ do wszystkich odbiorcéw. Oznaczajac, podobnie jak poprzed-
nio, a; — zapasy magazynu A;, b; — zapotrzebowanie sklepu B; oraz t;; - czas dostawy towaru
z magazynu A; do sklepu B;, i« = 1,2,....,m, j = 1,2,...,n, i zakladajac, ze zagadnienie jest
zbilansowane, zagadnienie transportowe z kryterium czasu ma postac

minimalizowac max{t;; : x;; > 0,i=1,2,...m,j=1,2,...,n}
. . n
przy ograniczeniach ijl Tij = a;, sy T,
S =b; =1,..,n
i=1ij = Yj, oo
x> 0, 1=1,...mj3=1..n

, M.
(1.9)
W przeciwienstwie do klasycznego zagadnienia transportowego, zadanie to nie jest zadaniem
programowania liniowego, gdyz funkcja celu nie jest liniowa. Jako minimalizacja maksimum
funkcji liniowych przy ograniczeniach liniowych jest to szczegdélny przypadek tzw. zadania
minimalizacji wypuklej. Zadanie to mozna wprawdzie sprowadzi¢ do réwnowaznego zadania
programowania liniowego i rozwigza¢ je metoda sympleksowa, ale istnieje bardziej efektywna
metoda rozwigzywania tego zadania. Metoda ta opiera sie na algorytmie transportowym przed-
stawionym w poprzednim ustepie. Na kazdym etapie przeprowadza sie iteracje algorytmu trans-
portowego, przy czym modyfikowana jest macierz kosztéw w zaleznosci od rozwigzania otrzy-
manego w poprzedniej iteracji. Takie postepowanie gwarantuje, ze w poszczegdlnych iteracjach
otrzymywane sg rozwiazania bazowe. Przedzmy do szczegéiéw algorytmu.

Algorytm 1.4.1 (transportowy z kryterium czasu)

Wejscie: Macierz T' = [t;j]mxn, gdzie t;; oznacza czas transportu towaru z i-tego magazynu do
j-tego sklepu, i = 1,2,....,m,j7 = 1,2,....,n, wektor a = (ay,as,...,a,,) > 0 zapaséw
magazynéw, wektor b = (by, bs, ..., b,) > 0 zapotrzebowan sklep6w.

Wyjscie: Plan transportowy X = [z;;]mxn bedacy rozwiazaniem zadania (1.9).

Krok 1. (rozwigzanie poczatkowe)

(a) Przyja¢ k = 0.
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(b) Wyznaczy¢ dopuszczalne rozwiazanie bazowe (plan transportowy X) zadania (1.8),
na przyktad przy pomocy metody minimalnego elementu macierzy kosztéow albo przy
pomocy klasycznego algorytmu transportowego.

Krok 2. (a) Wyznaczy¢ t* := max{t;; : xfj >0,i=1,2,...m,j = 1,2,...,n} — najdtuzszy czas

dla dodatnich transportéw towaru (wystarczy wzia¢ pod uwage dodatnie elementy
rozwigzania bazowego, gdyz dla rozwigzania bazowego wspoirzedne niebazowe sg
zerami).

(b) Utworzy¢ macierz R* o elementach

0 jeslity <t
rho=1¢ 1 jedlity =t
M jesli tij>tk,

1=1,2,...m,5 =1,2,...,n, gdzie M > m + n jest dowolng stala.

(c) Przeprowadzi¢ pojedyncza iteracje algorytmu transportowego 1.3.9 przyjmujac c;; =
rfj, 1=1,2,...om,5=1,2,....n:
i. Dla danego dopuszczalnego rozwigzania bazowego X* = [:Uf]]mxn i dla macierzy
kosztéw RF, wyznaczyé odpowiadajace mu zmienne dualne u® := (u¥, ub, ..., uk )
i o= (0k 0k, k)
- 1 9 27 . .

ii. Wyznaczy¢ ujemne koszty zredukowane ffj = rfj —uk — vf, 1=1,2,...,m,j] =
1,2,...,n. Jesli 7 > 0,0 =1,2,..,m,j = 1,2,....,n, to X* jest rozwigzaniem
optymalnym zadania (1.9) i algorytm koficzy swoje dziatanie.

iii. W przeciwnym przypadku (ff] < 0 dla pewnych i = 1,2,....m,j = 1,2,....n)

wyznaczy¢ zmienng wprowadzang do bazy, petle bazowa i zmienng usuwang z

bazy.
iv. Zgodnie z regulami algorytmu transportowego wyznaczy¢ nowe dopuszczalne
rozwigzanie bazowe X* = [z, ., polozy¢ k := k + 1 i przejs¢ do kroku

2(a).

Dowdd skoniczonej zbieznoSci Algorytmu 1.4.1 do rozwiazania zadania (1.8) mozna znalezé
w pracy [Szw66].

Na marginesie zauwazmy, ze wielko$¢ M w algorytmie 1.4.1 moze by¢ dowolng stata wigksza
niz dlugos¢ najdiuzszej petli bazowej. Mozna pokazac, ze wéwczas ujemne koszty zredukowane
Ffj = rfj —uk — vf wyznaczane w kroku 2(c) algorytmu beda dodatnie dla dowolnej zmiennej
niebazowej x;;, dla ktérej t;; > t* (wystarczy w tym celu postuzy¢ sie¢ rozumowaniem podobnym
do uzytego w dowodzie twierdzenia 1.3.7. W konsekwencji taka zmienna nie bedzie wprowad-
zona do bazy. Po tej obserwacji skonczong zbiezno$¢ mozna w skrécie uzasadni¢ rowniez tym,
ze w kazdej iteracji wyznaczane jest rozwigzanie bazowe, ktérych to rozwigzan jest skonczenie
wiele. Podobnie jak w przypadku algorytmu sympleksowego, przy zalozeniu braku degeneracji,
w kazdej iteracji warto$¢ funkeji celu zmniejsza si¢ (do bazy wprowadzana jest zmienna x;,
dla ktérej ¢;; < t*. Prowadzi to do tego, ze w kolejnych iteracjach najdhuzszy czas transportu
dla rozwigzania bazowego ulega skroceniu. Zatem po wykonaniu skoficzonej liczby iteracji
otrzymamy rozwiazanie bazowe, dla ktérego wszystkie ujemne koszty zredukowane beda nieu-
jemne. Takie rozwigzanie w powigzaniu z warunkami wystarczajacymi minimalizacji wypuklej
jest rozwigzaniem optymalnym zadania (1.9).
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Przyklad 1.4.2 Dana jest macierz jednostkowych czaséw transportu towaru

T =

o = =
W = ©
(&1 BN NINTAN
N 3 W

wektor zapaséw magazynowych a = (10, 15, 25), wektor zapotrzebowan sklepéw b = (5, 10, 20, 15).
Wyznaczymy:

(a) plan transportowy minimalizujacy taczny czas transportu, czyli plan bedacy rozwigzaniem
zadania (1.8);

(b) plan transportowy X minimalizujacy najdtuzszy jednostkowy czas transportu, czyli plan
bedacy rozwiazaniem zadania (1.9).

W ponizszej tablicy transportowej wyznaczyliSmy bazowe rozwigzanie dopuszczalne metoda
najmniejszego elementu macierzy kosztow, zmienne dualne i ujemne koszty zredukowane.

u” 1 1 4 1

0 15 910 45 32 10

2 41 110 65 74 15

1 86 33 510215 25
5 10 20 15 b“

Widzimy, ze wszystkie ujemne koszty zredukowane sg nieujemne, zatem tablica ta przedstawia
rozwigzanie optymalne
5 5
X’ = 10 5
10 15

zadania (1.8) z macierza kosztéw T'. Na marginesie zauwazmy, ze najkrétszy laczny czas trans-
portu wynosi z* = 145. ZrealizowaliSmy wiec krok 1. algorytmu transportowego z kryterium
czasu. Najdhuzszy czas transportu dla dodatnich przeptywéw wyznaczony w kroku 2(a) wynosi
t® = 6. Przyjmijmy M = 10. Nastepnie w kroku 2(b) wyznaczamy macierz R’:

0 10 0 0
RR=]10 0 1 10
100 0 0 0

Nastepnie, w kroku 2(c) przeprowadzamy pojedynczg iteracje algorytmu transportowego 1.3.9
dla macierzy kosztéw R°. Ponizsza tabela przedstawia wyniki tej iteracji: dla danego do-



24 Rozdziat 1. Zadanie transportowe

puszczalnego rozwigzania bazowego wyznaczyliSmy zmienne dualne i ujemne koszty zredukowane:

. v 0 —1 0 0
0 " 5 . 11 " 5 " 0 10
: 0 By 0 N 1 ] 10 s
0 " 10 ' 1 " 10 | 15 | %
5 10 20 15 ) “

Poniewaz najmniejszy ujemny koszt zredukowany 79, jest ujemny, wigc wprowadzamy do bazy
zmienng x91, tworzymy petle bazowa, usuwamy z bazy zmienng x,3 i wyznaczamy nowe do-
puszczalne rozwigzanie bazowe

10 15

Przy okazji zauwazamy, ze jest ono zdegenerowane (jedna ze zmiennych bazowych jest réwna
0). Nastepnie zwigkszamy k o 1 (czyli & = 1) i przechodzimy do kroku 2(a). Dla dopuszczalnego
rozwigzania bazowego X' wyznaczamy t!' = 5, tworzymy macierz kosztéw

0 10 0 0
R'=| 0 0 10 10
10 0 1 0

i ponownie przeprowadzamy pojedyncza iteracje algorytmu transportowego 1.3.9 dla macierzy
kosztéw R!'. Ponizsza tabela przedstawia wyniki tej iteracji: dla danego dopuszczalnego
rozwigzania bazowego wyznaczyliSmy zmienne dualne i ujemne koszty zredukowane:

Poniewaz najmniejszy ujemny koszt zredukowany 71, jest ujemny, wiec wprowadzamy do bazy
zmienng sz, tworzymy petle bazowa, usuwamy z bazy zmienng xi; i wyznaczamy nowe do-

. Y 0 0 0 ~1
0 " 0 " 10 ' 10 ’ 1 10
0 " 5 " 10 " 10 v 11 15
1 . 9 " ~1 : 10 " 15 25
5 10 20 15 , “

puszczalne rozwiagzanie bazowe

X? =

5 10
0

10

10 15
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Zauwazmy przy okazji, ze rézni sie ono od X! jedynie tym, ze zmienna x3, jest teraz zmienng,
bazows, a zmienna x1; jest zmienng niebazowa, natomiast przeptywy sa dla obu planéw trans-
portowych identyczne. Jest to spowodowane degeneracja rozwigzania bazowego X!. Nastepnie
zwigkszamy k o 1 (teraz k = 2) i przechodzimy do kroku 2(a). Dla dopuszczalnego rozwiazania
bazowego X? wyznaczamy t?> = 5, tworzymy macierz kosztéw

0 10 0 0
RP=110 0 10 10
10 0 1 0

Nastepnie, w kroku 2(c) przeprowadzamy pojedynczg iteracje algorytmu transportowego 1.3.9
dla macierzy kosztéw R?. Ponizsza tabela przedstawia wyniki tej iteracji: dla danego do-
puszczalnego rozwiagzania bazowego wyznaczyliSmy zmienne dualne i ujemne koszty zredukowane:

v ~1 —1 0 —1

0 10 0 0

1 11 10 1 10
0 0 10 10

5 10 9 10 15
10 0 1 0

10 0 10 15 25

5 10 20 15 b “

>0,i=1,2,...m,5 = 1,2,...,n, to X? jest rozwigzaniem optymalnym zada-

nia (1.9) i algorytm konczy swoje dziatanie. Optymalna warto$¢ funkcji celu (najkrétszy czas
transportu) wynosi t? = 5. Zwréémy uwage na to, ze dla rozwigzania optymalnego X° zadania
(1.9), czyli minimalizujacego taczny czas transportu, najkrétszy czas transportu wynosi 6, czyli
X0 nie jest rozwigzaniem optymalnym zadania (1.9). Réwniez X2 nie jest rozwiazaniem opty-
malnym zadania (1.8), poniewaz dla X? laczny czas transportu wynosi z = 150 > 145 = z*.
Oznacza to, ze oba zadania (1.8) i (1.9) moga mie¢ rézne rozwigzania optymalne.
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1.5 Zagadnienie przydzialu

Rzopocznijmy od nastepujaecgo przykladu

Przyklad 1.5.1 W pewnym zakladzie pracy czterem pracownikom Py, P, P35, Py nalezy przy-
dzieli¢ cztery czynnosci C4,Cs, C3,Cy. Na podstawie testéw ustalono koszty wykonywania
poszczegblnych czynnosci przez poszczegélnych pracownikéw. Wyniki podane sa w nastepu-
jacej tabeli

[ & & & G
P |5 |4 |5 |3
P4 [6 |3 |3
P ll6 |7 |4 |4
P[5 |8 |5 |4

Zadanie polega na przydzieleniu czynnosci poszczegélnym pracownikom tak aby taczny koszt
takiego przydzialu byt jak najmniejszy. Przydziatu nalezy dokonac tak, aby kazdemu pracown-
ikowi przydzielono dokladnie jedna czynnos¢ i kazda czynnoS¢ byla przydzielona dokladnie
jednemu pracownikowi.

Mozemy teraz przejs¢ do ogélnej definicji zagadnienia przydzialu (ang. assignment problem)
Nalezy obsadzi¢ n stanowisk roboczych przez n oséb (pracownikéw). Znane sa efekty pracy
i-tego pracownika na j-tym stanowisku. Efekty te wyrazone sa za pomoca macierzy kosztéw
C = [cijlnxn, gdzie ¢;; oznacza koszt przydzielenia i-temu pracownikowi j-tej czynnosci, i, j, =
1,2,...,n. W przyktadzie 1.5.1 mamy

Tt O Ot
00 1 O
TR o
O W W

Alternatywnie za ¢;; zamiast kosztu mozna przyjac czas wykonywania j-tej czynnoSci przez
1-tego pracownika, ¢, j = 1,2, ...,n. Przydzialu nalezy dokonac tak, aby taczny koszt przydziatu
byl minimalny, przy czym kazdemu pracownikowi nalezy przydzieli¢ doktadnie jedng czynnosc
i kazdag czynnos¢ nalezy przydzielic doktadnie jednemu pracownikowi. Zanim przejdziemy do
przedstawienia modelu matematycznego tego zadania wréémy do przyktadu 1.5.1.

Przykiad 1.5.2 W przyktadzie 1.5.1 istnieje tacznie 4! = 24 mozliwoéci przydzialu. Teorety-
cznie mozna wiec policzy¢ taczne koszty dla kazdego sposréd 24 przydzialow i wybrac¢ najlepszy
z nich. Jest to jednak obliczeniowo bardzo pracochlonne. Ztozonos¢ obliczeniowa takiego pode-
jScia bylaby wykladnicza.

Oznaczajac

- 1 gdy i-temu pracownikowi przydzielono j-tg czynno$c
Y1 0 w przeciwnym przypadku

i,j =1,2,3,4, z warunkéw zadania wynika, ze X = [7;j]ax4 jest rozwigzaniem dopuszczalnym
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wtedy i tylko wtedy, gdy =z;; € {0,1}, 4,5 = 1,2,3,4, oraz

T+ x2+ri3 w4 =1
To1 + Xgg + Loz + Loy = 1
31+ T32 + w33+ X34 =1
Ty + Ta2 + 243 + 244 =1
Ty + To1 + w3 + x4 =1
Tig + Top + T30 + Ty = 1
T13+ To3 + w33 + w43 = 1
11714+1724+CL’34+J]44 =1

Pierwsze cztery z tych réwnoSci oznaczaja, ze kazdemu pracownikowi przydzielono doklad-
nie jedng z czterech czynnosci. Pozostale cztery réwnosci oznaczaja, ze kazda z 4 czynnoSci
zostala przydzielona dokladnie jednemu pracownikowi. Laczny koszt przydzialu ma postac
Zle 2?21 CijTij, gdzie ¢;; jest kosztem przydziatu j-tej czynnoSci i-temu pracownikowi. Widz-
imy wiec, ze opisywany problem jest szczegdlnym przypadkiem zadania transportowego z
macierza kosztéw C' i z jednostkowymi zapasami magazynéw i jednostkowymi zapotrzebowa-
niami sklepéw. Zadanie to mozemy wiec rozwigzat¢ za pomocg algorytmu transportowego.
Poczatkowe bazowe rozwigzanie dopuszczalne otrzymane metods kata poéinocno-zachodniego
ma postac

|GG |C[C]
P11 ]0
Py 1 10
Py 1 10
P4 1

i koszt przydzialu wynosi 19. Zauwazmy, ze jest to rozwigzanie zdegenerowane, co ma zwykle
miejsce dla zagadnienia przydzialu. Natomiast poczatkowe bazowe rozwigzanie dopuszczalne
otrzymane metoda minimalnego elementu macierzy kosztéw ma postac

L [CG[&[C d]
P, I
P, I
P, 1[0 |0
P |1 0

i koszt przydzialu wynosi 17. Sprawdzamy, czy to ostatnie jest rozwigzaniem optymalnym. W
tym celu zapiszmy to rozwiazanie lgcznie z macierzg kosztow w jednej tablicy

L e [¢&6  [¢6  [6 |
5 1 5 3
P
1
K 6 3 3
i
R 7 1 1
! (0] | [o]
oo 8 5 1
' 0]
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Zadanie dualne ma postac

maksymalizowaé 2= w4+ Y v
przy ograniczeniach u; +v; < ¢y, 0,7 € {1,2,3,4},

gdzie w;,v; oznaczaja zmienne dualne ,j = 1,2,3,4. Zmienne dualne odpowiadajace omaw-
ianemu poczatkowemu rozwigzaniu bazowemu wyznacza si¢ z ukladu réwnan

u1+v4:3
U2+03:3
U3+U2:7
U3+03:4
us +vy =4
U4+111:5
Uy +v4 =4

Rowiazaniem tego uktadu réwnan jest na przyklad u = (3,3,4,4),v = (1,3,0,0). Nastepnie
wyznaczamy ujemne koszty zredukowane ¢;; = ¢;; — u; — v; 1 wstawiamy je do tablicy

5 3
up =3 1 —2 2
1 6 3 3
uz =3 0 0 0
6 7 1 1
S o | [0
N 8 5 1
1= R R

Widzimy, ze rozwiazanie to nie jest optymalne, gdyz ¢12 < 0. Zatem zmienng x12 wprowadzamy
do bazy i tworzymy petle bazowa w celu wyznaczenia zmiennej usuwanej z bazy. Jest nig x4
lub 35 (obie wartoSci sa najmniejsze w cyklu L_). JeSli z bazy usuniemy z14, to nowa tablica
transportowa wraz z wpisanymi odpowiadajacymi jej zmiennymi dualnymi i ujemnymi kosztami
zredukowanymi bedzie miata postac

5 4
v =3 3 4 2
R 6 3 3
2 0 0 0
B 6 7 4 4
SRR o | [0
5 8 5 4

Poniewaz wszystkie ujemne koszty zredukowane odpowiadajace zmiennym niebazowym sa nieu-
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jemne, wiec tablica ta przedstawia rozwigzanie optymalne

o O O
o O O
O O = O
O = O O

czyli optymalny przydzial wyglada nastepujaco: P, < Cy, Py < C5,P3 «— C4, Py < (.
Minimalny laczny koszt przydziatu wynosi 4 + 3 +4 + 5 = 16. Poniewaz ostatnia tablica
przedstawia rozwigzanie zdegenerowane, istnieja inne przydzialy optymalne.

Oznaczmy [ := {1,2,...m}iJ :={1,2,...,n}. W ogélnym przypadku model matematyczny
zagadnienia przydzialu jest nastepujacy

minimalizowaé D et D1 CijTij

przy ograniczeniach Z?Zl vy =1li€l,
Yimrig=1,j €,
Ti; € {0,1},Z el,jeJ.

Lacznie istnieje n! mozliwosci przydzialu n czynnoSci n pracownikom. Teoretycznie mozna wiec
policzy¢ taczne koszty dla kazdego sposréd n! przydzialéw i wybraé najlepszy z nich. Jest to
jednak obliczeniowo bardzo pracochtonne (np 20! 22 2.4 % 10'8). Ztozonoé¢ obliczeniowa takiego
podejscia jest wyktadnicza. Jak zauwazyliSmy w przykladzie 1.5.2 zadanie to jest szczegol-
nym przypadkiem zadania transportowego i mozemy je rozwiaza¢ za pomocg algorytmu trans-
portowego. Z uwagi jednak na szczegdlng postac istnieje prostsza metoda rozwigzania zagad-
nienia przydzialu. Zanim przejdziemy do jej opisu poczynimy kilka uwag dotyczacych zadania
transportowego, w szczegdlnosci zagadnienia przydziahu.

Uwaga 1.5.3 Po wyznaczeniu bazowego rozwiazania dopuszczalnego X = [z;;], gdzie x;; dla
(i,j) € B C IxJ sazmiennymi bazowymi (jest ich 2n—1), az;; = 0 dla (¢, j) ¢ B i wyznaczeniu
zmiennych dualnych w;,v;,% € 1,5 € J, z ukladu 2n — 1 réwnan z 2n niewiadomymi

u; +v; = cij, (i, J) € B,
ujemne koszty zredukowane liczone sg wedtug wzoru

Eij = Cij — Uy — Uy, (’L,j) ¢ B.
Utwérzmy nows (pomocnicza) macierz kosztéw C' = [c};]nxn, gdzie ¢j; = ¢y + d; + ¢; dla
pewnych liczb d; i e;, i € I,j € J. Zauwazmy, ze dla tego nowego (pomocniczego) zagadnienia
X jest nadal rozwiazaniem bazowym. Ponadto wielkosci u; := w; +d; i v} :=v; +e5,i € 1,j €
J, sa odpowiadajacymi temu rozwiazaniu zmiennymi dualnymi (spetniajg one uklad réwnan
u;+v; = ci;, (i, j) € B), oraz pozostale ujemne koszty zredukowane ¢;; := ¢, —u;—v3, (4,7) ¢ B,
nie zmienig si¢, poniewaz
5;]- IIC;J-—U;—U; :cij—l—di—i—ej—(ui—l—di)—(vj—i—ej) :cij—ui—vj :Cij7

1 € I,j € J. Zgodnie z twierdzeniem o komplementarnosci dla zadania transportowego,
rozwiazanie dopuszczalne X jest rozwigzaniem optymalnym wtedy i tylko wtedy, gdy z;(c;; —
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u; —v;) = 0,4 € I,j € J. Zatem modyfikujac w powyzszy sposob macierz kosztéw (zastepu-
jac macierz C przez macierz C') warunki konieczne i wystarczajace optymalnoéci nie zmienig
sie (X jest rozwigzaniem optymalnym dla macierzy kosztéw C' wtedy i tylko wtedy, gdy X
jest rozwiazaniem optymalnym dla zmodyfikowanej macierzy kosztéw C”). Okazuje sie, ze w
przypadku zagadnienia przydziatu taka modyfikacja moze prowadzi¢ do zadania prostszego do
rozwiazania. Oznaczmy d; = —minje;c;; (—d; jest najmniejszym elementem w i-tym wier-
szu macierzy kosztéw C, i € I) i utwérzmy macierz C' = [c;]nxn gdzie ¢; = ¢ +d; (w
poszczegdlnych wierszach macierzy C kazdy element pomniejszamy o element najmniejszy w
danym wierszu). Dalej oznaczmy e; = —min;e; ¢}; (—e; jest najmniejszym elementem w j-tej
kolumnie zmodyfikowanej macierzy kosztéw C’, i € I) i utwérzmy macierz C” = [¢f;],xn gdzie
ci; = ¢;;+e; (w poszczegdlnych kolumnach macierzy C' kazdy element pomniejszamy o element
najmniejszy w danej kolumnie). Zgodnie z poprzednimi rozwazaniami zadanie transportowe ze
zmodyfikowang macierza C” prowadzi do tych samych rozwiazan optymalnych. Oba zadania
sg wiec sobie réwnowazne. Zmienia sie jedynie warto$¢ optymalna, ale dla wyjsciowego zadania
dla danego rozwigzania optymalnego X mozna ja wyznaczy¢ postugujac sie wyjsciowa macierza
kosztow C'. W zmodyfikowanej macierzy kosztéw C” pojawi sie natomiast co najmniej n zer
(co najmniej po jednym w kazdej kolumnie).

Przyklad 1.5.4 Zastosujemy uwage 1.5.3 do zadania przydzialu opisanego w przykladzie
1.5.1. Macierze C, C" i C" maja postac

5 4 5 3 2 1 20 1020
|46 3 3 , |13 00 , o200
=16 744 2300 “ 0200
5 8 5 4 1 410 0310

Dla kazdej z tych macierzy kosztéw zadania przydzialu sg sobie réwnowazne. Ponadto dowolna
macierz permutacji P, jest rozwigzaniem dopuszczalnym zagadnienia przydzialu. W omaw-
ianym przykladzie widzimy, ze w rozwigzaniu dopuszczalnym

_ o O O
o O O =
o = O O
o O = O

(bedacym macierzg permutacji) wszystkie pozycje jedynek sa zgodne z niektérymi pozycjami zer
w macierzy C”. Oznacza to, ze X jest rozwigzaniem optymalnym (dla macierzy C” taczny koszt
wynosi 0, a wiec jest minimalny). Dla wyjSciowego zadania X jest wiec réwniez rozwigzaniem
optymalnym i minimalny taczny koszt przydzialu wynosi 4 + 3 +4 + 5 = 16. Ten przykiad jest
jednak szczegdlny, bowiem w przykladzie tym z odmiu pozycji dla zer w macierzy C” mozna
wybra¢ cztery takie, ktére daja macierz permutacji. Ogélnie tak nie musi by¢.

Przyklad 1.5.5 Rozwazmy zadanie przydzialu z macierza kosztéw

82 83 69 92
77 37 49 92
11 69 5 86
8 9 98 23

C:
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Macierze C' i C” powstale z macierzy C przez odjecie kolejno od kazdego elementu najm-
niejszego elementu w danym wierszu, a nastepnie od kazdego elementu najmniejszego elementu
w danej kolumnie majg postac

13 14 0 23 13 14 0 8

o — 40 0 12 55 o — 40 0 12 40
| 6 64 0 81 |’ | 6 64 0 66

0 1 90 15 0 0 90 0

W macierzy C” z szeSciu pozycji dla zer nie da sie wybraé czterech takich, ktére daltyby macierz
permutacji.

Uwaga 1.5.6 Zauwazmy, ze macierz kwadratowa n x n zawierajaca co najmniej n zer ma
szczegblng wlasnosc: z pozycji zer w tej macierzy da si¢ wybra¢ n takich, ktére daja macierz
permutacji wtedy i tylko wtedy, gdy najmniejsza liczba poziomych lub pionowych wierszy
zawierajacych zera wynosi dokladnie n. Tak jest dla macierzy C” z przyktadu 1.5.4, ale nie
dla macierzy C” z przykladu 1.5.5. W takim przypadku mozna jednak dalej modyfikowaé
macierz C” (powigkszajac w niej liczbe zer) tak aby doprowadzi¢ do sytuacji gdy najmniejsza
liczba poziomych lub pionowych wierszy zawierajacych zera wynosi doktadnie n. W ponizszym
przykladzie opiszemy taka modyfikacje.

Przyklad 1.5.7 Wréémy do macierzy C” z przykladu 1.5.5, dla ktérej najmniejsza liczba
poziomych lub pionowych wierszy zawierajacych zera wynosi 3. Sg to wiersze drugi i czwarty
oraz kolumna trzecia, zaznaczone w ponizszej macierzy na czerwono:

13 14 0 8
40 0 12 40
6 64 0 66

0 0 9 0

Kolumna ta krzyzuje si¢ z obydwoma wierszami w pozycjach (2, 3) i (4, 3). Sposéréd pozostatych
elementéw zaznaczonych na czarno wybieramy najmniejszy element. Jest nim 6 na pozycji
(3,1). Odejmujemy ja od wszystkich pozycji zaznaczonych na czarno i dodajemy ja do ele-
mentéw znajdujacych sie w miejscach przecigcia czerwonych wierszy i kolumn. Otrzymujemy
macierz

7 8 0 2
cm_ |40 0 12 40
0 58 0 60
0 0 96 0

z jednym zerem wiecej niz w macierzy C”. W kolejnej uwadze wyjaénimy, dlaczego zagadnienie
przydzialu z macierza kosztéw C” jest réwnowazne wyjéciowemu zagadnieniu. Natomiast juz
teraz widzimy, ze macierz C" ma juz korzystng wlasno$é: cztery z siedmiu zer jest w pozycji
dajacej macierz permutacji.

1

1

Macierz ta przedstawia przydzial oprymalny, za$ koszt tego przydzialu dla macierzy kosztéw C'
wynosi 69 + 37 4 11 + 23 = 140.
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Uwaga 1.5.8 Rozwazmy zagadnienie przydzialu z n pracownikami i n czynno$ciami, z macierza
kosztéw C' = [¢;j]nxn,W ktorej liczba zer wynosi co najmniej n (da sie tak zrobi¢ po ewentualne;
modyfikacji, patrz uwaga 1.5.3), za$ najmniejsza liczba poziomych lub pionowych wierszy zaw-
ierajacych zera jest mniejsza niz n. Majac dane bazowe rozwiazanie dopuszczalne (jakakolwiek
macierz permutacji) mozemy wyznaczy¢ zmienne dualne u;, v;, 4,5 € J, i ujemne koszty zre-
dukowane ¢;; = ¢;; —u; —vj, 1, j € J, oraz sprawdzi¢, czy rozwigzanie jest optymalne tak, jak sie
to robilo dla zadania transportowego. Zmodyfikujmy teraz macierz kosztéw i zmienne dualne w
nastepujacy sposéb. Wyznaczmy najmniejszg liczbe wierszy badz kolumn macierzy C' zawiera-
jacych zera. Te wiersze i kolumny nazwijmy "czerwone" oraz elementy w tych wierszach badz
kolumnach nazwijmy réwniez "czerwone", natomiast pozostale elementy nazwijmy "czarne'.
Spoéréd wszystkich czarnych elementéw wybierzmy element najmniejszy, réwny d, i odejmijmy
go od wszystkich czarnych elementéw oraz dodajmy go do czerwonych elementéw nalezacych
jednocze$nie do czerwonych wierszy i czerwonych kolumn (czyli lezacych w miejscach, gdzie
krzyzuja sie czerwone wiersze i czerwone kolumny). Tak zmodyfikowana macierz kosztéw oz-
naczmy symbolem C’. Zauwazmy, ze w w macierzy tej jest co najmniej jedno zero wiecej niz
w macierzy C' (np. w pozycji gdzie znajdowal si¢ minimalny czarny element). Zmodyfikujmy
teraz zmienne dualne: dla wierszy czarnych u} := u; — d a dla wierszy czerwonych w, = u;. Dla
kolumn czarnych v; = v; a dla kolumn czerwonych v; = v; 4+ d. Nietrudno zauwazy¢, ze dla
otrzymanych w ten sposéb zmodyfikowanych zmiennych dualnych ujemne kosztu zredukowane
nie zmienig si¢ w stosunku do wyjsciowych kosztéw c,,. 1 wyjéciowych zmiennych dualnych
Up, Vyr, P, € J. W tym celu mozna postuzy¢ si¢ ponizszg zmodyfikowang tabelg kosztow, w
ktoérej wprowadzono zmodyfikowane koszty i zmodyfikowane zmienne dualne. Dla uproszczenia
wprowadzono tylko jeden wiersz czerwony i tylko jedng kolumne czerwona.
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Oznacza to, ze zadanie ze zmodyfikowang w ten sposéb macierzg kosztow C’ jest réwnowazne
wyjSciowemu zadaniu. Poniewaz po tej modyfikacji liczba zer w macierzy kosztéow zwiekszy
sie 0 co najmniej jedno (np. w pozycji, gdzie znajdowal si¢ minimalny czarny element), wiec
powtarzajac te procedure modyfikacji co najwyzej n(n — 1) razy otrzymamy macierz kosztow z
zerami znajdujacymi sie w pozycjach dajacych macierz permutacji. Dla tej macierzy permutacji
i dla zmodyfikowanej macierzy kosztéw laczny koszt wyniesie 0, a wigc ta macierz permutacji
bedzie rozwigzaniem optymalnym. Minimalny taczny koszt dla wyjSciowego zadania otrzymamy
stosujac wyjsciowa macierz kosztow.

Opisana w uwagach 1.5.3-1.5.8 procedura nosi nazwe metody wegierskiej dla rozwigzania
zagadnienia przydzialu. Nazwa pochodzi od matematykéw wegierskich Dénesa Koniga i Jend
Egervary’ego, ktérych opracowali t¢ metode w I potowie XX wieku. Praca Egerviary’ego w
jezyku wegierskim z 1931 roku zostala przettumaczona na angielski i rozwinieta przez Haralda
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Kuhna w 1955 roku. Stosunkowo niedawno, bo w roku 2006 odkryto, ze problem przydziatu
rozwigzal juz w XIX wieku Carl Gustav Jacobi, ktéry opublikowal wyniki w roku 1890.



