
ROZDZIA× 1

Zadanie transportowe

·Zadna inna nauka nie umacnia tak wiary w si÷ ¾e ludzkiego ducha, jak matematyka.

[H. Steinhaus]

1.1. Podstawowe poj ¾ecia

1.1.1. Zbilansowane zadanie transportowe

Dla okréslonego towaru dana jest siéc m magazynów (lub dostawców)
A1,...,Am i n sklepów (lub odbiorców) B1,...,Bn. Zapas magazynu (lub poda·z dostawcy) Ai
wynosi ai jednostek towaru, i = 1; :::;m. Sklep (lub odbiorca) Bj potrzebuje bj jednostek
towaru, j = 1; :::; n. Zak÷adamy, ·ze

mX

i=1

ai =
nX

j=1

bj (1.1)

(÷ ¾aczna poda·z jest równa ÷ ¾acznemu popytowi). Koszty transportu jednostki towaru z magazynu
Ai do sklepu Bj wynosz ¾a cij jednostek pieni ¾e·znych, i = 1; :::;m, j = 1; :::; n. Nale·zy okréslíc
plan transportowy o minimalnych kosztach zaspokajaj ¾acy zapotrzebowania wszystkich sklepów
(czyli, przy podanym za÷o·zeniu, wyczerpuj ¾acy ÷ ¾aczne zapasy magazynów).
Oznaczaj ¾ac przez xij ilóśc towaru transportowanego z magazynu Ai do sklepu Bj, i =

1; :::;m, j = 1; :::; n, powy·zsze zagadnienie mo·zna zapisác
w nast ¾epuj ¾acej formie:

minimalizowác
Pm

i=1

Pn

j=1 cijxij
przy ograniczeniach

Pn

j=1 xij = ai; i = 1; :::;m;Pm

i=1 xij = bj; j = 1; :::; n;
xij � 0; i = 1; :::;m; j = 1; :::; n:

(1.2)

Zadanie (1.2) nazywa si ¾e zbilansowanym zadaniem transportowym. Macierz

C =

2

4
c11 ::: c1n
::: ::: :::
cm1 ::: cmn

3

5

nazywa si ¾e macierz ¾a jednostkowych kosztów transportowych lub krótko macierz ¾a kosztów, zás

3
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macierz

X =

2

4
x11 ::: x1n
::: ::: :::
xm1 ::: xmn

3

5

� macierz ¾a zmiennych decyzyjnych lub planem transportowym.

1.1.2. Niezbilansowane zadanie transportowe

Z praktycznego punktu widzenia za÷o·zenie

mX

i=1

ai =
nX

j=1

bj

wydaje si ¾e za mocne. Jésli nie jest ono spe÷nione, to po odpowiedniej mody�kacji ograniczeń
otrzymamy niezbilansowane zadanie transportowe. Jésli zachodzi nierównóśc

mX

i=1

ai >
nX

j=1

bj

(poda·z jest wi ¾eksza od popytu), to niezbilansowane zadanie transportowe przybiera postác

minimalizowác
Pm

i=1

Pn

j=1 cijxij
przy ograniczeniach

Pn

j=1 xij � ai; i = 1; :::;m;Pm

i=1 xij = bj; j = 1; :::; n;
xij � 0; i = 1; :::;m; j = 1; :::; n:

Nowe ograniczenia oznaczaj ¾a, ·ze nie wszystkie zapasy magazynów zostan ¾a wyczerpane (nie
ca÷a poda·z dostawców znajdzie nabywc¾e). W tym przypadku zadanie to mo·zna sprowadzíc
do zbilansowanego zadania transportowego wprowadzaj ¾ac �kcyjny sklep (�kcyjnego odbiorc ¾e)
Bn+1 z zapotrzebowaniem (popytem)

bn+1 =

mX

i=1

ai �
nX

j=1

bj

i zerowymi kosztami transportowymi z dowolnego magazynu (od dowolnego dostawcy):

ci;n+1 = 0; i = 1; :::;m:

Jésli natomiast zachodzi nierównóśc

mX

i=1

ai <
nX

j=1

bj;

(poda·z jest mniejsza od popytu), to niezbilansowane zadanie transportowe przybiera postác

minimalizowác
Pm

i=1

Pn

j=1 cijxij
przy ograniczeniach

Pn

j=1 xij = ai; i = 1; :::;mPm

i=1 xij � bj; j = 1; :::; n
xij � 0; i = 1; :::;m; j = 1; :::; n:
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Nowe ograniczenia oznaczaj ¾a, ·ze zapotrzebowanie (popyt) nie wszystkich sklepów (odbiorców)
zostanie zaspokojone. W tym przypadku zadanie to mo·zna sprowadzíc do zbilansowanego
zadania transportowego wprowadzaj ¾ac �kcyjny magazyn (�kcyjnego dostawc¾e) Am+1 z zapasem
(poda·z ¾a)

am+1 =
nX

j=1

bj �
mX

i=1

ai

i zerowymi kosztami transportowymi do dowolnego sklepu (odbiorcy):

cm+1;j = 0; j = 1; :::;m:

W dalszej cz ¾ésci b ¾edziemy rozpatrywác wy÷ ¾acznie zbilansowane zadanie transportowe, gdy·z
� jak zauwa·zylísmy � nie prowadzi to do ograniczenia ogólnósci rozwa·zań.

1.1.3. Macierz transportowa

Zbilansowane zadanie transportowe ma nast ¾epuj ¾ac ¾a postác macierzow ¾a

minimalizowác c>x

przy ograniczeniach Ax =

�
a
b

�

x � 0;

gdzie c = (c11; :::; c1n; :::; cm1; :::; cmn); x = (x11; :::; x1n; :::; xm1; :::; xmn)
>; a = (a1; :::; am); b =

(b1; :::; bn) zás macierz A ma postác

A =

2

6666666666
4

1 1 ::: 1 0 0 ::: 0 ::: 0 0 0 0
0 0 ::: 0 1 1 ::: 1 ::: 0 0 0 0
::: ::: ::: ::: ::: ::: ::: ::: ::: ::: ::: ::: :::
0 0 ::: 0 0 0 ::: 0 ::: 1 1 ::: 1
1 0 ::: 0 1 0 ::: 0 ::: 1 0 ::: 0
0 1 ::: 0 0 1 ::: 0 ::: 0 1 ::: 0
::: ::: ::: ::: ::: ::: ::: ::: ::: ::: ::: ::: :::
0 0 ::: 1 0 0 ::: 1 ::: 0 0 0 1

3

7777777777
5

lub w zapisie blokowym

A =

2

6666
4

e> 0 ::: 0
0 e> ::: 0
::: ::: ::: :::
0 0 ::: e>

In In ::: In

3

7777
5
;

gdzie e = (1; :::; 1) 2 R
n; zás In jest macierz ¾a jednostkow ¾a typu n � n. Macierz A typu

(m+ n)� (mn) nazywa si ¾e macierz ¾a transportow ¾a.
Oznaczmy przez Ai i-ty wiersz macierzy A, i = 1; :::;m+n; i przez Aij - jej ((i�1)n+ j)-t ¾a

kolumn¾e; i = 1; :::;m; j = 1; :::; n (kolumna ta odpowiada zmiennej xij).

Twierdzenie 1.1.1. Macierz transportowa A ma rz ¾ad r(A) = m+ n� 1:
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Dowód. Zachodzi oczywista równóśc

mX

i=1

Ai =
m+nX

i=m+1

Ai.

Wiersze macierzy A s ¾a wi ¾ec liniowo zale·zne, w konsekwencji
r(A) < m+n. Ponadto macierz ta zawieram+n�1 liniowo niezale·znych kolumnA1n; A2n;:::; Amn;
A11; A12; :::; A1;n�1, poniewa·z w macierzy utworzonej z tych kolumn:

[A1n; A2n;:::; Amn; A11; A12; :::; A1;n�1] =

2

666666666666
4

1 0 ::: 0
0 1 ::: 0
::: ::: ::: :::
0 0 ::: 1
0 0 ::: 0
0 0 ::: 0
::: ::: ::: :::
0 0 0 0
1 1 ::: 1

1 1 ::: 1
0 0 ::: 0
::: ::: ::: :::
0 0 ::: 0
1 0 ::: 0
0 1 ::: 0
::: ::: ::: :::
0 0 ::: 1
0 0 ::: 0

3

777777777777
5

pierwsze m + n � 1 wierszy jest liniowo niezale·znych (macierz utworzona z ostatniej macierzy
przez skréslenie ostatniego wiersza ma postác

AB =

�
Im R
0 In�1

�
;

w konsekwencji jest ona nieosobliwa) jako macierz trójk ¾atna o niezerowych elementach na
g÷ównej przek ¾atnej. �

Macierz t ¾e nieprzypadkowo oznaczylísmy symbolem AB. Oznaczaj ¾ac bowiem macierz ut-
worzon ¾a z pozosta÷ych kolumn macierzy A po usuni ¾eciu z niej ostatniego wiersza symbolem AN

mo·zemy uk÷ad Ax =

�
a
b

�
zapisác w postaci

[AB; AN ]

�
xB
xN

�
=

�
a
b�

�
;

b� jest wektorem pierwszych n � 1 wspó÷rz ¾ednych wektora b (skoro usun¾elísmy ostatni wiersz
macierzy A; to powinnísmy usun ¾ac równie·z ostatni ¾a wspó÷rz ¾edn ¾a wektora b). Wektor x zapisu-

jemy w postaci x =

�
xB
xN

�
, przy czym xB (zmienne bazowe) odpowiadaj ¾a indeksom kolumn

macierzy A, z których utworzylísmy macierz AB, a xN (zmienne niebazowe) odpowiadaj ¾a in-

deksom pozosta÷ych kolumn macierzy A. Przyjmuj ¾ac xN = 0 i xB = A�1B

�
a
b�

�
otrzymamy

rozwi ¾azanie bazowe x. Maj ¾ac dane rozwi ¾azanie bazowe zadanie transportowe mo·zna teorety-
cznie rozwi ¾azác przy pomocy algorytmu sympleksowego. By÷oby to jednak zbyt pracoch÷onne
� zauwa·zmy, ·ze ju·z dla m = 20, n = 500 d÷uga forma tablicy sympleksowej ma m+n�1 = 519
wierszy i 10000 kolumn, natomiast liczba niezerowych elementów stanowi oko÷o 0; 4% wszyst-
kich elementów macierzy transportowej. Oznacza to, ·ze przy stosowaniu metody sympleksowej



1.1. Podstawowe poj ¾ecia 7

najcz ¾estszymi operacjami b ¾edzie mno·zenie przez zero lub dodawanie zera. Dzi ¾eki szczegól-
nej postaci macierzy transportowej A zadanie transportowe mo·zna rozwi ¾azác znacznie prósciej,
niemniej jednak g÷ówne etapy wyznaczania rozwi ¾azania s ¾a takie same, jak w metodzie symplek-
sowej: wyznaczenie bazowego rozwi ¾azania dopuszczalnego, a nast ¾epnie wyznaczenie bazowego
rozwi ¾azania optymalnego. Ponadto, jak si ¾e pó́zniej przekonamy, w drugim etapie b ¾edziemy
otrzymywác kolejno te same rozwi ¾azania bazowe co w drugiej fazie metody sympleksowej, ale
przy mniejszym nak÷adzie obliczeniowym.
Do opisu odpowiednich metod s÷u·z ¾acych rozwi ¾azywaniu zadania transportowego u·zywa si ¾e

tak zwanej tablicy transportowej, która ma nast ¾epuj ¾ac ¾a postác:

B1 B2 ::: Bn

A1 x11 x12 ::: x1n a1
A2 x21 x22 ::: x2n a2
::: ::: ::: ::: ::: :::
Am xm1 xm2 ::: xmn am

b1 b2 ::: bn

Tablica ta odpowiada rozwi ¾azaniu dopuszczalnemu zbilansowanego zadania transportowego
dok÷adnie wtedy, gdy wszystkie xij s ¾a nieujemne, ostatni element dowolnego wiersza (kolumny)
jest równy sumie poprzednich elementów tego wiersza (tej kolumny) i suma wszystkich elemen-
tów ostatniego wiersza równa jest sumie wszystkich elementów ostatniej kolumny.
Opiszemy teraz, kiedy tablica transportowa przedstawia rozwi ¾azanie bazowe. Niech I =

f1; :::;mg; J = f1; :::; ng; oraz K niech b ¾edzie podzbiorem zbioru I � J :

K � I � J = f(i; j) : i = 1; :::;m; j = 1; :::; ng:

Podzbiór fig�J nazywa si ¾e wierszem zbioru I�J , i = 1; :::;m, zás podzbiór I�fjg, � kolumn ¾a
zbioru I � J , j = 1; :::; n.
Zbiorowi K przyporz ¾adkowany jest wzajemnie jednoznacznie podzbiór AK zbioru kolumn

macierzy transportowej A:
AK = fAij : (i; j) 2 Kg:

De�nicja 1.1.2. Podzbiór K nazywa si ¾e cyklem, jésli w ka·zdym wierszu i w ka·zdej kolumnie
zbioru I � J znajduj ¾a si ¾e 0 lub 2 elementy zbioru K.

Przyk÷ad 1.1.3. Elementy podzbioru K � I � J zosta÷y w poni·zszej tablicy oznaczone sym-
bolem �.

InJ 1 2 3 4 5 6

1 � �
2
3 � �
4 � �
5
6 � �

Podzbiór K jest cyklem. Czytelnikowi pozostawiamy sprawdzenie, ·ze jésli � w i-tym wierszu i
w j-tej kolumnie oznacza niezerowy transport z magazynu i do sklepu j, to graf ilustruj ¾acy te
transporty jest cyklem.
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Twierdzenie 1.1.4. Uk÷ad kolumn AL macierzy transportowej A, gdzie L � I�J; jest liniowo
zale·zny wtedy i tylko wtedy, gdy podzbiór L � I � J zawiera pewien cykl K.

Dowód powy·zszego twierdzenia mo·zna znaléźc na przyk÷ad w ksi ¾a·zce W. Grabowskiego
[Gra80].

Uwaga 1.1.5. Dana jest tablica transportowa

B1 B2 ::: Bn

A1 x11 x12 ::: x1n a1
A2 x21 x22 ::: x2n a2
::: ::: ::: ::: ::: :::
Am xm1 xm2 ::: xmn am

b1 b2 ::: bn

;

która przedstawia rozwi ¾azanie dopuszczalne zadania transportowego. Zgodnie z twierdzeniami
1.1.1 i 1.1.4 rozwi ¾azanie to jest rozwi ¾azaniem bazowym dok÷adnie wtedy, gdy podzbiór

L = f(i; j) 2 I � J : xij 6= 0g

posiada co najwy·zej m + n � 1 elementów i nie zawiera cyklu. Jésli ponadto zbiór L posiada
dok÷adnie m+ n� 1 elementów, to rozwi ¾azanie to jest niezdegenerowane.

Przyk÷ad 1.1.6. a) Tablica transportowa

B1 B2 B3 B4

A1 6 4 10
A2 1 7 8
A3 1 6 7

6 5 8 6

przedstawia niezdegenerowane dopuszczalne rozwi ¾azanie bazowe (puste miejsca oznaczaj ¾a zera).
b) Tablica transportowa

B1 B2 B3 B4

A1 5 5 10
A2 8 8
A3 1 5 1 7

6 5 8 6

przedstawia rozwi ¾azanie dopuszczalne, które jednak nie jest rozwi ¾azaniem bazowym, bo zbiór L
odpowiadaj ¾acy niezerowym elementom planu transportowego zawiera cykl
K = f(1; 1); (1; 4); (3; 1); (3; 4)g.
c) Tablica transportowa

B1 B2 B3 B4

A1 5 5 10
A2 8 8
A3 1 0 6 7

6 5 8 6
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przedstawia dopuszczalne rozwi ¾azanie bazowe. Zmienna x33 jest zmienn ¾a bazow ¾a, ale poniewa·z
przyjmuje ona wartóśc zero, wi ¾ec rozwi ¾azanie przedstawione za pomoc ¾a tej tablicy jest zdegen-
erowane.

1.1.4. Dualne zadanie transportowe

Zadanie dualne do zbilansowanego zadania transportowego ma postác

maksymalizowác
Pm

i=1 aiui +
Pn

j=1 bjvj
przy ograniczeniach ui + vj � cij; i 2 I; j 2 J

ui; vj 2 R; i 2 I; j 2 J:
(1.3)

Istotnie. Zbilansowane zadanie transportowe mo·zemy zapisác w postaci standardowej

maksymalizowác �c>x

przy ograniczeniach �Ax = �

�
a
b

�

x � 0;

Wymiar wektora zmiennych dualnych y jest równy liczbie ograniczeń zadania pierwotnego,
a wi ¾ec y 2 R

m+n. Oznaczaj ¾ac wektor pierwszych m zmiennych dualnych symbolem u =
(u1; u2; :::; um), zás wektor pozosta÷ych n zmiennych dualnych symbolem v = (v1; v2; :::; vn)
mamy y = (u; v). Zadaniem dualnym do zadania transportowego jest wi ¾ec

minimalizowác �

�
a
b

�> �
u
v

�

przy ograniczeniach �AT
�
u
u

�
� �c,

(por. [Ceg02, równóśc (4.5)]), czyli

maksymalizowác aTu+ bTv

przy ograniczeniach AT
�
u
u

�
� c,

którego zapis rozwini ¾ety na wspó÷rz ¾edne ma postác (1.3).

Uwaga 1.1.7. Niech X b ¾edzie rozwi ¾azaniem dopuszczalnym zadania transportowego i niech
(u; v) b ¾edzie rozwi ¾azaniem dopuszczalnym dualnego zadania transportowego. Z twierdzenia o
komplementarnósci [Ceg02, twierdzenie 4.2.13] wynika, ·ze X i (u; v) s ¾a rozwi ¾azaniami optymal-
nymi odpowiednio zadania pierwotnego i dualnego wtedy i tylko wtedy, gdy

xij(cij � ui � vj) = 0 dla wszystkich (i; j) 2 I � J: (1.4)

Aby to sprawdzíc wystarczy przedstawíc twierdzenie o komplementarnósci dla zadania pro-
gramowania liniowego w postaci standardowej. W÷asnóśc ta oznacza, ·ze dla rozwi ¾azań do-
puszczalnych X i (u; v), jésli xij > 0, to ui + vj = cij, (i; j) 2 I � J . W÷asnóśc ta s÷u·zy
wyznaczeniu zmiennych dualnych i b ¾edzie pó́zniej wykorzystana przy wyznaczaniu rozwi ¾azania
optymalnego zadania transportowego.
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1.2. Wyznaczanie dopuszczalnego rozwi ¾azania bazowego

1.2.1. Opis ogólny

Opiszemy teraz, jak mo·zna otrzymác pocz ¾atkowe dopuszczalne rozwi ¾azanie bazowe dla zadania
transportowego (1.2).

Najpierw rozpatrzymy przypadki trywialne:

� m = 1

W tym przypadku I = f1g i wektor x = (x11; :::; x1n) o wspó÷rz ¾ednych

xij = bj; j = 1; :::; n; i 2 I; (1.5)

jest jedynym rozwi ¾azaniem dopuszczalnym zadania transportowego. Rozwi ¾azanie to jest
wi ¾ec jednoczésnie rozwi ¾azaniem optymalnym.

� n = 1

W tym przypadku J = f1g i wektor x = (x11; :::; xm1) o wspó÷rz ¾ednych

xij = ai; i = 1; :::;m; j 2 J; (1.6)

jest jedynym rozwi ¾azaniem dopuszczalnym zadania transportowego. Podobnie jak w
poprzednim przypadku, rozwi ¾azanie to jest jednoczésnie rozwi ¾azaniem optymalnym.

Opiszemy teraz ogóln ¾a postác metody wyznaczania pocz ¾atkowego dopuszczalnego rozwi ¾aza-
nia bazowego dla dowolnych m i n: Niech I = f1; :::;mg; J = f1; :::; ng i niech K = ;:
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Schemat iteracyjny 1.2.1

Krok 1.

� Jésli #J = 1, to:

1.1. po÷o·zýc K := K [ I � J ,

1.2. po÷o·zýc xij := ai ; (i; j) 2 I � J ,

1.3. algorytm zatrzymuje si ¾e: X jest dopuszczalnym rozwi ¾azaniem bazowym.

� Jésli #I = 1, to:

1.4. po÷o·zýc K := K [ I � J ,

1.5. po÷o·zýc xij := bj ; (i; j) 2 I � J;

1.6. algorytm zatrzymuje si ¾e: X jest dopuszczalnym rozwi ¾azaniem bazowym.

� Jésli minf#I;#Jg � 2; to:

1.7. wybrác par¾e (p; q) 2 I � J;

1.8. po÷o·zýc K := K [ f(p; q)g;

1.9. po÷o·zýc xpq := minfap; bqg:

Krok 2.

� Jésli ap < bq; to:

2.1. po÷o·zýc bq := bq � ap i ap := 0;

2.2. po÷o·zýc I := I n fpg ( p-ty dostawca zostaje wyeliminowany).

� Jésli ap � bq; to:

2.3. po÷o·zýc ap := ap � bq i bq := 0;

2.4. po÷o·zýc J := J n fqg (q-ty odbiorca zostaje wyeliminowany).

� Ze zredukowanym zadaniem transportowym przej́śc do kroku 1.

Twierdzenie 1.2.2. Opisana w powy·zszym schemacie iteracyjnym metoda pozwala na wyz-

naczenie dopuszczalnego rozwi ¾azania bazowego X w co najwy·zej m+ n� 2 iteracjach.

Dowód mo·zna znaléźc na przyk÷ad w podr¾eczniku [Gra80].

Uwaga 1.2.3. Jésli w kroku 1.7. za ka·zdym razem wybiera si ¾e par¾e (p; q) 2 I � J; tak ¾a, ·ze
minfap; bqg > 0; to otrzymane rozwi ¾azanie jest niezdegenerowane.
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Przyk÷ad 1.2.4. Rozpatrzmy zadanie transportowe z 3 dostawcami i 4 odbiorcami, dla którego
popyt, poda·z oraz macierz kosztów podane s ¾a w poni·zszej tabeli:

B1 B2 B3 B4

A1 7 2 4 7 10
A2 9 5 3 3 8
A3 7 7 6 4 7

6 5 8 6

:

Jésli wybierzemy w kolejnych iteracjach opisanego wy·zej schematu (p; q) = (1; 3); (2; 1); (3; 2)
w kroku 1.7, to otrzymamy nast ¾epuj ¾ace dopuszczalne rozwi ¾azanie bazowe

X =

2

4
0 0 8 2
6 0 0 2
0 5 0 2

3

5 :

Podamy teraz konkretne algorytmy pozwalaj ¾ace wyznaczýc dopuszczalne rozwi ¾azanie bazowe.
S ¾a one szczególnymi przypadkami opisanego wy·zej schematu iteracyjnego. Dok÷adniej, w
ka·zdym z podanych algorytmów, w kroku 1.7 powy·zszego schematu iteracyjnego para (p; q)
wyznaczana jest w specjalny sposób.

1.2.2. Metoda k ¾ata pó÷nocno-zachodniego

Krok 1.7 ma w metodzie k ¾ata pó÷nocno-zachodniego (ang. north-west corner method � NWC)
postác:
1.7. wybrác par¾e (p; q) 2 I � J tak ¾a, ·ze

p = minfi : i 2 Ig; q = minfj : j 2 Jg:

Innymi s÷owy, wybieramy pary magazyn-sklep w kolejnósci zgodnej z ich numeracj ¾a.

Przyk÷ad 1.2.5. Rozpatrzmy zadanie transportowe z poda·z ¾a, popytem i macierz ¾a kosztów
podanymi w przyk÷adzie 1.2.4 Post ¾epuj ¾ac zgodnie z metod ¾a k ¾ata pó÷nocno-zachodniego otrzy-
mujemy nast ¾epuj ¾ace dopuszczalne rozwi ¾azanie bazowe:

X =

2

4
6 4
1 7
1 6

3

5 :

Funkcja celu ma dla tego rozwi ¾azania wartóśc z = 106:

Sprawdzimy teraz, czy jest to rozwi ¾azanie optymalne. Zgodnie z uwag ¾a 1.1.7, X jest opty-
malne dok÷adnie wtedy, gdy

xij(cij � ui � vj) = 0 dla wszystkich (i; j) 2 I � J;

gdzie (u; v) jest rozwi ¾azaniem dopuszczalnym zadania dualnego do rozpatrywanego zadania
transportowego. Dla podanych wspó÷rz ¾ednych xij rozwi ¾azaniaX zachodzíc wi ¾ec musz ¾a poni·zsze
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równósci
u1 + v1 = 7
u1 + v2 = 2
u2 + v2 = 5
u2 + v3 = 3
u3 + v3 = 6
u3 + v4 = 4:

Wykorzystamy posiadany �stopień swobody� (r(A) = 3+4� 1 = 6) przypisuj ¾ac jednej ze zmi-
ennych dowoln ¾a wartóśc, na przyk÷ad v1 = 0. Po prostych rachunkach otrzymamy rozwi ¾azanie
powy·zszego uk÷adu:

(u; v) = (7; 10; 13; 0;�5;�7;�9):

Teraz sprawdzimy, czy spe÷nione s ¾a pozosta÷e ograniczenia zadania dualnego. W tym celu
musimy wyznaczýc tak zwane ujemne koszty zredukowane

�cij = cij � ui � vj;

gdzie (i; j) odpowiadaj ¾a zmiennym niebazowym. Jésli wszystkie �cij s ¾a nieujemne, to rozwi ¾azanie
jest optymalne i odwrotnie. Jednak w naszym przypadku tak nie jest, bo na przyk÷ad �c31 = �6.
Tak wi ¾ec otrzymane rozwi ¾azanie nie jest optymalne.

1.2.3. Metoda minimalnego elementu macierzy kosztów

Krok 1.7 ma w metodzie minimalnego elementu macierzy kosztów (ang. least cost method �
LCM) postác:
1.7. wybrác par¾e (p; q) 2 I � J; tak ¾a, ·ze

cpq = minfcij : i 2 I; j 2 Jg:

Innymi s÷owy, wybieramy kolejno pary magazyn-sklep o minimalnym koszcie transportowym.
Mo·zna si ¾e wi ¾ec spodziewác, ·ze otrzymane w ten sposób rozwi ¾azanie dopuszczalne b ¾edzie lepsze
ni·z w metodzie k ¾ata pó÷nocno-zachodniego.

Przyk÷ad 1.2.6. Rozpatrzmy zadanie transportowe z poda·z ¾a, popytem i macierz ¾a kosztów po-
danymi w przyk÷adzie 1.2.4. Post ¾epuj ¾ac wedle metody elementu minimalnego macierzy kosztów
otrzymujemy nast ¾epuj ¾ace dopuszczalne rozwi ¾azanie bazowe:

X =

2

4
5 5

8 0
1 6

3

5 :

Funkcja celu ma dla tego rozwi ¾azania wartóśc z = 100: Zmienne dualne mo·zemy wyznaczýc
podobnie jak w przyk÷adzie 1.2.5. Otrzymamy uk÷ad równań

u1 + v1 = 7
u1 + v2 = 2
u2 + v3 = 3
u2 + v4 = 3
u3 + v1 = 7
u3 + v4 = 4:

Jésli po÷o·zymy u1 = 0, to otrzymamy rozwi ¾azanie (u; v) = (0;�1; 0; 7; 2; 4; 4). Nietrudno
sprawdzíc, ·ze wszystkie ujemne koszty zredukowane s ¾a w tym przypadku nieujemne, a wi ¾ec X
jest rozwi ¾azaniem optymalnym.
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1.2.4. Metoda aproksymacyjna Vogla

Krok 1.7 ma w metodzie aproksymacyjnej Vogla (ang. Vogel�s approximation method � VAM)
postác:

1.7.a) Dla ka·zdego i 2 I wyznaczýc ró·znic ¾e dzi = cil � cik mi¾edzy drugim co do wielkósci
(licz ¾ac od najmniejszego) elementem cil i najmniejszym elementem cik i-tego wiersza macierzy
kosztów zadania transportowego (k; l 2 J).
1.7.b) Dla ka·zdego j 2 J wyznaczýc ró·znic ¾e dsj = clj � ckj mi¾edzy drugim co do wielkósci

(licz ¾ac od najmniejszego) elementem clj i najmniejszym elementem ckj j-tej kolumny macierzy
kosztów zadania transportowego (k; l 2 I).
1.7.c) Wyznaczýc

maxfdzi; dsj : i 2 I; j 2 Jg:

Jésli maksimum to jest osi ¾agni ¾ete dla p-tego wiersza, to wybrác par¾e (p; q); dla której

cpq = minfcpj : j 2 Jg

i przej́śc do kroku 1.8. Jésli natomiast maksimum to jest osi ¾agni ¾ete dla q-tej kolumny, to wybrác
par¾e (p; q); dla której

cpq = minfciq : i 2 Ig:

Przyk÷ad 1.2.7. Rozpatrzmy zadanie transportowe z poda·z ¾a, popytem i macierz ¾a kosztów po-
danymi w przyk÷adzie 1.2.4. Post ¾epuj ¾ac zgodnie z metod ¾a aproksymacyjn ¾a Vogla otrzymujemy
nast ¾epuj ¾ace dopuszczalne rozwi ¾azanie bazowe

X =

2

4
5 5
3 5

6 1

3

5 :

Funkcja celu ma dla tego rozwi ¾azania wartóśc z = 100: Z przyk÷adu 1.2.6 wynika, ·ze wartóśc ta
jest minimalna, tak wi ¾ec X jest rozwi ¾azaniem optymalnym. To samo stwierdzimy korzystaj ¾ac
z twierdzenia o komplementarnósci, podobnie jak uczynilísmy w przyk÷adzie 1.2.6.
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1.3. Algorytm transportowy

Mówi si ¾e cz ¾esto, ·ze liczby rz ¾adz ¾a światem. Pewne jest tylko: liczby pokazuj ¾a, jak

świat jest rz ¾adzony.

[J.W. von Goethe]

1.3.1. Podstawowe w÷asnósci

Dane jest zbilansowane zadanie transportowe (1.2) i bazowe rozwi ¾azanie dopuszczalneX. Niech

xi1j1 ; xi2j2 ; :::; xipjp

b ¾ed ¾a zmiennymi bazowymi, gdzie p = m+ n� 1 i niech xij b ¾edzie zmienn ¾a niebazow ¾a.

Uwaga 1.3.1. Dla bazowego rozwi ¾azania dopuszczalnego X ze zmiennymi bazowymi
xi1j1 ; xi2j2 ; :::; xipjp zachodz ¾a równósci

I = fi1; i2; :::; ipg

i

J = fj1; j2; :::; jpg:

Równósci te oznaczaj ¾a po prostu, ·ze ·zaden z dostawców i ·zaden z odbiorców nie zosta÷ pomini ¾ety
w planie transportowym X.

Twierdzenie 1.3.2. Zbiór

f(i; j); (i1; j1); (i2; j2); :::; (ip; jp)g

zawiera dok÷adnie jeden cykl

L = f(i; j); (i; l1); (k1; l1); (k1; l2); :::; (kr; lr); (kr; j)g:

Dowód pomijamy.

Uwaga 1.3.3. Cykl L nazywa si ¾e p ¾etl ¾a bazow ¾a. Liczba elementów cyklu jest oczywíscie
parzysta. Zbiory

L+ = f(i; j); (k1; l1); :::; (kr; lr)g

i

L� = f(i; l1); (k1; l2); :::; (kr; j)g

nazywaj ¾a si ¾e pó÷cyklami. Ka·zdy element pó÷cyklu L+ jest końcem pionowej kraw¾edzi cyklu L i
ka·zdy element pó÷cyklu L� jest końcem poziomej kraw¾edzi cyklu L.

Przyk÷ad 1.3.4. Rozpatrzmy zadanie transportowe z przyk÷adu 1.2.4 i rozwi ¾azanie bazowe

X =

2

4
6 4
1 7
1 6

3

5 :
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Niech (i; j) = (3; 1). Oczywíscie x31 jest zmienn ¾a niebazow ¾a. P¾etla bazowa L ma postác

L = f(3; 1); (3; 3); (2; 3); (2; 2); (1; 2); (1; 1)g;

natomiast pó÷cykle maj ¾a postaci

L+ = f(3; 1); (2; 3); (1; 2)g

i
L� = f(3; 3); (2; 2); (1; 1)g:

Przyk÷ad 1.3.5. Rozpatrzmy uk÷ad równań podany w przyk÷adzie 1.2.6. Macierz wspó÷czyn-
ników tego uk÷adu ma postác 2

666666
4

1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1

3

777777
5

:

Widzimy, ·ze wiersze tej macierzy s ¾a jednoczésnie kolumnami macierzy transportowej

A =

2

66666666
4

1 1 1 1
1 1 1 1

1 1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1

3

77777777
5

odpowiadaj ¾acymi zmiennym bazowym x11; x12; x22; x23; x33; x34. Nie jest to przypadek � w÷as-
nóśc ta zachodzi dla dowolnego rozwi ¾azania bazowego zbilansowanego zadania transportowego.

Twierdzenie 1.3.6. Niech X b ¾edzie bazowym rozwi ¾azaniem dopuszczalnym ze zmiennymi

bazowymi xi1j1 ; xi2j2 ; :::; xipjp. Uk÷ad równán

ui1 + vj1 = ci1j1
ui2 + vj2 = ci2j2

:::
uip + vjp = cipjp

(1.7)

posiada nieskónczenie wiele rozwi ¾azán zale·znych od jednego parametru.

Dowód. Macierz ¾a wspó÷czynników uk÷adu równań jest A>B; gdzie AB jest podmacierz ¾a
macierzy transportowejA, której (liniowo niezale·zne) kolumny odpowiadaj ¾a zmiennym bazowym
xi1j1 ; xi2j2 ; :::; xipjp . Zatem

r(A>B) = p = m+ n� 1:

×atwo zauwa·zýc, ·ze rz ¾ad macierzy rozszerzonej uk÷adu (1.7) jest równie·z równy p, gdy·z jest to
uk÷ad p równań. Na mocy twierdzenia Kroneckera�Capellego uk÷ad ten posiada nieskończenie
wiele rozwi ¾azań zale·znych od m+n�p = 1 parametru (liczba zmiennych w uk÷adzie jest równa
m+ n na mocy uwagi 1.3.1). �
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Twierdzenie 1.3.7. Niech X b ¾edzie bazowym rozwi ¾azaniem dopuszczalnym ze zmiennymi

bazowymi xi1j1 ; xi2j2 ; :::; xipjp. Ujemne koszty zredukowane �cij = cij � ui � vj s ¾a niezale·zne
od przyj ¾etego rozwi ¾azania uk÷adu równán (1:7).

Dowód. Niech

L = f(i; j); (i; l1); (k1; l1); (k1; l2); :::; (kr; lr); (kr; j)g

b ¾edzie p ¾etl ¾a bazow ¾a. Zachodz ¾a równósci

�cij = cij � ui � vj

= cij � (ui + vl1) + (uk1 + vl1)� (uk1 + vl2) + :::

+(ukr + vlr)� (ukr + vj)

= cij � cil1 + ck1l1 � ck1l2 + :::+ ckrlr � ckrj:

�

Uwaga 1.3.8. Zgodnie z dowodem powy·zszego twierdzenia, ujemne koszty zredukowane mo·zna
równie·z wyznaczýc ze wzoru

�cij = cij � cil1 + ck1l1 � ck1l2 + :::+ ckrlr � ckrj:

1.3.2. Ogólny opis algorytmu transportowego

Startuj ¾ac z dopuszczalnego rozwi ¾azania bazowego (które mo·zna otrzymác jedn ¾a z podanych up-
rzednio metod) algorytm transportowy pozwala na wyznaczenie rozwi ¾azania optymalnego po
wykonaniu skończenie wielu iteracji. Podobnie jak w algorytmie sympleksowym, ka·zda iteracja
polega na wymianie bazy: jedna ze zmiennych bazowych zostaje zast ¾apiona jedn ¾a ze zmiennych
niebazowych. Aby wybrác zmienn ¾a niebazow ¾a, która zostanie wzi ¾eta do bazy, nale·zy wyznaczýc
ujemne koszty zredukowane
�cij = cij � ui � vj dla wszystkich zmiennych niebazowych. W tym celu nale·zy najpierw wyz-
naczýc zmienne dualne ui i vj, i = 1; :::;m; j = 1; :::; n; które odpowiadaj ¾a aktualnej bazie.
Mo·zna je wyznaczýc korzystaj ¾ac z twierdzenia o komplementarnósci (patrz uwaga 1.1.7):

xij jest zmienn ¾a bazow ¾a ) cij = ui + vj:

Do bazy mo·zna w÷ ¾aczýc zmienn ¾a bazow ¾a, której ujemne koszty zredukowane s ¾a ujemne lub
przynajmniej niedodatnie (wybór ten odpowiada wyborowi kolumny g÷ównej w algorytmie sym-
pleksowym). Najcz¾ésciej wybiera si ¾e zmienn ¾a niebazow ¾a, której odpowiada najmniejszy ujemny
koszt zredukowany. Nast ¾epnie wybiera si ¾e zmienn ¾a bazow ¾a, która przy danej wymianie bazy
opuszcza t ¾e baz¾e. W tym celu wyznacza si ¾e p ¾etl ¾e bazow ¾a dla aktualnej bazy i dla ustalonej ju·z
zmiennej niebazowej, która ma býcwzi ¾eta do bazy (patrz twierdzenie 1.3.2). Wybrác nale·zy
najmniejsz ¾a zmienn ¾a bazow ¾a xij tak ¾a, ·ze (i; j) 2 L

� (odpowiada to wyborowi wiersza g÷ównego
w algorytmie sympleksowym). Przy wymianie bazy, wartósci zmiennych xij odpowiadaj ¾acych
p ¾etli bazowej zostaj ¾a wyznaczone tak, aby zmienna opuszczaj ¾aca baz¾e przyj ¾e÷a wartóśc 0 i aby
spe÷nione by÷y nadal wszystkie ograniczenia (odpowiada to piwotyzacji w algorytmie symplek-
sowym).
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1.3.3. Algorytm transportowy

Dane jest zbilansowane zadanie transportowe z m dostawcami i n odbiorcami. Niech a 2 Rm

b ¾edzie wektorem zapasów (poda·zy), b 2 Rn � wektorem zapotrzebowań (popytu) i C � macierz ¾a
kosztów.

Algorytm 1.3.9 (transportowy)

Krok 1. Wyznaczýc dopuszczalne rozwi ¾azanie bazowe X i odpowiadaj ¾ac ¾a mu baz¾e B (zbiór
indeksów zmiennych bazowych).

Krok 2. (wyznaczenie zmiennych dualnych). Wyznaczýc dowolne rozwi ¾azanie uk÷adu m +
n� 1 równań

cij = ui + vj, (i; j) 2 B

z m+ n niewiadomymi (na przyk÷ad nadác jednej ze zmiennych ustalon ¾a wartóśc i wyznaczýc
pozosta÷e m+ n� 1 zmienne z uk÷adu równań).

Krok 3. (kryterium zatrzymania)

(a) Wyznaczýc ujemne koszty zredukowane

�cij = cij � ui � vj

dla (i; j) =2 B:

(b) Jésli wszystkie �cij s ¾a nieujemne, to X jest rozwi ¾azaniem optymalnym i algorytm zatrzy-
muje si ¾e.

Krok 4. (wymiana bazy)

(a) Wybrác par¾e (i0; j0) =2 B, tak ¾a ·ze

�ci0j0 = minf�cij : (i; j) =2 Bg

(para (i0; j0) zostanie w÷ ¾aczona do bazy).

(b) Wyznaczýc p ¾etl ¾e bazow ¾a

L = f(i0; j0); (i0; l1); (k1; l1); (k1; l2); :::; (kr; lr); (kr; j0)g

zawart ¾a w zbiorze f(i0; j0)g [B i odpowiadaj ¾ace jej pó÷cykle L
+ i L�:

(c) Wybrác par¾e (ik; jk) 2 L
�, dla której

xikjk = � = minfxij : (i; j) 2 L
�g

(para (ik; jk) zostanie usuni ¾eta z bazy).

(d) Po÷o·zýc
xi0j0 = �:
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(e) Po÷o·zýc
xij = xij ��

dla wszystkich (i; j) 2 L�:

(f) Po÷o·zýc
xij = xij +�

dla wszystkich (i; j) 2 L+:

(g) Z nowym rozwi ¾azaniem bazowym X przej́śc do kroku 2.

Twierdzenie 1.3.10. Jésli w trakcie realizacji algorytmu transportowego nie wyst ¾api degener-
acja, to rozwi ¾azanie optymalne otrzymuje si ¾e w skónczenie wielu iteracjach.

Dowód twierdzenia jest podobny do dowodu skończonej zbie·znósci algorytmu symplek-
sowego.

Uwaga 1.3.11. Do tej pory nie pokazano skończonej zbie·znósci algorytmu transportowego
w przypadku wyst ¾apienia degeneracji, jak i równie·z nie znaleziono przyk÷adu zadania trans-
portowego z wyst ¾epuj ¾ac ¾a w trakcie realizacji algorytmu transportowego degeneracj ¾a, dla którego
algorytm ten nie by÷by zbie·zny w skończenie wielu krokach.

Uwaga 1.3.12. Poniewa·z w trakcie realizacji algorytmu transportowego jedynymi dzia÷ani-
ami arytmetycznymi s ¾a dodawanie i odejmowanie, wi ¾ec otrzymane rozwi ¾azanie b ¾edzie ca÷kow-
itoliczbowe, o ile zapasy i zapotrzebowania b ¾ed ¾a liczbami ca÷kowitymi.

Przyk÷ad 1.3.13. Rozpatrzmy zadanie transportowe okréslone w przyk÷adzie 1.2.4 i rozwi ¾azanie
bazowe tego zadania

X =

2

4
6 4
1 7
1 6

3

5 :

Za pomoc ¾a algorytmu transportowego wyznaczymy rozwi ¾azanie optymalne. Otrzymamy kole-
jno tablice transportowe, w których naniesiono wartósci zmiennych bazowych (t÷usty druk),
wartósci zmiennych dualnych odpowiadaj ¾acych zmiennym bazowym i wartósci ujemnych kosztów
zredukowanych odpowiadaj ¾acych zmiennym niebazowym. W tablicach tych w lewym gór-
nym rogu ka·zdego okienka podano odpowiednie wartósci macierzy kosztów. Ka·zdorazowo pod
tablic ¾a podano wartósci funkcji celu.

v
u

7 2 0 �2

0
7
6

2
4

4
4

7
9

10

3
9
�1

5
1

3
7

3
2

8

6
7
�6

7
�1

6
1

4
6

7

6 5 8 6
a

b

:
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Wartóśc funkcji celu z = 106:

v
u

7 2 0 4

0
7
5

2
5

4
4

7
3

10

3
9
�1

5
0

3
8

3
�4

8

0
7
1

7
5

6
6

4
6

7

6 5 8 6
a

b

:

Wartóśc funkcji celu z = 100:

v
u

7 2 4 4

0
7
5

2
5

4
0

7
3

10

�1
9
3

5
4

3
8

3
0

8

0
7
1

7
5

6
2

4
6

7

6 5 8 6
a

b

:

Wartóśc funkcji celu z = 100:

Ostatnia tablica transportowa przedstawia rozwi ¾azanie optymalne. Widzimy teraz, ·ze druga
z kolei tablica przedstawia równie·z rozwi ¾azanie optymalne. Jednak nie zosta÷o to stwierdzone
przez algorytm transportowy. Przyczyn ¾a jest pojawiaj ¾aca si ¾e pierwotna i dualna degeneracja.
Podobnie jak w przypadku algorytmu sympleksowego, mo·zemy � dzi ¾eki dualnej degeneracji �
wyznaczýc inne rozwi ¾azanie optymalne wybieraj ¾ac w ostatniej tablicy par¾e (i; j) = (1; 3), która
ma býc wprowadzona do bazy. Otrzymamy wówczas tablic ¾e

v
u

7 2 4 4

0
7
0

2
5

4
5

7
3

10

�1
9
3

5
4

3
3

3
5

8

0
7
6

7
5

6
2

4
1

7

6 5 8 6
a

b

:

Tablica ta przedstawia rozwi ¾azanie optymalne dualnie zdegenerowane.
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1.4 Zagadnienie transportowe z kryterium czasu

W klasycznym zagadnieniu transportowym przedstawionym w ust¾epie 1.1, maj ¾ac dane jednos-
tkowe czasy transportowe wyznaczamy plan transportowy minimalizuj ¾acy ÷ ¾aczne koszty trans-
portowe, czyli plan b ¾ed ¾acy rozwi ¾azaniem zadania

minimalizowác
Pm

i=1

Pn

j=1 tijxij
przy ograniczeniach

Pn

j=1 xij = ai; i = 1; :::;m;Pm

i=1 xij = bj; j = 1; :::; n;
xij � 0; i = 1; :::;m; j = 1; :::; n;

(1.8)

gdzie tij oznacza czas dostawy towaru z magazynu Ai do sklepu Bj, i = 1; 2; :::;m, j = 1; 2; :::; n.
Problem ten mo·zna oczywíscie rozwi ¾azác metod ¾a przedstawion ¾a w poprzednim ust ¾epie. Jed-
nak w praktyce mamy niekiedy do czynienia z sytuacj ¾a, w której powinnísmy wyznaczýc plan
transportowy minimalizuj ¾acy maksymalny czas dostaw towaru, maj ¾ac dane czasy dostaw na
poszczególnych trasach. Problem tego typu wyst ¾epuje na przyk÷ad w przypadku transportu
÷atwo psuj ¾acego si ¾e towaru, który zgodnie z zapasami magazynów i zapotrzebowaniami sklepów
nale·zy jak najszybciej dostarczýc do wszystkich odbiorców. Oznaczaj ¾ac, podobnie jak poprzed-
nio, ai � zapasy magazynu Ai, bj � zapotrzebowanie sklepu Bj oraz tij - czas dostawy towaru
z magazynu Ai do sklepu Bj, i = 1; 2; :::;m, j = 1; 2; :::; n, i zak÷adaj ¾ac, ·ze zagadnienie jest
zbilansowane, zagadnienie transportowe z kryterium czasu ma postác

minimalizowác maxftij : xij > 0; i = 1; 2; :::;m; j = 1; 2; :::; ng
przy ograniczeniach

Pn

j=1 xij = ai; i = 1; :::;m;Pm

i=1 xij = bj; j = 1; :::; n;
xij � 0; i = 1; :::;m; j = 1; :::; n:

(1.9)
W przeciwieństwie do klasycznego zagadnienia transportowego, zadanie to nie jest zadaniem
programowania liniowego, gdy·z funkcja celu nie jest liniowa. Jako minimalizacja maksimum
funkcji liniowych przy ograniczeniach liniowych jest to szczególny przypadek tzw. zadania
minimalizacji wypuk÷ej. Zadanie to mo·zna wprawdzie sprowadzíc do równowa·znego zadania
programowania liniowego i rozwi ¾azác je metod ¾a sympleksow ¾a, ale istnieje bardziej efektywna
metoda rozwi ¾azywania tego zadania. Metoda ta opiera si ¾e na algorytmie transportowym przed-
stawionym w poprzednim ust ¾epie. Na ka·zdym etapie przeprowadza si ¾e iteracj ¾e algorytmu trans-
portowego, przy czym mody�kowana jest macierz kosztów w zale·znósci od rozwi ¾azania otrzy-
manego w poprzedniej iteracji. Takie post ¾epowanie gwarantuje, ·ze w poszczególnych iteracjach
otrzymywane s ¾a rozwi ¾azania bazowe. Przed́zmy do szczegó÷ów algorytmu.

Algorytm 1.4.1 (transportowy z kryterium czasu)

Wej́scie: Macierz T = [tij]m�n, gdzie tij oznacza czas transportu towaru z i-tego magazynu do
j-tego sklepu, i = 1; 2; :::;m; j = 1; 2; :::; n, wektor a = (a1; a2; :::; am) > 0 zapasów
magazynów, wektor b = (b1; b2; :::; bn) > 0 zapotrzebowań sklepów.

Wyj́scie: Plan transportowy X = [xij]m�n b ¾ed ¾acy rozwi ¾azaniem zadania (1.9).

Krok 1. (rozwi ¾azanie pocz ¾atkowe)

(a) Przyj ¾ác k = 0.
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(b) Wyznaczýc dopuszczalne rozwi ¾azanie bazowe (plan transportowy X0) zadania (1.8),
na przyk÷ad przy pomocy metody minimalnego elementu macierzy kosztów albo przy
pomocy klasycznego algorytmu transportowego.

Krok 2. (a) Wyznaczýc tk := maxftij : x
k
ij > 0; i = 1; 2; :::;m; j = 1; 2; :::; ng � najd÷u·zszy czas

dla dodatnich transportów towaru (wystarczy wzi ¾ác pod uwag¾e dodatnie elementy
rozwi ¾azania bazowego, gdy·z dla rozwi ¾azania bazowego wspó÷rz ¾edne niebazowe s ¾a
zerami).

(b) Utworzýc macierz Rk o elementach

rkij =

8
<

:

0 jésli tij < t
k,

1 jésli tij = t
k,

M jésli tij > t
k,

i = 1; 2; :::;m; j = 1; 2; :::; n, gdzie M � m+ n jest dowoln ¾a sta÷ ¾a.

(c) Przeprowadzíc pojedyncz ¾a iteracj ¾e algorytmu transportowego 1.3.9 przyjmuj ¾ac cij =
rkij, i = 1; 2; :::;m; j = 1; 2; :::; n:

i. Dla danego dopuszczalnego rozwi ¾azania bazowego Xk = [xkij]m�n i dla macierzy
kosztów Rk, wyznaczýc odpowiadaj ¾ace mu zmienne dualne uk := (uk1; u

k
2; :::; u

k
m)

i vk := (vk1 ; v
k
2 ; :::; v

k
n).

ii. Wyznaczýc ujemne koszty zredukowane �rkij := r
k
ij � u

k
i � v

k
j , i = 1; 2; :::;m; j =

1; 2; :::; n. Jésli �rkij � 0, i = 1; 2; :::;m; j = 1; 2; :::; n, to Xk jest rozwi ¾azaniem
optymalnym zadania (1.9) i algorytm kończy swoje dzia÷anie.

iii. W przeciwnym przypadku (�rkij < 0 dla pewnych i = 1; 2; :::;m; j = 1; 2; :::; n)
wyznaczýc zmienn ¾a wprowadzan ¾a do bazy, p ¾etl ¾e bazow ¾a i zmienn ¾a usuwan ¾a z
bazy.

iv. Zgodnie z regu÷ami algorytmu transportowego wyznaczýc nowe dopuszczalne
rozwi ¾azanie bazowe Xk+1 = [xk+1ij ]m�n, po÷o·zýc k := k + 1 i przej́śc do kroku
2(a).

Dowód skończonej zbie·znósci Algorytmu 1.4.1 do rozwi ¾azania zadania (1.8) mo·zna znaléźc
w pracy [Szw66].

Na marginesie zauwa·zmy, ·ze wielkóścM w algorytmie 1.4.1 mo·ze býc dowoln ¾a sta÷ ¾a wi ¾eksz ¾a
ni·z d÷ugóśc najd÷u·zszej p ¾etli bazowej. Mo·zna pokazác, ·ze wówczas ujemne koszty zredukowane
�rkij = r

k
ij � u

k
i � v

k
j wyznaczane w kroku 2(c) algorytmu b ¾ed ¾a dodatnie dla dowolnej zmiennej

niebazowej xij, dla której tij > t
k (wystarczy w tym celu pos÷u·zýc si ¾e rozumowaniem podobnym

do u·zytego w dowodzie twierdzenia 1.3.7. W konsekwencji taka zmienna nie b ¾edzie wprowad-
zona do bazy. Po tej obserwacji skończon ¾a zbie·znóśc mo·zna w skrócie uzasadníc równie·z tym,

·ze w ka·zdej iteracji wyznaczane jest rozwi ¾azanie bazowe, których to rozwi ¾azań jest skończenie
wiele. Podobnie jak w przypadku algorytmu sympleksowego, przy za÷o·zeniu braku degeneracji,
w ka·zdej iteracji wartóśc funkcji celu zmniejsza si ¾e (do bazy wprowadzana jest zmienna xij,
dla której tij < t

k. Prowadzi to do tego, ·ze w kolejnych iteracjach najd÷u·zszy czas transportu
dla rozwi ¾azania bazowego ulega skróceniu. Zatem po wykonaniu skończonej liczby iteracji
otrzymamy rozwi ¾azanie bazowe, dla którego wszystkie ujemne koszty zredukowane b ¾ed ¾a nieu-
jemne. Takie rozwi ¾azanie w powi ¾azaniu z warunkami wystarczaj ¾acymi minimalizacji wypuk÷ej
jest rozwi ¾azaniem optymalnym zadania (1.9).
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Przyk÷ad 1.4.2 Dana jest macierz jednostkowych czasów transportu towaru

T =

2

4
1 9 4 3
4 1 6 7
8 3 5 2

3

5 ,

wektor zapasówmagazynowych a = (10; 15; 25), wektor zapotrzebowań sklepów b = (5; 10; 20; 15).
Wyznaczymy:

(a) plan transportowy minimalizuj ¾acy ÷ ¾aczny czas transportu, czyli plan b ¾ed ¾acy rozwi ¾azaniem
zadania (1.8);

(b) plan transportowy X minimalizuj ¾acy najd÷u·zszy jednostkowy czas transportu, czyli plan
b ¾ed ¾acy rozwi ¾azaniem zadania (1.9).

W poni·zszej tablicy transportowej wyznaczylísmy bazowe rozwi ¾azanie dopuszczalne metod ¾a
najmniejszego elementu macierzy kosztów, zmienne dualne i ujemne koszty zredukowane.

v
u

1 �1 4 1

0
1
5

9
10

4
5

3
2

10

2
4
1

1
10

6
5

7
4

15

1
8
6

3
3

5
10

2
15

25

5 10 20 15
a

b

:

Widzimy, ·ze wszystkie ujemne koszty zredukowane s ¾a nieujemne, zatem tablica ta przedstawia
rozwi ¾azanie optymalne

X0 =

2

4
5 5
10 5

10 15

3

5

zadania (1.8) z macierz ¾a kosztów T . Na marginesie zauwa·zmy, ·ze najkrótszy ÷ ¾aczny czas trans-
portu wynosi z� = 145. Zrealizowalísmy wi ¾ec krok 1. algorytmu transportowego z kryterium
czasu. Najd÷u·zszy czas transportu dla dodatnich przep÷ywów wyznaczony w kroku 2(a) wynosi
t0 = 6. Przyjmijmy M = 10. Nast ¾epnie w kroku 2(b) wyznaczamy macierz R0:

R0 =

2

4
0 10 0 0
0 0 1 10
10 0 0 0

3

5 .

Nast ¾epnie, w kroku 2(c) przeprowadzamy pojedyncz ¾a iteracj ¾e algorytmu transportowego 1.3.9
dla macierzy kosztów R0. Poni·zsza tabela przedstawia wyniki tej iteracji: dla danego do-
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puszczalnego rozwi ¾azania bazowego wyznaczylísmy zmienne dualne i ujemne koszty zredukowane:

v
u

0 �1 0 0

0
0
5

10
11

0
5

0
0

10

1
0
�1

0
10

1
5

10
9

15

0
10

10
0
1

0
10

0
15

25

5 10 20 15
a

b

:

Poniewa·z najmniejszy ujemny koszt zredukowany �r021 jest ujemny, wi ¾ec wprowadzamy do bazy
zmienn ¾a x21, tworzymy p ¾etl ¾e bazow ¾a, usuwamy z bazy zmienn ¾a x23 i wyznaczamy nowe do-
puszczalne rozwi ¾azanie bazowe

X1 =

2

4
0 10
5 10

10 15

3

5 .

Przy okazji zauwa·zamy, ·ze jest ono zdegenerowane (jedna ze zmiennych bazowych jest równa
0). Nast ¾epnie zwi ¾ekszamy k o 1 (czyli k = 1) i przechodzimy do kroku 2(a). Dla dopuszczalnego
rozwi ¾azania bazowego X1 wyznaczamy t1 = 5, tworzymy macierz kosztów

R1 =

2

4
0 10 0 0
0 0 10 10
10 0 1 0

3

5

i ponownie przeprowadzamy pojedyncz ¾a iteracj ¾e algorytmu transportowego 1.3.9 dla macierzy
kosztów R1. Poni·zsza tabela przedstawia wyniki tej iteracji: dla danego dopuszczalnego
rozwi ¾azania bazowego wyznaczylísmy zmienne dualne i ujemne koszty zredukowane:

v
u

0 0 0 �1

0
0
0

10
10

0
10

0
1

10

0
0
5

0
10

10
10

10
11

15

1
10

9
0
�1

1
10

0
15

25

5 10 20 15
a

b

:

Poniewa·z najmniejszy ujemny koszt zredukowany �r132 jest ujemny, wi ¾ec wprowadzamy do bazy
zmienn ¾a x32, tworzymy p ¾etl ¾e bazow ¾a, usuwamy z bazy zmienn ¾a x11 i wyznaczamy nowe do-
puszczalne rozwi ¾azanie bazowe

X2 =

2

4
10

5 10
0 10 15

3

5 :
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Zauwa·zmy przy okazji, ·ze ró·zni si ¾e ono od X1 jedynie tym, ·ze zmienna x32 jest teraz zmienn ¾a
bazow ¾a, a zmienna x11 jest zmienn ¾a niebazow ¾a, natomiast przep÷ywy s ¾a dla obu planów trans-
portowych identyczne. Jest to spowodowane degeneracj ¾a rozwi ¾azania bazowego X1. Nast ¾epnie
zwi ¾ekszamy k o 1 (teraz k = 2) i przechodzimy do kroku 2(a). Dla dopuszczalnego rozwi ¾azania
bazowego X2 wyznaczamy t2 = 5, tworzymy macierz kosztów

R2 =

2

4
0 10 0 0
0 0 10 10
10 0 1 0

3

5 :

Nast¾epnie, w kroku 2(c) przeprowadzamy pojedyncz ¾a iteracj ¾e algorytmu transportowego 1.3.9
dla macierzy kosztów R2. Poni·zsza tabela przedstawia wyniki tej iteracji: dla danego do-
puszczalnego rozwi ¾azania bazowego wyznaczylísmy zmienne dualne i ujemne koszty zredukowane:

v
u

�1 �1 0 �1

0
0
1

10
11

0
10

0
1

10

1
0
5

0
10

10
9

10
10

15

1
10

10
0
0

1
10

0
15

25

5 10 20 15
a

b

:

Poniewa·z �r2ij � 0, i = 1; 2; :::;m; j = 1; 2; :::; n, to X2 jest rozwi ¾azaniem optymalnym zada-
nia (1.9) i algorytm kończy swoje dzia÷anie. Optymalna wartóśc funkcji celu (najkrótszy czas
transportu) wynosi t2 = 5. Zwró́cmy uwag¾e na to, ·ze dla rozwi ¾azania optymalnego X0 zadania
(1.9), czyli minimalizuj ¾acego ÷ ¾aczny czas transportu, najkrótszy czas transportu wynosi 6, czyli
X0 nie jest rozwi ¾azaniem optymalnym zadania (1.9). Równie·z X2 nie jest rozwi ¾azaniem opty-
malnym zadania (1.8), poniewa·z dla X2 ÷ ¾aczny czas transportu wynosi z = 150 > 145 = z�.
Oznacza to, ·ze oba zadania (1.8) i (1.9) mog ¾a miéc ró·zne rozwi ¾azania optymalne.
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1.5 Zagadnienie przydzia÷u

Rzopocznijmy od nast ¾epuj ¾aecgo przyk÷adu

Przyk÷ad 1.5.1 W pewnym zak÷adzie pracy czterem pracownikom P1; P2; P3; P4 nale·zy przy-
dzielíc cztery czynnósci C1; C2; C3; C4. Na podstawie testów ustalono koszty wykonywania
poszczególnych czynnósci przez poszczególnych pracowników. Wyniki podane s ¾a w nast ¾epu-
j ¾acej tabeli

C1 C2 C3 C4

P1 5 4 5 3
P2 4 6 3 3
P3 6 7 4 4
P4 5 8 5 4

Zadanie polega na przydzieleniu czynnósci poszczególnym pracownikom tak aby ÷ ¾aczny koszt
takiego przydzia÷u by÷ jak najmniejszy. Przydzia÷u nale·zy dokonác tak, aby ka·zdemu pracown-
ikowi przydzielono dok÷adnie jedn ¾a czynnóśc i ka·zda czynnóśc by÷a przydzielona dok÷adnie
jednemu pracownikowi.

Mo·zemy teraz przej́śc do ogólnej de�nicji zagadnienia przydzia÷u (ang. assignment problem)
Nale·zy obsadzíc n stanowisk roboczych przez n osób (pracowników). Znane sa efekty pracy
i-tego pracownika na j-tym stanowisku. Efekty te wyra·zone s ¾a za pomoc ¾a macierzy kosztów
C = [cij]n�n, gdzie cij oznacza koszt przydzielenia i-temu pracownikowi j-tej czynnósci, i; j;=
1; 2; :::; n. W przyk÷adzie 1.5.1 mamy

C =

2

66
4

5 4 5 3
4 6 3 3
6 7 4 4
5 8 5 4

3

77
5 ;

Alternatywnie za cij zamiast kosztu mo·zna przyj ¾ac czas wykonywania j-tej czynnósci przez
i-tego pracownika, i; j = 1; 2; :::; n. Przydzia÷u nale·zy dokonác tak, aby ÷ ¾aczny koszt przydzia÷u
by÷ minimalny, przy czym ka·zdemu pracownikowi nale·zy przydzielíc dok÷adnie jedn ¾a czynnóśc
i ka·zd ¾a czynnóśc nale·zy przydzielíc dok÷adnie jednemu pracownikowi. Zanim przejdziemy do
przedstawienia modelu matematycznego tego zadania wró́cmy do przyk÷adu 1.5.1.

Przyk÷ad 1.5.2 W przyk÷adzie 1.5.1 istnieje ÷ ¾acznie 4! = 24 mo·zliwósci przydzia÷u. Teorety-
cznie mo·zna wi ¾ec policzýc ÷ ¾aczne koszty dla ka·zdego spósród 24 przydzia÷ów i wybrác najlepszy
z nich. Jest to jednak obliczeniowo bardzo pracoch÷onne. Z÷o·zonóśc obliczeniowa takiego pode-
j́scia by÷aby wyk÷adnicza.

Oznaczaj ¾ac

xij =

�
1 gdy i-temu pracownikowi przydzielono j-t ¾a czynnóśc
0 w przeciwnym przypadku

i; j = 1; 2; 3; 4, z warunków zadania wynika, ·ze X = [xij]4�4 jest rozwi ¾azaniem dopuszczalnym
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wtedy i tylko wtedy, gdy xij 2 f0; 1g, i; j = 1; 2; 3; 4, oraz

x11 + x12 + x13 + x14 = 1
x21 + x22 + x23 + x24 = 1
x31 + x32 + x33 + x34 = 1
x41 + x42 + x43 + x44 = 1
x11 + x21 + x31 + x41 = 1
x12 + x22 + x32 + x42 = 1
x13 + x23 + x33 + x43 = 1
x14 + x24 + x34 + x44 = 1

Pierwsze cztery z tych równósci oznaczaj ¾a, ·ze ka·zdemu pracownikowi przydzielono dok÷ad-
nie jedn ¾a z czterech czynnósci. Pozosta÷e cztery równósci oznaczaj ¾a, ·ze ka·zda z 4 czynnósci
zosta÷a przydzielona dok÷adnie jednemu pracownikowi. ×aczny koszt przydzia÷u ma postácP

4

i=1

P
4

j=1 cijxij, gdzie cij jest kosztem przydzia÷u j-tej czynnósci i-temu pracownikowi. Widz-
imy wi¾ec, ·ze opisywany problem jest szczególnym przypadkiem zadania transportowego z
macierz ¾a kosztów C i z jednostkowymi zapasami magazynów i jednostkowymi zapotrzebowa-
niami sklepów. Zadanie to mo·zemy wi¾ec rozwi ¾azác za pomoc ¾a algorytmu transportowego.
Pocz ¾atkowe bazowe rozwi ¾azanie dopuszczalne otrzymane metod ¾a k ¾ata pó÷nocno-zachodniego
ma postác

Ci C2 C3 C4

P1 1 0
P2 1 0
P3 1 0
P4 1

i koszt przydzia÷u wynosi 19. Zauwa·zmy, ·ze jest to rozwi ¾azanie zdegenerowane, co ma zwykle
miejsce dla zagadnienia przydzia÷u. Natomiast pocz ¾atkowe bazowe rozwi ¾azanie dopuszczalne
otrzymane metod ¾a minimalnego elementu macierzy kosztów ma postác

Ci C2 C3 C4

P1 1
P2 1
P3 1 0 0
P4 1 0

i koszt przydzia÷u wynosi 17. Sprawdzamy, czy to ostatnie jest rozwi ¾azaniem optymalnym. W
tym celu zapiszmy to rozwi ¾azanie ÷ ¾acznie z macierz ¾a kosztów w jednej tablicy

Ci C2 C3 C4

P1
5 4 5 3

1

P2
4 6 3

1

3

P3
6 7

1

4

0

4

0

P4
5

1

8 5 4

0
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Zadanie dualne ma postác

maksymalizowác z =
P

4

i=1 ui +
P

4

i=1 vi
przy ograniczeniach ui + vj � cij, i; j 2 f1; 2; 3; 4g,

gdzie ui; vj oznaczaj ¾a zmienne dualne i; j = 1; 2; 3; 4. Zmienne dualne odpowiadaj ¾ace omaw-
ianemu pocz ¾atkowemu rozwi ¾azaniu bazowemu wyznacza si ¾e z uk÷adu równań

u1 + v4 = 3
u2 + v3 = 3
u3 + v2 = 7
u3 + v3 = 4
u3 + v4 = 4
u4 + v1 = 5
u4 + v4 = 4

Rowi ¾azaniem tego uk÷adu równań jest na przyk÷ad u = (3; 3; 4; 4); v = (1; 3; 0; 0). Nast ¾epnie
wyznaczamy ujemne koszty zredukowane �cij = cij � ui � vj i wstawiamy je do tablicy

v1 = 1 v2 = 3 v3 = 0 v4 = 0

u1 = 3
5
1

4
�2

5
2

3

1

u2 = 3
4
0

6
0

3

1

3
0

u3 = 4
6
1

7

1

4

0

4

0

u4 = 4
5

1

8
1

5
1

4

0

Widzimy, ·ze rozwi ¾azanie to nie jest optymalne, gdy·z �c12 < 0. Zatem zmienn ¾a x12 wprowadzamy
do bazy i tworzymy p ¾etl ¾e bazow ¾a w celu wyznaczenia zmiennej usuwanej z bazy. Jest ni ¾a x14
lub x32 (obie wartósci s ¾a najmniejsze w cyklu L�). Jésli z bazy usuniemy x14, to nowa tablica
transportowa wraz z wpisanymi odpowiadaj ¾acymi jej zmiennymi dualnymi i ujemnymi kosztami
zredukowanymi b ¾edzie mia÷a postác

v1 = 5 v2 = 7 v3 = 4 v4 = 4

u1 = �3
5
3

4

1

5
4

3
2

u2 = �1
4
0

6
0

3

1

3
0

u3 = 0
6
1

7

0

4

0

4

1

u4 = 0
5

1

8
1

5
1

4

0

Poniewa·z wszystkie ujemne koszty zredukowane odpowiadaj ¾ace zmiennym niebazowym s ¾a nieu-
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jemne, wi ¾ec tablica ta przedstawia rozwi ¾azanie optymalne

X =

2

66
4

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0

3

77
5

czyli optymalny przydzia÷ wygl ¾ada nast ¾epuj ¾aco: P1 $ C2; P2 $ C3; P3 $ C4; P4 $ C1.
Minimalny ÷ ¾aczny koszt przydzia÷u wynosi 4 + 3 + 4 + 5 = 16. Poniewa·z ostatnia tablica
przedstawia rozwi ¾azanie zdegenerowane, istniej ¾a inne przydzia÷y optymalne.

Oznaczmy I := f1; 2; :::;mg i J := f1; 2; :::; ng. W ogólnym przypadku model matematyczny
zagadnienia przydzia÷u jest nast ¾epuj ¾acy

minimalizowác
Pn

i=1

Pn

j=1 cijxij
przy ograniczeniach

Pn

j=1 xij = 1; i 2 I;Pn

i=1 xij = 1; j 2 J;
xij 2 f0; 1g; i 2 I; j 2 J .

× ¾acznie istnieje n! mo·zliwósci przydzia÷u n czynnósci n pracownikom. Teoretycznie mo·zna wi ¾ec
policzýc ÷ ¾aczne koszty dla ka·zdego spósród n! przydzia÷ów i wybrác najlepszy z nich. Jest to
jednak obliczeniowo bardzo pracoch÷onne (np 20! �= 2:4 � 1018). Z÷o·zonóśc obliczeniowa takiego
podej́scia jest wyk÷adnicza. Jak zauwa·zylísmy w przyk÷adzie 1.5.2 zadanie to jest szczegól-
nym przypadkiem zadania transportowego i mo·zemy je rozwi ¾azác za pomoc ¾a algorytmu trans-
portowego. Z uwagi jednak na szczególn ¾a postác istnieje prostsza metoda rozwi ¾azania zagad-
nienia przydzia÷u. Zanim przejdziemy do jej opisu poczynimy kilka uwag dotycz ¾acych zadania
transportowego, w szczególnósci zagadnienia przydzia÷u.

Uwaga 1.5.3 Po wyznaczeniu bazowego rozwi ¾azania dopuszczalnego X = [xij]; gdzie xij dla
(i; j) 2 B � I�J s ¾a zmiennymi bazowymi (jest ich 2n�1), a xij = 0 dla (i; j) =2 B i wyznaczeniu
zmiennych dualnych ui; vj; i 2 I; j 2 J , z uk÷adu 2n� 1 równań z 2n niewiadomymi

ui + vj = cij; (i; j) 2 B,

ujemne koszty zredukowane liczone s ¾a wed÷ug wzoru

�cij = cij � ui � vj; (i; j) =2 B.

Utwórzmy now ¾a (pomocnicz ¾a) macierz kosztów C 0 = [c0ij]n�n, gdzie c
0
ij = cij + di + ej dla

pewnych liczb di i ej, i 2 I; j 2 J . Zauwa·zmy, ·ze dla tego nowego (pomocniczego) zagadnienia
X jest nadal rozwi ¾azaniem bazowym. Ponadto wielkósci u0i := ui + di i v

0
j := vj + ej, i 2 I; j 2

J , s ¾a odpowiadaj ¾acymi temu rozwi ¾azaniu zmiennymi dualnymi (spe÷niaj ¾a one uk÷ad równań
u0i+v

0
j = c

0
ij; (i; j) 2 B), oraz pozosta÷e ujemne koszty zredukowane �c

0
ij := c

0
ij�u

0
i�v

0
j, (i; j) =2 B,

nie zmieni ¾a si ¾e, poniewa·z

�c0ij := c
0

ij � u
0

i � v
0

j = cij + di + ej � (ui + di)� (vj + ej) = cij � ui � vj = cij,

i 2 I; j 2 J . Zgodnie z twierdzeniem o komplementarnósci dla zadania transportowego,
rozwi ¾azanie dopuszczalne X jest rozwi ¾azaniem optymalnym wtedy i tylko wtedy, gdy xij(c

0
ij �
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u0i � v
0
j) = 0, i 2 I; j 2 J . Zatem mody�kuj ¾ac w powy·zszy sposób macierz kosztów (zast ¾epu-

j ¾ac macierz C przez macierz C 0) warunki konieczne i wystarczaj ¾ace optymalnósci nie zmieni ¾a
si ¾e (X jest rozwi ¾azaniem optymalnym dla macierzy kosztów C wtedy i tylko wtedy, gdy X
jest rozwi ¾azaniem optymalnym dla zmody�kowanej macierzy kosztów C 0). Okazuje si ¾e, ·ze w
przypadku zagadnienia przydzia÷u taka mody�kacja mo·ze prowadzíc do zadania prostszego do
rozwi ¾azania. Oznaczmy di = �minj2J cij (�di jest najmniejszym elementem w i-tym wier-
szu macierzy kosztów C, i 2 I) i utwórzmy macierz C 0 = [c0ij]n�n gdzie c

0
ij = cij + di (w

poszczególnych wierszach macierzy C ka·zdy element pomniejszamy o element najmniejszy w
danym wierszu). Dalej oznaczmy ej = �mini2I c

0
ij (�ej jest najmniejszym elementem w j-tej

kolumnie zmody�kowanej macierzy kosztów C 0, i 2 I) i utwórzmy macierz C 00 = [c00ij]n�n gdzie
c00ij = c

0
ij+ ej (w poszczególnych kolumnach macierzy C ka·zdy element pomniejszamy o element

najmniejszy w danej kolumnie). Zgodnie z poprzednimi rozwa·zaniami zadanie transportowe ze
zmody�kowan ¾a macierz ¾a C 00 prowadzi do tych samych rozwi ¾azań optymalnych. Oba zadania
s ¾a wi ¾ec sobie równowa·zne. Zmienia si ¾e jedynie wartóśc optymalna, ale dla wyj́sciowego zadania
dla danego rozwi ¾azania optymalnego X mo·zna j ¾a wyznaczýc pos÷uguj ¾ac si ¾e wyj́sciow ¾a macierz ¾a
kosztów C. W zmody�kowanej macierzy kosztów C 00 pojawi si ¾e natomiast co najmniej n zer
(co najmniej po jednym w ka·zdej kolumnie).

Przyk÷ad 1.5.4 Zastosujemy uwag¾e 1.5.3 do zadania przydzia÷u opisanego w przyk÷adzie
1.5.1. Macierze C, C 0 i C 00 maj ¾a postác

C =

2

66
4

5 4 5 3
4 6 3 3
6 7 4 4
5 8 5 4

3

77
5 , C

0 =

2

66
4

2 1 2 0
1 3 0 0
2 3 0 0
1 4 1 0

3

77
5 , C

00 =

2

66
4

1 0 2 0
0 2 0 0
0 2 0 0
0 3 1 0

3

77
5 .

Dla ka·zdej z tych macierzy kosztów zadania przydzia÷u s ¾a sobie równowa·zne. Ponadto dowolna
macierz permutacji P4 jest rozwi ¾azaniem dopuszczalnym zagadnienia przydzia÷u. W omaw-
ianym przyk÷adzie widzimy, ·ze w rozwi ¾azaniu dopuszczalnym

X =

2

66
4

0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
1 0 0 0

3

77
5

(b ¾ed ¾acymmacierz ¾a permutacji) wszystkie pozycje jedynek s ¾a zgodne z niektórymi pozycjami zer
w macierzy C 00. Oznacza to, ·ze X jest rozwi ¾azaniem optymalnym (dla macierzy C 00 ÷ ¾aczny koszt
wynosi 0, a wi ¾ec jest minimalny). Dla wyj́sciowego zadania X jest wi ¾ec równie·z rozwi ¾azaniem
optymalnym i minimalny ÷ ¾aczny koszt przydzia÷u wynosi 4 + 3+ 4+ 5 = 16. Ten przyk÷ad jest
jednak szczególny, bowiem w przyk÷adzie tym z ósmiu pozycji dla zer w macierzy C 00 mo·zna
wybrác cztery takie, które daj ¾a macierz permutacji. Ogólnie tak nie musi býc.

Przyk÷ad 1.5.5 Rozwa·zmy zadanie przydzia÷u z macierz ¾a kosztów

C =

2

66
4

82 83 69 92
77 37 49 92
11 69 5 86
8 9 98 23

3

77
5 .
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Macierze C 0 i C 00 powsta÷e z macierzy C przez odj ¾ecie kolejno od ka·zdego elementu najm-
niejszego elementu w danym wierszu, a nast ¾epnie od ka·zdego elementu najmniejszego elementu
w danej kolumnie maj ¾a postác

C 0 =

2

66
4

13 14 0 23
40 0 12 55
6 64 0 81
0 1 90 15

3

77
5 , C

00 =

2

66
4

13 14 0 8
40 0 12 40
6 64 0 66
0 0 90 0

3

77
5

Wmacierzy C 00 z szésciu pozycji dla zer nie da si ¾e wybrác czterech takich, które da÷yby macierz
permutacji.

Uwaga 1.5.6 Zauwa·zmy, ·ze macierz kwadratowa n � n zawieraj ¾aca co najmniej n zer ma
szczególn ¾a w÷asnóśc: z pozycji zer w tej macierzy da si ¾e wybrác n takich, które daj ¾a macierz
permutacji wtedy i tylko wtedy, gdy najmniejsza liczba poziomych lub pionowych wierszy
zawieraj ¾acych zera wynosi dok÷adnie n. Tak jest dla macierzy C 00 z przyk÷adu 1.5.4, ale nie
dla macierzy C 00 z przyk÷adu 1.5.5. W takim przypadku mo·zna jednak dalej mody�kowác
macierz C 00 (powi ¾ekszaj ¾ac w niej liczb ¾e zer) tak aby doprowadzíc do sytuacji gdy najmniejsza
liczba poziomych lub pionowych wierszy zawieraj ¾acych zera wynosi dok÷adnie n. W poni·zszym
przyk÷adzie opiszemy tak ¾a mody�kacj ¾e.

Przyk÷ad 1.5.7 Wró́cmy do macierzy C 00 z przyk÷adu 1.5.5, dla której najmniejsza liczba
poziomych lub pionowych wierszy zawieraj ¾acych zera wynosi 3. S ¾a to wiersze drugi i czwarty
oraz kolumna trzecia, zaznaczone w poni·zszej macierzy na czerwono:

2

66
4

13 14 0 8
40 0 12 40
6 64 0 66
0 0 90 0

3

77
5

Kolumna ta krzy·zuje si ¾e z obydwoma wierszami w pozycjach (2; 3) i (4; 3). Spósród pozosta÷ych
elementów zaznaczonych na czarno wybieramy najmniejszy element. Jest nim 6 na pozycji
(3; 1). Odejmujemy ja od wszystkich pozycji zaznaczonych na czarno i dodajemy j ¾a do ele-
mentów znajduj ¾acych si ¾e w miejscach przeci ¾ecia czerwonych wierszy i kolumn. Otrzymujemy
macierz

C 000 =

2

66
4

7 8 0 2
40 0 12 40
0 58 0 60
0 0 96 0

3

77
5

z jednym zerem wi¾ecej ni·z w macierzy C 00. W kolejnej uwadze wyjásnimy, dlaczego zagadnienie
przydzia÷u z macierz ¾a kosztów C 000 jest równowa·zne wyj́sciowemu zagadnieniu. Natomiast ju·z
teraz widzimy, ·ze macierz C 000 ma ju·z korzystn ¾a w÷asnóśc: cztery z siedmiu zer jest w pozycji
daj ¾acej macierz permutacji. 2

66
4

1
1

1
1

3

77
5 .

Macierz ta przedstawia przydzia÷ oprymalny, zás koszt tego przydzia÷u dla macierzy kosztów C
wynosi 69 + 37 + 11 + 23 = 140.
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Uwaga 1.5.8 Rozwa·zmy zagadnienie przydzia÷u z n pracownikami i n czynnósciami, z macierz ¾a
kosztów C = [cij]n�n,w której liczba zer wynosi co najmniej n (da si ¾e tak zrobíc po ewentualnej
mody�kacji, patrz uwaga 1.5.3), zás najmniejsza liczba poziomych lub pionowych wierszy zaw-
ieraj ¾acych zera jest mniejsza ni·z n. Maj ¾ac dane bazowe rozwi ¾azanie dopuszczalne (jakakolwiek
macierz permutacji) mo·zemy wyznaczýc zmienne dualne ui; vj, i; j 2 J; i ujemne koszty zre-
dukowane �cij = cij�ui�vj, i; j 2 J , oraz sprawdzíc, czy rozwi ¾azanie jest optymalne tak, jak si ¾e
to robi÷o dla zadania transportowego. Zmody�kujmy teraz macierz kosztów i zmienne dualne w
nast ¾epuj ¾acy sposób. Wyznaczmy najmniejsz ¾a liczb ¾e wierszy b ¾ad́z kolumn macierzy C zawiera-
j ¾acych zera. Te wiersze i kolumny nazwijmy "czerwone" oraz elementy w tych wierszach b ¾ad́z
kolumnach nazwijmy równie·z "czerwone", natomiast pozosta÷e elementy nazwijmy "czarne".
Spósród wszystkich czarnych elementów wybierzmy element najmniejszy, równy d, i odejmijmy
go od wszystkich czarnych elementów oraz dodajmy go do czerwonych elementów nale·z ¾acych
jednoczésnie do czerwonych wierszy i czerwonych kolumn (czyli le·zacych w miejscach, gdzie
krzy·zuj ¾a si ¾e czerwone wiersze i czerwone kolumny). Tak zmody�kowan ¾a macierz kosztów oz-
naczmy symbolem C 0. Zauwa·zmy, ·ze w w macierzy tej jest co najmniej jedno zero wi ¾ecej ni·z
w macierzy C (np. w pozycji gdzie znajdowa÷ si ¾e minimalny czarny element). Zmody�kujmy
teraz zmienne dualne: dla wierszy czarnych u0i := ui� d a dla wierszy czerwonych u

0
i = ui. Dla

kolumn czarnych v0j = vj a dla kolumn czerwonych v
0
j = vj + d. Nietrudno zauwa·zýc, ·ze dla

otrzymanych w ten sposób zmody�kowanych zmiennych dualnych ujemne kosztu zredukowane
nie zmieni ¾a si ¾e w stosunku do wyj́sciowych kosztów cpr i wyj́sciowych zmiennych dualnych
up; vr, p; r 2 J . W tym celu mo·zna pos÷u·zýc si ¾e poni·zsz ¾a zmody�kowan ¾a tabel ¾a kosztów, w
której wprowadzono zmody�kowane koszty i zmody�kowane zmienne dualne. Dla uproszczenia
wprowadzono tylko jeden wiersz czerwony i tylko jedn ¾a kolumn¾e czerwon ¾a.

v1 vl vj + d vn

u1 � d c11 � d � � � cil � d � � � cij � � � cn � d
...

...
...

...
...

uk � d ck1 � d � � � ckl � d � � � ckj � � � ckn � d
...

...
...

...
...

ui ci1 � � � cil cij + d � � � cin
...

...
...

...
...

un � d cn1 � d � � � cnl � d � � � cnj � � � cnn � d

Oznacza to, ·ze zadanie ze zmody�kowan ¾a w ten sposób macierz ¾a kosztów C 0 jest równowa·zne
wyj́sciowemu zadaniu. Poniewa·z po tej mody�kacji liczba zer w macierzy kosztów zwi ¾ekszy
si ¾e o co najmniej jedno (np. w pozycji, gdzie znajdowa÷ si ¾e minimalny czarny element), wi ¾ec
powtarzaj ¾ac t ¾e procedur¾e mody�kacji co najwy·zej n(n� 1) razy otrzymamy macierz kosztów z
zerami znajduj ¾acymi si ¾e w pozycjach daj ¾acych macierz permutacji. Dla tej macierzy permutacji
i dla zmody�kowanej macierzy kosztów ÷ ¾aczny koszt wyniesie 0, a wi ¾ec ta macierz permutacji
b ¾edzie rozwi ¾azaniem optymalnym. Minimalny ÷ ¾aczny koszt dla wyj́sciowego zadania otrzymamy
stosuj ¾ac wyj́sciow ¾a macierz kosztów.

Opisana w uwagach 1.5.3-1.5.8 procedura nosi nazw¾e metody w ¾egierskiej dla rozwi ¾azania
zagadnienia przydzia÷u. Nazwa pochodzi od matematyków w¾egierskich Dénesa K½oniga i Jen½o
Egerváry�ego, których opracowali t ¾e metod¾e w I po÷owie XX wieku. Praca Egerváry�ego w
j ¾ezyku w¾egierskim z 1931 roku zosta÷a przet÷umaczona na angielski i rozwini ¾eta przez Haralda
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Kuhna w 1955 roku. Stosunkowo niedawno, bo w roku 2006 odkryto, ·ze problem przydzia÷u
rozwi ¾aza÷ ju·z w XIX wieku Carl Gustav Jacobi, który opublikowa÷ wyniki w roku 1890.


