ROZDZIAL 2

Wstep do programowania dyskretnego

Motto:
Dobry Bdg stworzyt liczby catkowite, reszte wymyslili ludzie
L. Kronecker

2.1 Definicje i przyklady wprowadzajace

Definicja 2.1.1 Przez zadanie programowania (liniowego) catkowitoliczbowego rozumiemy zadanie
maksymalizacji lub minimalizacji (liniowej) funkcji celu przy ograniczeniach (liniowych) réwnos-
ciowych lub nieréwnosciowych okreslonej w obszarze ZP x R" P, gdzie 1 < p < n, n,p € N,
czyli w obszarze wektoréw o pierwszych p wspétrzednych catkowitych. W postaci klasycznej
zadanie to ma postac:

maksymalizowac c'x
przy ograniczeniach Az < b,
x>0,

v, €Zdlart=1,..,p.

gdzie 1 < p < n. Jedli p = n, to zadanie nazywa sie czysto catkowitoliczbowe, w przeciwnym
wypadku nazywa si¢ ono zadaniem mieszanym catkowitoliczbowym.

Definicja 2.1.2 Przez zadanie programowania (liniowego) dyskretnego lub binarnego rozu-
miemy zadanie maksymalizacji lub minimalizacji (liniowej) funkcji celu przy ograniczeniach
(liniowych) réwnoéciowych lub nieréwnoSciowych okreSlonej w obszarze {0,1}", czyli w ob-
szarze wektorow o wspolrzednych binarnych. W postaci klasycznej zadanie to ma postac:

maksymalizowaé c'z
przy ograniczeniach Az < b,
x>0,

z;€{0,1} dlai=1,....,n.

Podamy teraz kilka przykladéw probleméw, ktére mozna sprowadzi¢ do zadan programowa-
nia catkowitoliczbowego lub dyskretnego. Niektore z tych probleméw od razu przedstawimy w
postaci takich zadan, inne przedstawimy w takiej postaci w kolejnych rozdziatach.

Przyklad 2.1.3 (Zagadnienie rozkroju) Z bel papieru o szerokoéci 210 cm nalezy wykroi¢ co
najmniej:
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36 Rozdziat 2. Wstep do programowania dyskretnego

e 30 rolek o szerokosci a = 62 cm,
e 60 rolek o szerokoSci b = 55 cm,

e 60 rolek o szerokosci ¢ = 40 cm.

Wyznaczymy plan rozkroju minimalizujacy liczbe bel uzytych do rozkroju.

Wsréd wszystkich rozkrojéw beli papieru mozna wyrézni¢ rozkroje efektywne, tzn. takie,
dla ktérych pozostaloSci po rozkroju nie da sie dalej rozkroi¢ na rolki o zadanej szerokoSci.
Przyktadowo, niech abcc oznacza rozkrdj beli na 4 rolki o szerokosSciach a, b, c,c. Nietrudno
sprawdzi¢, ze wszystkie mozliwe rozkroje efektywne to: aaa, aab, aacc, abb, abce, acce, bbbe,
bbce, beee, cecce (ustawione w porzadku leksykograficznym). Oznaczmy przez x; liczbe bel kro-
jonych wedlug i-tego z wyzej wymienionych rozkrojow efektywnych. Wéwczas zadanie mozna
sformutowac jako zadanie programowania liniowego calkowitoliczbowego w nastepujacy sposéb:

minimalizowaé r1+ ...+ T10
przy ograniczeniach 3xy + 2x9 4 223 + x4 + x5 + 26 > 30,
To + 224 + x5 + 327 + 228 + 9 > 60,
2x3 4 2x5 + 3x6 + 7 + 228 + 3T9 + OT19 > 60,
T1y...9 210 2 0,
X1,y T19 € L.

Przyklad 2.1.4 (Catkowitoliczbowe zadanie analizy dziatalnosci gospodarczej) Zaklady lot-
nicze produkuja dwa typy samolotéw A i B. W celu wyprodukowania jednego samolotu typu
A wzglednie B trzeba zainwestowaé 7 wzglednie 6 mln zt. 7 uwagi na popyt, liczba wypro-
dukowanych samolotéw typu B nie moze przekroczyé¢ 125% liczby wyprodukowanych samolotéw
typu A. Zaklady moga zainwestowa¢ maksymalnie 42 mln zt. Zysk ze sprzedazy jednego
samolotu typu A wzglednie B wynosi 10 wzglednie 9 mln zt. Ile samolotéw typu A i B powinny
produkowa¢ zaklady, aby zapewni¢ sobie najwiekszy zysk?

Niech x; wzglednie x5 bedzie liczba produkowanych samolotéw typu A wzglednie B. Zadanie
to mozna wéwczas sformulowaé jako zadanie programowania liniowego catkowitoliczbowego w
nastepujacy sposéb:

maksymalizowaét 1027 + 925

przy ograniczeniach 7x; + 6xy < 42,
—51’1 + 41’2 S 0,
x1,x9 2 0,
r1,To € 7.

Przyklad 2.1.5 (zagadnienie transportowe)

W sieci m magazynéw Aq,...,A,, skladuje sie pewien towar. Nalezy go dostarczy¢ do sieci
n sklepéw By,...,B,. Zapas magazynu A; wynosi a; jednostek towaru, ¢ = 1,...,m. Sklep B;
potrzebuje b; jednostek towaru, j = 1,..,n. Zakladamy, ze

m



2.1. Definicje i przyklady wprowadzajace 37

(taczna podaz jest réwna tacznemu popytowi). Koszty transportu jednostki towaru z magazynu
A; do sklepu B; wynosza c;; jednostek pienieznych, ¢ = 1,...,m, j = 1,...,n. Nalezy okresli¢
plan transportowy o minimalnych kosztach zaspokajajacy zapotrzebowanie wszystkich sklepéw
(czyli, przy podanym zalozeniu, wyczerpujacy laczne zapasy magazynéw).

Jesli przez x;; oznaczymy ilo$¢ towaru transportowanego z magazynu A; do sklepu B;, i =
1,....m, 5 =1,...,n, to powyzsze zagadnienie bedzie mialo nastepujacy model matematyczny:

minimalizowaé Y 7" YU ¢y
n

przy ograniczeniach > i1 Tij = G 1=1,..,m,
Yo i =b; ji=1,..,n, (2.2)
T4 2 0,

Tij € Z, 1= 1,..,m,j = 1,...,TL.

Przyklad 2.1.6 (Zagadnienie przydzialu) n pracownikom nalezy przydzieli¢ n czynnosci o
znanych kosztach ich wykonania c¢;;,7 = 1,...,n, j = 1,...,n, przez kazdego z pracownikéw.
Przydzialu nalezy dokonac tak, aby:

a) kazdy z pracownikéw wykonywat doktadnie jedng czynno$¢ i kazda czynno$¢ byta przy-
dzielona doktadnie jednemu pracownikowi,

b) plan przydzialéw miat minimalny koszt.

Niech

S 1 gdy i-temu pracownikowi zostanie przydzielona j-ta czynnosc,
Y10 poza tym.

Zadanie mozna wéwczas sformutowaé jako zadanie dyskretnego programowania liniowego w
nastepujacy sposob:

« . . , n n
minimalizowagc oy ijl CijTij
r i iach " oz =1 =1
przy ograniczeniac o1 T =1, 1=1,...,n,

2?21 xij = 1, j = 1, ., n,
Tij S {0, 1}, Z,j = 1, ., T

Zwréémy przy okazji uwage na fakt, ze zadanie to jest szczegélnym przypadkiem zadania trans-
portowego w obszarze zmiennych binarnych.

Przyklad 2.1.7 (Zagadnienie plecakowe) Turysta moze wzia¢ do plecaka 4 rézne przedmioty o
uzytecznosciach 3,4, 2 wzglednie 3 i o cigzarze 3, 2,4 wzglednie 1. Maksymalny ciezar wzigtych
przedmiotéw wynosi 9. Ktére przedmioty powinien zabra¢ ze sobg turysta, aby przy zachowaniu
podanego maksymalnego ciezaru osiagna¢ maksymalng uzytecznoS¢?

Niech
S 1 jesli turysta wezmie ze sobg j-ty przedmiot,
710 poza tym.
Zadanie mozna wowczas sformulowaé jako zadanie dyskretnego programowania liniowego w
nastepujacy sposéb:

maksymalizowat 3z 4 4xs + 223 + 314
przy ograniczeniu 3x; + 2x9 +4x3 + 14 < 9,
z; € {0,1}, 1=1,2,3,4.
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Przyktad 2.1.8 (Minimalne drzewo rozpinajace) Oboéz sktada sie z kilkunastu namiotéw. Jak
polaczy¢ namioty Sciezkami tak, zeby mozna bylo przejs¢ od kazdego do kazdego po Sciezkach
i zeby przy tym laczna dlugosc Sciezek byla mozliwie najmniejsza?

Przyklad 2.1.9 (Najkrotsza droga) Nalezy znalezé najkrétsza (najszybsza, najtansza) droge
z Campusu A do Campusu B Uniwersytetu Zielonogérskiego.

Przyklad 2.1.10 (Zagadnienie komiwojazera) Handlowiec chce odwiedzié n miejscowosci (klien-
tow) startujac ze swojej miejscowoSci i wracajac tam po skoficzonej podrézy. W jakiej kolejnosci
powinien odwiedzaé te miejscowosci, aby laczna przebyta trasa (laczne koszty podrézy) byta(y)

minimalna(e).
Niech
S 1 jesli bezposrednio po i-tej odwiedzana bedzie j-ta miejscowosc,
Y10 poza tym.

Ponadto niech ¢;; oznacza odleglo$¢ (czas podrézy, koszt podrézy) od i-tej do j-tej miejscowosci,
1,j = 1,..n. Zadanie mozna wéwczas sformulowaé jako zadanie dyskretnego programowania
liniowego w nastepujacy sposob:

o . . , n n
minimalizowagc oy ijl CijTij
T i iach " oz =1 =1
przy ograniczeniac o1 T =1, 1=1,...,n,
Yox =1 =1
qu:lxlj =1 J=14..,n,
z;; € {0,1}, i,j=1,..n
i krétkie cykle sg zabronione.

Ostatnie ograniczenie gwarantuje, ze trasa nie roztozy si¢ na kilka rozlacznych cykli. W jednym
z kolejnych rozdzialéw zapiszemy to ograniczenie w innej postaci.

Uwaga 2.1.11 Kazde dyskretne zadanie programowania (liniowego) mozna sprowadzi¢ do (lin-
iowego) zadania catkowitoliczbowego zastepujac kazde ograniczenie x; € {0,1} ograniczeniem
Ogl’l < 1, ZT; GZ,i: 1,...,71.

Uwaga 2.1.12 Kazde zadanie (liniowego) programowania catkowitoliczbowego z ograniczonymi
zmiennymi mozna sprowadzi¢ do (liniowego) zadania programowania dyskretnego zastepujac
kazda ograniczong zmienng catkowitoliczbowa 0 < z; < d;, x; € Z, jej rozwinigciem dwéjkowym

v =2 + 2+ .27y, y; € {01}, j =1, ..,

1 = 1,...,n. W wielu zadaniach optymalizacji zmienne sa albo z definicji ograniczone albo
wartosci je ograniczajace mozna wyznaczyc. Tak wigc ograniczonoS¢ zmiennych nie jest istot-
nym zawezeniem rozwazan. Bardziej istotnym problemem jest fakt, ze omawiane sprowadzenie
do zadania programowania dyskretnego nie jest najczesciej efektywne.

Przyklad 2.1.13 Rozwazmy zadanie programowania calkowitoliczbowego omawiane w przykladzie
2.1.4:

maksymalizowac 1021 + 924
przy ograniczeniach 7z + 6xo < 42
=521+ 429 <0

T1,29 > 0

T1,xo € 7.
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Rozwigzanie optymalne tego zadania bez uwzglednienia catkowitoliczbowo$ci zmiennych
wynosi x* = (2%, 3%) ~ (2.90, 3.62) z optymalng wartoScia funkcji celu z* ~ 61.55. Rozwiazanie
to nie jest jednak catkowitoliczbowe. Najblizsza od x* para o wspéirzednych catkowitych
x’ = (3,4) nie spelia warunkéw zadania. Najblizsze od z* rozwigzanie dopuszczalne wynosi
" = (3,3) z wartoScia funkcji celu z” = 57. Nie jest to jednak rozwiazanie optymalne. Jest
nim bowiem T = (6, 0) z optymalna wartoscig funkcji celu Z = 60. Zauwazmy przy okazji, ze w
omawianym przyktadzie T jest najbardziej odleglym od z* rozwigzaniem dopuszczalnym.
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2.2 Relaksacje zadan programowania dyskretnego

Zadania programowania dyskretnego sa znacznie trudniejsze do rozwigzania anizeli zadania
programowania liniowego. Dlatego czesto pomocniczo rozwiazuje si¢ pewne zastepcze, prostsze
zadania, ktére sa w pewnym sensie powigzane z danym zadaniem programowania dyskretnego.
Takie pomocnicze zadania nazywa sie relaksacja (ostabieniem) danego zadania, o ile spelione
sg pewne warunki. Zanim podamy te warunki wprowadzimy pewne oznaczenia. Niech D bedzie
pewnym zbiorem skonczonym, na ktérym okreSlona jest pewna funkcja f. Niech ponadto dany
bedzie pewien zbiér D’ (niekoniecznie skoniczony) i funkcja g okreslona na zbiorze D'.

Definicja 2.2.1 Zadanie

maksymalizowaé g(x)
. . , (2.3)
przy ograniczeniach = € D
nazywamy relaksacjq zadania
maksymalizowaé f(z) (2.4)

przy ograniczeniach = € D,
jesli
(i) Dc D',
(i) f(z) < g(x) dla kazdego x € D.

Uwaga 2.2.2 Przy odpowiednim doborze funkcji g i zbioru D’ zadanie (2.3) jest latwiej
rozwiazaé niz zadanie (2.4). Je§li stwierdzimy, ze dla rozwigzania optymalnego zadania (2.3)
zachodzi f(z*) = g(2*) i 2* € D, to z* bedzie rozwiazaniem optymalnym zadania (2.4).

Przyklad 2.2.3 Zadanie programowania liniowego

maksymalizowaé c'x
przy ograniczeniach Ax <b
x>0

jest relaksacja zadania programowania liniowego catkowitoliczbowego

maksymalizowaé c'x
przy ograniczeniach Ax <b
x>0

rv,e€Zdai=1,..n.
Relaksacja ta nazywa sie relaksacjq LP.

Przyklad 2.2.4 Zadanie programowania liniowego

maksymalizowaéc c'x
przy ograniczeniach Ax <b
0<z<1

jest relaksacja zadania programowania liniowego dyskretnego

maksymalizowac c'z
przy ograniczeniach Ax <b
x>0

r;€{0,1} dlai=1,....,n.
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Przyklad 2.2.5 Zadanie przydziatu

« e . a n n
minimalizowaé D i1 Dje1 CijTij
. iczeniach S g — 1, i1
przy ograniczeniac L my =1, i=1,..,n,

E?:l Tij = 1, J = 1, N,
Tij S {O, 1}, ’l,j = 1, . n

jest relaksacjg zadania komiwojazera

« e . ’ n n
minimalizowaé D im1 e CijTij
przy ograniczeniach 37, x;; = 1, i=1,..,n,
Yomp=1 =1
Zi:lmlj =4 J=4.5n,
z;; € {0,1}, ,j=1,..,n
i krétkie cykle sg zabronione.

Przyklad 2.2.6 Rozwazmy teraz zadanie programowania liniowego catkowitoliczbowego

maksymalizowaé c'x
przy ograniczeniach Ar <b
x>0

rv,eZdlai=1,..n.

i niech v > 0 bedzie pewnym ustalonym wektorem, v € R™. Zadanie

maksymalizowac c'z
przy ograniczeniach u' Az <u'b
x>0

v e€Zdair=1,..n.

jest relaksacja rozpatrywanego zadania.

2.2.1 Relaksacja Lagrange’a

Opiszemy teraz pewna metode, tzw. metode relaksacji Lagrange’a, stosowang czasem w zadani-

ach programowania liniowego catkowitoliczbowego. W zadaniach tych czesto wystepuja ograniczenia,
ktore sa niewygodne przy bezposrednim rozwigzaniu zadania. Przykladem tego moze by¢ zagad-
nienie komiwojazera, dla ktérego takim niewygodnym ograniczeniem jest ograniczenie wyrazone
stownie "krétkie cykle sa zabronione”, a ktére mozna przedstawic réwniez w postaci odpowied-
nich nieréwnosci. Ze wzgledu na zastosowania przedstawimy wiec relaksacje Lagrange’a dla
zadania programowania liniowego catkowitoliczbowego postaci

maksymalizowaé flx) =c'x
wzgledem r e, (2.5)
przy ograniczeniach Az < b.

Przypu$tmy, ze istnieje rozwiazanie optymalne tego zadania i oznaczmy jego warto$¢ optymalnag
symbolem f*. Przypu$¢my ponadto, ze ograniczenia nieréwnosciowe tego zadania zlozone sg z

. . : A . : .
dwéch czesci: Ajx < by 1 Asx < by, gdzie A = Al ib= 21 , Przy czym ograniczenia
2 2

A1z < by sa w pewnym sensie niewygodne. Przykladem takich niewygodnych ograniczen sa
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ograniczenia "krétkie cykle sg zabronione” w zagadnieniu komiwojazera, ktére jak wczesniej
powiedzieliSmy mozna zapisa¢ w postaci nieréwnosci liniowych. Zdefiniujmy zbiér X w postaci
X ={zx € Z": Asx < by}. Rozwazane zadanie przyjmuje zatem postac

maksymalizowaé f(x)=c'z
wzgledem reX (2.6)
przy ograniczeniach Aj;x < b;.

Zadanie
maksymalizowaé ¢z + X' (by — A1)

wzgledem r € X, (2.7)

gdzie A > 0 jest wektorem odpowiedniego wymiaru, jest relaksacja rozpatrywanego zadania
(2.5), gdyz dla dowolnego wektora z speliajacego ograniczenia zadania (2.5) i dla dowolnego
A > 0 zachodzi nieréwno$é

e <z N (b — Ajx) (2.8)

oraz zbiér D rozwiazan dopuszczalnych zadania (2.5) jest zawarty w zbiorze rozwiazan do-
puszczalnych D’ zadania (2.7). Mozemy wiec powiedzie¢, ze pewne (niewygodne) ograniczenia
zostaly dodane do funkcji celu z pewnymi nieujemnymi wagami (mnoznikami Lagrange’a).
Zadanie (2.7) ma zatem prostszy zbiér rozwigzan dopuszczalnych i jest najczesciej znacznie
prostsze do rozwiazania, anizeli zadanie (2.5). Z nieréwnosci (2.8) wynika, ze dla dowolnego
A > 0 liczba
h(\) = sup{c'z + X" (by — Ayx)}
zeX

jest gérnym ograniczeniem wartoSci optymalnej zadania (2.5). Chodzi nam jednak o to, aby
ograniczenie to jak najmniej odbiegato od tej wartoSci optymalnej. Nalezy w tym celu dobrac
wektor wag A > 0 tak, aby warto$¢ h(\) byta mozliwie najmniejsza. W ten sposéb dochodzimy
do zadania

minimalizowaé h()\) = sup,cy{b; A + (c — A{ \) Tz}

wzgledem A>0.

Zadanie to jest zadaniem minimalizacji wypuklej, ale najczeSciej nierézniczkowalnej. Istnieja
jednak efektywne metody rozwigzania takiego zadania, o ktérych bedziemy moéwi¢ w jednym z
kolejnych rozdzialéw. Nalezy jednak podkreslic, ze tzw. luka dualnosci

inf h(\) — f*

A =]
jest najczeSciej wigksza od zera. Niemniej jednak infy>o k() jest najlepszym (z mozliwych do
uzyskania stosunkowo nieduzym kosztem) gérnym ograniczeniem warto$ci optymalnej rozwazanego
zadania.
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2.3 Metoda Gomory’ego
Rozpocznijmy od nastepujacego przykladu.

Przyklad 2.3.1 Rozwazmy nastepujace zadanie programowania liniowego catkowitoliczbowego:

maksymalizowaé T1 + To

przy ograniczeniach x1 + 229 < 32
1821 + 3wy < 224 (P)

T1,T2 Z 0

X1, X € L.

Opu$émy najpierw ograniczenie calkowitoliczbowosci zmiennych i rozwiazmy przy pomocy
metody sympleksowej powstale w ten sposéb zadanie (P’) bedace relaksacja LP zadania .
Otrzymamy nastepujaca poczatkows tablice sympleksowa;

—T1 —T2
0 -1 -1 z
32 |1 2 = uy
224 | 18 3 = Ug
Po dwéch piwotyzacjach otrzymamy tablice
—Uz —Uy
o0 L 5 | —.
ERRE e
32 | 2 1
el I A vl

Rozwigzanie optymalne zadania (P’) 2* = (10%,102),u* = (0,0) nie spelia warunku catkow-
itoliczbowosci zmiennych zadania (P). Zauwazmy, ze w zadaniu (P) zmienne uzupehiajace
uy, ug sg catkowite, gdyz wszystkie dane w tym zadaniu sg catkowite.

Z réwnania

1 2 2
wynika nier6wnos¢
2
1 — Uy S 105,

gdyz -1 = [-4] < —% 10 =[] < &. Poniewaz 1, u; sg calkowite, ostatnia nieréwnosé

jest réwnowazna nieréwnosci

T — Uy S 10
lub inaczej — ukladowi
T — U +us = 10
Uus 2 0.

Jesli teraz od ostatniego réwnania odejmiemy réwnanie (2.10), to otrzymamy réwnanie

10 2
——U] — —SUp + U3 = —=.
11t 332" 3
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Zauwazmy, ze rozwigzanie optymalne zadania (P’), z* = (102,10%),u* = (0,0) nie spekia
ostatniego réwnania, gdyz usz musi by$ nieujemne. Roéwnanie to musi by¢ jednak spelnione
przez dowolne rozwiazanie optymalne zadania (P). Jesli dolaczymy to réwnanie do ukladu
przedstawionego tablica (2.9), to otrzymamy tablice:

—Uz —U
63 T 5 —
M Y =<
3 33 11 =22
| 2™ D1
5|, T oo
1 B Bt vill Bl

Zwiazane 7z ta tabela zadanie maksymalizacji (P”) jest réwnowazne zadaniu (P) i moze by¢
rozwigzane na przykitad przy pomocy dualnego algorytmu sympleksowego. Po jednej jego iter-
acji otrzymamy tablice:

—Uus —U
213 0 |==z
1n|-1 1 = 24
10 |1 -1 | =z
11| -3 15 | =u
Tablica ta przedstawia rozwiazanie optymalne zadania (P”), " = (10, 11). Poniewaz rozwiazanie

to jest catkowitoliczbowe, wiec jest ono réwniez rozwigzaniem optymalnym zadania (P) (patrz
uwaga 2.2.2).

W powyzszym przykladzie zastosowaliSmy tzw. metode ciec Gomory’ego, ktéra opiszemy
teraz dla ogélnego przypadku zadania programowania liniowego czysto catkowitoliczbowego:

maksymalizowac c'x
przy ograniczeniach Ax <b
>0 (2.11)

r, €ZL,1=1,...n,

przy czym elementy A i b sg liczbami caltkowitymi. Najpierw nalezy rozwiazaé powyzsze
zadanie bez uwzgledniania ograniczenia catkowitoliczbowosci zmiennych, czyli relaksacje LP
zadania (2.11). Je§li rozwiazanie optymalne x* tego zadania jest catkowitoliczbowe, to jest ono
réwnoczes$nie rozwigzaniem optymalnym wyjéciowego zadania (2.11). W przeciwnym wypadku
niech

1 —r1 ... =Ty

hog h()l hOn =z

h10 hll hln = 51

(2.12)
hio | hiv .. hin | =85

Pono | Bt oo P | = S

bedzie tablicg sympleksowa odpowiadajaca temu rozwigzaniu, przy czym wartoS¢ h;y nie jest
calkowita. i-te réwnanie ukladu przedstawionego tablica (2.12) ma postaé

S; + Z hijrj = hig. (213)
j=1
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Poniewaz [h;;] < h;; i 7; > 0, wigc zachodzi nieréwnosé
n
S; + Z [h’ZJ] Tj S hig.
j=1
W konsekwencji
n
si+ Y [hlry < (bl
j=1
poniewaz wszystkie zmienne sg calkowite. Ostatnia nieréwnos¢ jest réwnowazna uktadowi

si+ > il + = [hao (2.14)
j=1

Um+1 > 0.

Jesli teraz odejmiemy réwnanie (2.13) od réwnania (2.14), otrzymamy réwnanie
> ([hig) = hi) 5 + twnyr = [hio] = hio, (2.15)
j=1
przy czym u,;1; > 0. Roéwnanie to "odetnie” rozwigzanie x*, poniewaz [hi] — hip < 0 i
wszystkie zmienne niebazowe 7; = 0. Rownanie to musi by¢ jednak spelione dla kazdego
dopuszczalnego (czyli catkowitoliczbowego) rozwiazania zadania (2.11) i dla pewnego w11 >
0. JeSli wiec rownanie to dolaczymy jako dodatkowe ograniczenie do wyjSciowego zadania,
otrzymamy zadanie réwnowazne. W praktyce réwnanie to dotacza si¢ do tablicy sympleksowe;j
(2.12). W efekcie otrzymamy tablice

1 -7y e —Tp

hoo hot . hon =z

hio hiy o hip =51

hiO hil hzn = S; ’
hmO hml hmn = S,

[hio] — hig [hil] —hi o . [hm] — N, | = Um+1

ktéra nie przedstawia rozwiazania optymalnego, gdyz [hi] — hio < 0. Tablice t¢ mozna
dalej piwotyzowac, najlepiej przy pomocy dualnego algorytmu sympleksowego, z uwagi na
dualna dopuszczalno$¢. Jesli otrzymane rozwiazanie bedzie catkowitoliczbowe, to bedzie ono
rozwigzaniem wyjsciowego zadania. W przeciwnym wypadku opisang procedure nalezy pow-
tarza¢ az do otrzymania rozwigzania catkowitoliczbowego.

Przyklad 2.3.2 Wyznaczyt¢ rozwigzanie zadania programowania liniowego catkowitoliczbowego

maksymalizowaé T1 + 229
przy ograniczeniach 221 + 3x9 <27
21’1 - 2[[’2 S 7

—6ZL‘1 - 21’2 S -9
—2£L'1 - 6I‘2 S —11
—6x1 4+ 81y < 21
X1, € 7.
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2.4 Metody podzialu i ograniczen

Metody podziatu i ograniczen (ang. branch and bound methods) stosuje si¢ do zadan maksymal-
izacji (badz minimalizacji) funkcji f na zbiorze skonczonym G:

1 /(@)

Opiszemy te metody dla zadan maksymalizacji. Jest to cala klasa metod posiadajacych
pewne wspélne cechy. Na pewnej rodzinie zbioréw D C 2¢ zawierajacej zbiér G oraz wszystkie
jego jednoelementowe podzbiory definiuje funkcje ¢ (ograniczenie gdrne) posiadajaca nastepu-
jace wiasnosci:

10 Gl C G2 €D = QO(Gl) < gO(GQ)

2°a € G = p({a}) = f(a)

Funkcje ¢ dobiera si¢ specjalnie do rodzaju zadania.

Uwaga 2.4.1 Z wlasnoéci 1° — 2° wynika, ze funkcja ¢ ma réwniez wlasnoéé
r€GeD= f(z)=p({z}) < 0(G),

czyli
©(G) > max f(x).

zeqG
Z tego powodu nazywa sie¢ ona ograniczeniem gornym. OczywiScie wlasno$¢ ta przystuguje
dowolnemu podzbiorowi G; € D, czyli

©(G;) > max f(x).

zeG;

Przyklad 2.4.2 Rozwazmy nastepujace zadanie programowania liniowego czysto catkowitoliczbowego

maksymalizowac c'z
przy ograniczeniach Ax < b,
0<xz<h,

x ez,

przy czym h € R". Niech G bedzie zbiorem rozwiazan dopuszczalnych tego zadania:
G={zeR": Az <b,0<x < h,zxeZ"}

Oczywiscie G jest zbiorem skonczonym. Niech rodzina D sklada si¢ ze wszystkich zbioréw
G(d; g) C G postaci:

G(d;g) ={z eR": Az < bd<az<g,xeZ"},
gdzie d,g € R",0 < d < g < h. Zdefiniujmy
©(G(d;g)) = max{c'z: Ar < b,d < x < g}.

Przyjmujemy przy tym, ze p(f)) = —oo. Nietrudno zauwazy¢, ze funkcja ¢ ma wtasnosci 1° —2°,
gdzie f(z) =c'z.
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W kazdej iteracji dowolnej metody podziatu i ograniczen zbiér G rozkltada sie na (mozliwie
rozigczne) podzbiory Gy, G, ..., Gy, € D:

1=1

Innymi stowy, zadanie max,cq f(z) zostaje rozlozone (lub podzielone) na zadania czastkowe
max,eq, f(x), i =1,...,my (branching).
Nastepnie wylicza sie ograniczenia gérne ¢(G;) dla zadan czastkowych

o)
i =1,2,...,my (bounding). Na podstawie wartoSci tych ograniczen gérnych rozstrzyga sie, ktére
ze zbioréw G; muszg by dalej roztozone. Jesli przy okazji stwierdzi sig, ze

Gi -
p(Gi) = max f(z),
to wartoSci te mogg stuzy¢ jako ograniczenie dolne optymalnej wartosci funkcji celu f* =
max;c f(z). W tym przypadku w zbiorze G; nie ma bowiem elementu z, dla ktérego f(z) >
©(G;), a ponadto

f*=max f(z) > max f(z) = p(Gy)

Przyklad 2.4.3 Rozwazmy nastepujace zadania programowania liniowego catkowitoliczbowego:

maksymalizowaé f(z) = by + 4y

przy ograniczeniach  Tx; 4+ 4z, < 28
3z + 1029 < 30 (2.16)

T1,T9 > 0

T1,To € 7.

Oznaczmy przez P([ay,bi], [ag, bs]) zadanie (2.16) z dodatkowymi ograniczeniami a; < xp <
b1, as < x5 < by. Dalej, oznaczmy kazdorazowo przez ¢ maksymalng warto$¢ funkcji celu dla
zadania czastkowego P([aq, b1, [az, b2]) z pominieciem zalozenia o catkowitoliczbowoSci zmien-
nych. Jako ograniczenie dolne ¢ mozemy przyjat wartos¢ funkcji celu dla dowolnego rozwigza-
nia dopusczalnego zadania (2.16), np ¢ = £(0,0) = 0. Rozwiazujemyu najpierw (na przykiad
metoda sympleksows) relaksacje LP zadania (2.16), czyli zadanie P([0,00),[0,00)). Otrzy-
mujemy rozwiazanie x* = (2.76,2.17) z warto$ciag optymalna f(z*) = 22.48. WartoS¢ te
przyjmujemy jako ograniczenie gérne @ = 22.48 dla zadania (2.16). Rozwiazanie x* zada-
nia P([0,00),[0,00)) nie jest catkowitoliczbowe, nie moze by¢ wiec rozwiazaniem optymalnym
zadania (2.16). Wiemy natomiast, ze warto$¢ optymalna zadania (2.16) mieéci si¢ w przedziale
0,22.48]. Poniewaz 7 = 2.76 nie jest liczba calkowita, dzielimy zadanie P([0,c0),[0,00)) na
dwa zadania P([0, 2], [0,00)) i P([3,00),[0,00)), bowiem pierwsza wsolrzedna z; dla dowolnego
rozwiazania dopuszczalnego zadania (2.16) musi by¢ catkowita, czyli z; € [0,2) albo z; € [3, 00).
Rozwigzujemy oba zadania P([0,2],[0,00)) i P([3,0), [0, 00)) otrzymujac dla nich rozwigzania
optymalne i wartoSci optymalne réwne z* = (2,2.4) i ¢ = 19.6 dla zadania P([0,2], [0, 00))
oraz z* = (3,1.75) i ¢ = 22 dla zadania P([3,0),[0,00)). Zadne z tych rozwiazan nie jest
calkowitoliczbowe. Mozemy natomiast stwierdzi¢, ze » = max{19.6,22} = 22. Zaweziliémy
wiec przedzial, w ktérym znajduje sie warto$¢ optymalna do [0,22]. Dla drugiego z zadan



48 Rozdziat 2. Wstep do programowania dyskretnego

czastkowych mozemy wybra¢ rozwiazanie dopuszczalne, np. x = (3, 1) i wyznaczy¢ f(3,1) = 19.
Wiemy zatem, ze warto$¢ optymalna nie moze by¢ mniejsza od 19. Mozemy wiec znowy za-
wezi¢ przedzial, w ktérym znajduje si¢ warto$¢é optymalna do [19,22]. Poniewaz dla prob-
lemu czastkowego P([3,00),[0,00)) ograniczenie gérne ¢ = 22 jest wigksze niz dla problemu
czastkowego P([0,2],]0,00)) wynoszace ¢ = 19.6, wiec spodziewamy sie, ze rozwiazanie opty-
malne wyjSciowego zadania bedzie w zbiorze [3,00) x [0,00). Dlatego dzielimy ten problem
na dwa problemy P([3,00),[0,1)) i P([3,00),[2,00)). Dalsze elementy procesu pozostawiamy
czytelnikowi jako ¢wiczenie. Skrétowo caly proces podziatu jest przedstawiony w ponizszym
diagramie.

— P([0.%).[0,))
X' =(2.76,2.17),¢0 = 22.48

P([0, 2],[0, 0)) P([3,0),[0, ))
x =(2,24),0=196 x =(3,1.75),p=22
P([0,2[,10,2]) P([0, 2],[3, ))

x'=(2,2),9=18 x'=(0,3),p=12

. P(3,2),[0,1]) P([3, ), [2, ©))
x =343 1),p=21.14 @ =—o
F(13, 31,10, 11) £(14, ©),1U,1])
x =G,1),p=19 x =(4,0),0p=20

Rozwigzaniem optymalnym zadania (2.16) jest z* = (4,0) i optymalna warto$¢ funkcji celu
wynosi ¢ = 20.

Powr6¢my teraz do wiasno$ci ograniczenia gérnego ¢ : D — R:

b1° G1 C G2 €D = QO(Gl) < (,O(GQ)

2°a € G = ¢({a}) = f(a)

Wrtasnosci te nie opisuja jednoznacznie funkcji ¢. Aby otrzymaé szybciej rozwiazanie,
funkcja ¢ powinna by¢ dopasowana do konkretnego zadania. Przy konstrukcji rodziny D i
funkcji ¢ powinny byt wziete pod uwage nastepujace kryteria:

1. WartoSci funkcji ¢ powinny by¢ wyznaczane mozliwie prosto.

2. WartoSci funkcji ¢ powinny mozliwie doktadnie szacowa¢ z géry maksymalng wartosc
funkcji f, tzn. wartosc

A(G;) = ¢(Gi) — max f(z)

z€G;

powinna by¢ mozliwie mala.
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Przy wyborze funkcji ¢ problem polega czesto na tym, ze im lepiej funkcja ta spelnia
pierwsze kryterium, tym gorzej spelnione jest drugie i odwrotnie. Przy konstrukcji funkcji
¢ nalezy wiec znalez¢ odpowiedni kompromis. NajczeSciej funkcje ¢ : D — R definiuje sie
nastepujaco:

¢(Gi) = max f(z),

reH;

przy czym G; C H; i podzbiér H; wybiera sie tak, aby ¢(G;) mozna bylo stosunkowo prosto
wyznaczy¢ (moéwi sie o relaksacji wyjsciowego zadania). Na przyklad w zadaniu programowania
liniowego catkowitoliczbowego lub dyskretnego mozna opusci¢ te ograniczenia, ktérych usunie-
cie prowadzi do zadania programowania liniowego (patrz przyklad 2.4.2). W tym przypadku
relaksacja taka nazywa sie relaksacjq LP. Inng mozliwoScia jest tak zwana relaksacja Lagrange’a.
Powstaje ona w ten sposéb, ze usuwane ograniczenia dodaje sie do funkcji celu z odpowiednimi
wagami proporcjonalnymi do tak zwanych mnoznikéw Lagrange’a (mnozniki te sa w istocie
réwne zmiennym dualnym).

2.4.1 Ogdlny opis metod podzialu i ograniczen
Rozwazmy zadanie

max f(x). (2.17)

zeG

Zakladamy, ze rodzina D C 29 i funkcja ¢ : D — R zostaly zdefiniowane. Ponadto, niech
p(0) = —oc.

Algorytm 2.4.4
Krok 0 (inicjalizacja)

(a) Potozyt G = {G}.

(b) Wyznaczyt¢ ¢(G).

(c) Wybrac¢ z € G i potozy¢ ¢ = f(z) (ewentualnie potozy¢ ¢ = —o0).
(d) Wybra¢ tolerancje optymalnosci € > 0.

Krok 1 (ograniczenie)

(a) Wyznaczy¢

P = G;).
? = max o(Gi)
Jesli § = —oo, to zadanie (2.17) jest sprzeczne — algorytm zatrzymuje sie.

(b) Jesli stwierdzi sie, ze
©(G;) = f(z;) dla pewnego z; € G,

to usuna¢ G; z rodziny G (w zbiorze GG; nie ma elementu lepszego niz x;). Jesli
dodatkowo

fzi) > ¢,
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to potozyt

p=flr;)iz=m
(f(x;) jest nowym ograniczeniem dolnym i z; jest kandydatem na rozwiazanie opty-
malne).

(c) Usuna¢ z rodziny G te podzbiory G;, dla ktérych

p(Gi) < ¢
(podzbiory te nie beda wiecej rozwazane, gdyz nie zawieraja one rozwiazania opty-
malnego).
(d) Jesli G = 0, to z jest rozwigzaniem optymalnym zadania (2.17) — algorytm zatrzy-
muje sie.
(e) Jesli © — ¢ < ¢, to z jest rozwigzaniem e-optymalnym zadania (2.17) — algorytm
zatrzymuje sie.

Krok 2 (podziat)

(a) Wybraé zbiér G € G i rozlozy¢ go na (mozliwie roztagczne) podzbiory G; € D, i € L :
il

(b) Polozy¢ B B

(¢) Wyznaczy¢ ¢(G;) dla wszystkich nowych G; € G.

(d) Przej$¢ do kroku 1.

Uwaga 2.4.5 Przy zastosowaniu relaksacji LP:
a) mozna stwierdzi¢, czy

o(G;) = f(z;) dla pewnego z; € G;,

w kroku 1b), jesli na przyktad rozwiazanie optymalne dla zadania zrelaksowanego jest catkowito-
liczbowe. _
b) w kroku 2a) wybiera si¢ taki zbiér G = G(d;g) € G, dla ktérego wartos¢ o(G(d;g))

jest osiggnieta dla pewnego x* = (2%, ...,2%)" z przynajmniej jedng niecatkowita wspétrzedna,

“ey n

powiedzmy x;. Woéwczas zbiér G = G(d; g) rozktada sie na dwa roztaczne podzbiory

Gl = G<d7 g1, .-+, gi—1, Lx:Jagi+1> agn)

Gy = G(dy, ... di1, [2}], dis1, .. dus 9),

gdzie |x| oznacza cze$¢ calkowity liczby x, za$ [x] oznacza najmniejsza liczbe calkowita niem-
niejsza od x (w tym przypadku wieksza niz x).

Cwiczenie 2.4.6 Przesledzi¢ Algorytm 2.4.4 dla zadania programowania liniowego catkow-
itoliczbowego podanego w przykltadzie 2.1.4.



