
ROZDZIA× 2

Wst ¾ep do programowania dyskretnego

Motto:
Dobry Bóg stworzy÷ liczby ca÷kowite, reszt ¾e wymýslili ludzie

L. Kronecker

2.1 De�nicje i przyk÷ady wprowadzaj ¾ace

De�nicja 2.1.1 Przez zadanie programowania (liniowego) ca÷kowitoliczbowego rozumiemy zadanie
maksymalizacji lub minimalizacji (liniowej) funkcji celu przy ograniczeniach (liniowych) równós-
ciowych lub nierównósciowych okréslonej w obszarze Zp � Rn�p, gdzie 1 � p � n, n; p 2 N,
czyli w obszarze wektorów o pierwszych p wspó÷rz ¾ednych ca÷kowitych. W postaci klasycznej
zadanie to ma postác:

maksymalizowác c>x

przy ograniczeniach Ax � b;
x � 0;
xi 2 Z dla i = 1; :::; p.

gdzie 1 � p � n. Jésli p = n, to zadanie nazywa si ¾e czysto ca÷kowitoliczbowe, w przeciwnym
wypadku nazywa si ¾e ono zadaniem mieszanym ca÷kowitoliczbowym.

De�nicja 2.1.2 Przez zadanie programowania (liniowego) dyskretnego lub binarnego rozu-
miemy zadanie maksymalizacji lub minimalizacji (liniowej) funkcji celu przy ograniczeniach
(liniowych) równósciowych lub nierównósciowych okréslonej w obszarze f0; 1gn, czyli w ob-
szarze wektorów o wspó÷rz ¾ednych binarnych. W postaci klasycznej zadanie to ma postác:

maksymalizowác c>x

przy ograniczeniach Ax � b;
x � 0;
xi 2 f0; 1g dla i = 1; :::; n.

Podamy teraz kilka przyk÷adów problemów, które mo·zna sprowadzíc do zadań programowa-
nia ca÷kowitoliczbowego lub dyskretnego. Niektóre z tych problemów od razu przedstawimy w
postaci takich zadań, inne przedstawimy w takiej postaci w kolejnych rozdzia÷ach.

Przyk÷ad 2.1.3 (Zagadnienie rozkroju) Z bel papieru o szerokósci 210 cm nale·zy wykroíc co
najmniej:
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36 Rozdzia÷ 2. Wstȩp do programowania dyskretnego

� 30 rolek o szerokósci a = 62 cm,

� 60 rolek o szerokósci b = 55 cm,

� 60 rolek o szerokósci c = 40 cm.

Wyznaczymy plan rozkroju minimalizuj ¾acy liczb ¾e bel u·zytych do rozkroju.

Wśród wszystkich rozkrojów beli papieru mo·zna wyró·zníc rozkroje efektywne, tzn. takie,
dla których pozosta÷ósci po rozkroju nie da si ¾e dalej rozkroíc na rolki o ·z ¾adanej szerokósci.
Przyk÷adowo, niech abcc oznacza rozkrój beli na 4 rolki o szerokósciach a; b; c; c. Nietrudno
sprawdzíc, ·ze wszystkie mo·zliwe rozkroje efektywne to: aaa; aab; aacc; abb; abcc; accc; bbbc;
bbcc; bccc; ccccc (ustawione w porz ¾adku leksykogra�cznym). Oznaczmy przez xi liczb ¾e bel kro-
jonych wed÷ug i-tego z wy·zej wymienionych rozkrojów efektywnych. Wówczas zadanie mo·zna
sformu÷owác jako zadanie programowania liniowego ca÷kowitoliczbowego w nast ¾epuj ¾acy sposób:

minimalizowác x1 + :::+ x10
przy ograniczeniach 3x1 + 2x2 + 2x3 + x4 + x5 + x6 � 30;

x2 + 2x4 + x5 + 3x7 + 2x8 + x9 � 60;
2x3 + 2x5 + 3x6 + x7 + 2x8 + 3x9 + 5x10 � 60;
x1; :::; x10 � 0;
x1; :::; x10 2 Z.

Przyk÷ad 2.1.4 (Ca÷kowitoliczbowe zadanie analizy dzia÷alnósci gospodarczej) Zak÷ady lot-
nicze produkuj ¾a dwa typy samolotów A i B. W celu wyprodukowania jednego samolotu typu
A wzgl ¾ednie B trzeba zainwestowác 7 wzgl ¾ednie 6 mln z÷. Z uwagi na popyt, liczba wypro-
dukowanych samolotów typu B nie mo·ze przekroczýc 125% liczby wyprodukowanych samolotów
typu A. Zak÷ady mog ¾a zainwestowác maksymalnie 42 mln z÷. Zysk ze sprzeda·zy jednego
samolotu typu A wzgl ¾ednie B wynosi 10 wzgl ¾ednie 9 mln z÷. Ile samolotów typu A i B powinny
produkowác zak÷ady, aby zapewníc sobie najwi ¾ekszy zysk?

Niech x1 wzgl ¾ednie x2 b ¾edzie liczb ¾a produkowanych samolotów typu A wzgl ¾ednie B. Zadanie
to mo·zna wówczas sformu÷owác jako zadanie programowania liniowego ca÷kowitoliczbowego w
nast ¾epuj ¾acy sposób:

maksymalizowác 10x1 + 9x2
przy ograniczeniach 7x1 + 6x2 � 42;

�5x1 + 4x2 � 0;
x1; x2 � 0;
x1; x2 2 Z:

Przyk÷ad 2.1.5 (zagadnienie transportowe)
W sieci m magazynów A1,...,Am sk÷aduje si ¾e pewien towar. Nale·zy go dostarczýc do sieci

n sklepów B1,...,Bn. Zapas magazynu Ai wynosi ai jednostek towaru, i = 1; :::;m. Sklep Bj
potrzebuje bj jednostek towaru, j = 1; ::; n. Zak÷adamy, ·ze

mX

i=1

ai =

nX

j=1

bj (2.1)
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(÷ ¾aczna poda·z jest równa ÷ ¾acznemu popytowi). Koszty transportu jednostki towaru z magazynu
Ai do sklepu Bj wynosz ¾a cij jednostek pieni ¾e·znych, i = 1; :::;m, j = 1; :::; n. Nale·zy okréslíc
plan transportowy o minimalnych kosztach zaspokajaj ¾acy zapotrzebowanie wszystkich sklepów
(czyli, przy podanym za÷o·zeniu, wyczerpuj ¾acy ÷ ¾aczne zapasy magazynów).
Jésli przez xij oznaczymy ilóśc towaru transportowanego z magazynu Ai do sklepu Bj, i =

1; :::;m, j = 1; :::; n, to powy·zsze zagadnienie b ¾edzie mia÷o nast ¾epuj ¾acy model matematyczny:

minimalizowác
Pm

i=1

Pn

j=1 cijxij
przy ograniczeniach

Pn

j=1 xij = ai i = 1; ::;m;Pm

i=1 xij = bj j = 1; :::; n;
xij � 0;
xij 2 Z; i = 1; ::;m; j = 1; :::; n:

(2.2)

Przyk÷ad 2.1.6 (Zagadnienie przydzia÷u) n pracownikom nale·zy przydzielíc n czynnósci o
znanych kosztach ich wykonania cij; i = 1; :::; n; j = 1; :::; n; przez ka·zdego z pracowników.
Przydzia÷u nale·zy dokonác tak, aby:
a) ka·zdy z pracowników wykonywa÷ dok÷adnie jedn ¾a czynnóśc i ka·zda czynnóśc by÷a przy-

dzielona dok÷adnie jednemu pracownikowi,
b) plan przydzia÷ów mia÷ minimalny koszt.

Niech

xij =

�
1 gdy i-temu pracownikowi zostanie przydzielona j-ta czynnóśc,
0 poza tym.

Zadanie mo·zna wówczas sformu÷owác jako zadanie dyskretnego programowania liniowego w
nast ¾epuj ¾acy sposób:

minimalizowác
Pn

i=1

Pn

j=1 cijxij
przy ograniczeniach

Pn

j=1 xij = 1; i = 1; :::; n;Pn

i=1 xij = 1; j = 1; :::; n;
xij 2 f0; 1g; i; j = 1; ::; n:

Zwró́cmy przy okazji uwag¾e na fakt, ·ze zadanie to jest szczególnym przypadkiem zadania trans-
portowego w obszarze zmiennych binarnych.

Przyk÷ad 2.1.7 (Zagadnienie plecakowe) Turysta mo·ze wzi ¾ác do plecaka 4 ró·zne przedmioty o
u·zytecznósciach 3; 4; 2 wzgl ¾ednie 3 i o ci ¾e·zarze 3; 2; 4 wzgl ¾ednie 1. Maksymalny ci ¾e·zar wzi ¾etych
przedmiotów wynosi 9. Które przedmioty powinien zabrác ze sob ¾a turysta, aby przy zachowaniu
podanego maksymalnego ci ¾e·zaru osi ¾agn ¾ác maksymaln ¾a u·zytecznóśc?

Niech

xj =

�
1 jésli turysta wézmie ze sob ¾a j-ty przedmiot,
0 poza tym.

Zadanie mo·zna wówczas sformu÷owác jako zadanie dyskretnego programowania liniowego w
nast ¾epuj ¾acy sposób:

maksymalizowác 3x1 + 4x2 + 2x3 + 3x4
przy ograniczeniu 3x1 + 2x2 + 4x3 + x4 � 9;

xj 2 f0; 1g; j = 1; 2; 3; 4:
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Przyk÷ad 2.1.8 (Minimalne drzewo rozpinaj ¾ace) Obóz sk÷ada si ¾e z kilkunastu namiotów. Jak
po÷ ¾aczýc namioty ście·zkami tak, ·zeby mo·zna by÷o przej́śc od ka·zdego do ka·zdego po ście·zkach
i ·zeby przy tym ÷ ¾aczna d÷ugóśc ście·zek by÷a mo·zliwie najmniejsza?

Przyk÷ad 2.1.9 (Najkrótsza droga) Nale·zy znaléźc najkrótsz ¾a (najszybsz ¾a, najtańsz ¾a) drog¾e
z Campusu A do Campusu B Uniwersytetu Zielonogórskiego.

Przyk÷ad 2.1.10 (Zagadnienie komiwoja·zera) Handlowiec chce odwiedzíc nmiejscowósci (klien-
tów) startuj ¾ac ze swojej miejscowósci i wracaj ¾ac tam po skończonej podró·zy. W jakiej kolejnósci
powinien odwiedzác te miejscowósci, aby ÷ ¾aczna przebyta trasa (÷ ¾aczne koszty podró·zy) by÷a(y)
minimalna(e).
Niech

xij =

�
1 jésli bezpósrednio po i-tej odwiedzana b ¾edzie j-ta miejscowóśc,
0 poza tym.

Ponadto niech cij oznacza odleg÷óśc (czas podró·zy, koszt podró·zy) od i-tej do j-tej miejscowósci,
i; j = 1; :::n. Zadanie mo·zna wówczas sformu÷owác jako zadanie dyskretnego programowania
liniowego w nast ¾epuj ¾acy sposób:

minimalizowác
Pn

i=1

Pn

j=1 cijxij
przy ograniczeniach

Pn

j=1 xij = 1; i = 1; :::; n;Pn

i=1 xij = 1; j = 1; :::; n;
xij 2 f0; 1g; i; j = 1; ::; n
i krótkie cykle s ¾a zabronione.

Ostatnie ograniczenie gwarantuje, ·ze trasa nie roz÷o·zy si ¾e na kilka roz÷ ¾acznych cykli. W jednym
z kolejnych rozdzia÷ów zapiszemy to ograniczenie w innej postaci.

Uwaga 2.1.11 Ka·zde dyskretne zadanie programowania (liniowego) mo·zna sprowadzíc do (lin-
iowego) zadania ca÷kowitoliczbowego zast ¾epuj ¾ac ka·zde ograniczenie xi 2 f0; 1g ograniczeniem
0 � xi � 1, xi 2 Z, i = 1; :::; n.

Uwaga 2.1.12 Ka·zde zadanie (liniowego) programowania ca÷kowitoliczbowego z ograniczonymi
zmiennymi mo·zna sprowadzíc do (liniowego) zadania programowania dyskretnego zast ¾epuj ¾ac
ka·zd ¾a ograniczon ¾a zmienn ¾a ca÷kowitoliczbow ¾a 0 � xi � di, xi 2 Z, jej rozwini ¾eciem dwójkowym

xi = 2
0y1 + 2

1y2 + :::2
rj�1yrj , yj 2 f0; 1g, j = 1; :::; ri;

i = 1; :::; n. W wielu zadaniach optymalizacji zmienne s ¾a albo z de�nicji ograniczone albo
wartósci je ograniczaj ¾ace mo·zna wyznaczýc. Tak wi ¾ec ograniczonóśc zmiennych nie jest istot-
nym zaw¾e·zeniem rozwa·zań. Bardziej istotnym problemem jest fakt, ·ze omawiane sprowadzenie
do zadania programowania dyskretnego nie jest najcz ¾ésciej efektywne.

Przyk÷ad 2.1.13 Rozwa·zmy zadanie programowania ca÷kowitoliczbowego omawiane w przyk÷adzie
2.1.4:

maksymalizowác 10x1 + 9x2
przy ograniczeniach 7x1 + 6x2 � 42

�5x1 + 4x2 � 0
x1; x2 � 0
x1; x2 2 Z:
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Rozwi ¾azanie optymalne tego zadania bez uwzgl ¾ednienia ca÷kowitoliczbowósci zmiennych
wynosi x� = (226

29
; 318

29
) ' (2:90; 3:62) z optymaln ¾a wartósci ¾a funkcji celu z� ' 61:55. Rozwi ¾azanie

to nie jest jednak ca÷kowitoliczbowe. Najbli·zsza od x� para o wspó÷rz ¾ednych ca÷kowitych
x0 = (3; 4) nie spe÷nia warunków zadania. Najbli·zsze od x� rozwi ¾azanie dopuszczalne wynosi
x00 = (3; 3) z wartósci ¾a funkcji celu z00 = 57. Nie jest to jednak rozwi ¾azanie optymalne. Jest
nim bowiem x = (6; 0) z optymaln ¾a wartósci ¾a funkcji celu z = 60. Zauwa·zmy przy okazji, ·ze w
omawianym przyk÷adzie x jest najbardziej odleg÷ym od x� rozwi ¾azaniem dopuszczalnym.
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2.2 Relaksacje zadań programowania dyskretnego

Zadania programowania dyskretnego s ¾a znacznie trudniejsze do rozwi ¾azania ani·zeli zadania
programowania liniowego. Dlatego cz¾esto pomocniczo rozwi ¾azuje si ¾e pewne zast ¾epcze, prostsze
zadania, które s ¾a w pewnym sensie powi ¾azane z danym zadaniem programowania dyskretnego.
Takie pomocnicze zadania nazywa si ¾e relaksacj ¾a (os÷abieniem) danego zadania, o ile spe÷nione
s ¾a pewne warunki. Zanim podamy te warunki wprowadzimy pewne oznaczenia. Niech D b ¾edzie
pewnym zbiorem skończonym, na którym okréslona jest pewna funkcja f . Niech ponadto dany
b ¾edzie pewien zbiór D0 (niekoniecznie skończony) i funkcja g okréslona na zbiorze D0.

De�nicja 2.2.1 Zadanie
maksymalizowác g(x)
przy ograniczeniach x 2 D0 (2.3)

nazywamy relaksacj ¾a zadania

maksymalizowác f(x)
przy ograniczeniach x 2 D,

(2.4)

jésli

(i) D � D0,

(ii) f(x) � g(x) dla ka·zdego x 2 D.

Uwaga 2.2.2 Przy odpowiednim doborze funkcji g i zbioru D0 zadanie (2.3) jest ÷atwiej
rozwi ¾azác ni·z zadanie (2.4). Jésli stwierdzimy, ·ze dla rozwi ¾azania optymalnego zadania (2.3)
zachodzi f(x�) = g(x�) i x� 2 D, to x� b ¾edzie rozwi ¾azaniem optymalnym zadania (2.4).

Przyk÷ad 2.2.3 Zadanie programowania liniowego

maksymalizowác c>x

przy ograniczeniach Ax � b
x � 0

jest relaksacj ¾a zadania programowania liniowego ca÷kowitoliczbowego

maksymalizowác c>x

przy ograniczeniach Ax � b
x � 0

xi 2 Z dla i = 1; :::; n.

Relaksacja ta nazywa si ¾e relaksacj ¾a LP.

Przyk÷ad 2.2.4 Zadanie programowania liniowego

maksymalizowác c>x

przy ograniczeniach Ax � b
0 � x � 1

jest relaksacj ¾a zadania programowania liniowego dyskretnego

maksymalizowác c>x

przy ograniczeniach Ax � b
x � 0

xi 2 f0; 1g dla i = 1; :::; n.
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Przyk÷ad 2.2.5 Zadanie przydzia÷u

minimalizowác
Pn

i=1

Pn

j=1 cijxij
przy ograniczeniach

Pn

j=1 xij = 1; i = 1; :::; n;Pn

i=1 xij = 1; j = 1; :::; n;
xij 2 f0; 1g; i; j = 1; ::; n

jest relaksacj ¾a zadania komiwoja·zera

minimalizowác
Pn

i=1

Pn

j=1 cijxij
przy ograniczeniach

Pn

j=1 xij = 1; i = 1; :::; n;Pn

i=1 xij = 1; j = 1; :::; n;
xij 2 f0; 1g; i; j = 1; ::; n
i krótkie cykle s ¾a zabronione.

Przyk÷ad 2.2.6 Rozwa·zmy teraz zadanie programowania liniowego ca÷kowitoliczbowego

maksymalizowác c>x

przy ograniczeniach Ax � b
x � 0

xi 2 Z dla i = 1; :::; n.

i niech u � 0 b ¾edzie pewnym ustalonym wektorem, u 2 Rm. Zadanie

maksymalizowác c>x

przy ograniczeniach u>Ax � u>b
x � 0

xi 2 Z dla i = 1; :::; n.

jest relaksacj ¾a rozpatrywanego zadania.

2.2.1 Relaksacja Lagrange�a

Opiszemy teraz pewn ¾a metod¾e, tzw. metod¾e relaksacji Lagrange�a, stosowan ¾a czasem w zadani-
ach programowania liniowego ca÷kowitoliczbowego. W zadaniach tych cz¾esto wyst ¾epuj ¾a ograniczenia,
które s ¾a niewygodne przy bezpósrednim rozwi ¾azaniu zadania. Przyk÷adem tego mo·ze býc zagad-
nienie komiwoja·zera, dla którego takim niewygodnym ograniczeniem jest ograniczenie wyra·zone
s÷ownie �krótkie cykle s ¾a zabronione�, a które mo·zna przedstawíc równie·z w postaci odpowied-
nich nierównósci. Ze wzgl ¾edu na zastosowania przedstawimy wi¾ec relaksacj ¾e Lagrange�a dla
zadania programowania liniowego ca÷kowitoliczbowego postaci

maksymalizowác f(x) = c>x
wzgl ¾edem x 2 Zn,
przy ograniczeniach Ax � b:

(2.5)

Przypúścmy, ·ze istnieje rozwi ¾azanie optymalne tego zadania i oznaczmy jego wartóśc optymaln ¾a
symbolem f �. Przypúścmy ponadto, ·ze ograniczenia nierównósciowe tego zadania z÷o·zone s ¾a z

dwóch cz¾ésci: A1x � b1 i A2x � b2, gdzie A =

�
A1
A2

�
i b =

�
b1
b2

�
, przy czym ograniczenia

A1x � b1 s ¾a w pewnym sensie niewygodne. Przyk÷adem takich niewygodnych ograniczeń s ¾a
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ograniczenia �krótkie cykle s ¾a zabronione� w zagadnieniu komiwoja·zera, które jak wczésniej
powiedzielísmy mo·zna zapisác w postaci nierównósci liniowych. Zde�niujmy zbiór X w postaci
X = fx 2 Zn : A2x � b2g. Rozwa·zane zadanie przyjmuje zatem postác

maksymalizowác f(x) = c>x
wzgl ¾edem x 2 X
przy ograniczeniach A1x � b1:

(2.6)

Zadanie
maksymalizowác c>x+ �>(b1 � A1x)
wzgl ¾edem x 2 X;

(2.7)

gdzie � � 0 jest wektorem odpowiedniego wymiaru, jest relaksacj ¾a rozpatrywanego zadania
(2.5), gdy·z dla dowolnego wektora x spe÷niaj ¾acego ograniczenia zadania (2.5) i dla dowolnego
� � 0 zachodzi nierównóśc

c>x � c>x+ �>(b1 � A1x) (2.8)

oraz zbiór D rozwi ¾azań dopuszczalnych zadania (2.5) jest zawarty w zbiorze rozwi ¾azań do-
puszczalnych D0 zadania (2.7). Mo·zemy wi¾ec powiedziéc, ·ze pewne (niewygodne) ograniczenia
zosta÷y dodane do funkcji celu z pewnymi nieujemnymi wagami (mno·znikami Lagrange�a).
Zadanie (2.7) ma zatem prostszy zbiór rozwi ¾azań dopuszczalnych i jest najcz¾ésciej znacznie
prostsze do rozwi ¾azania, ani·zeli zadanie (2.5). Z nierównósci (2.8) wynika, ·ze dla dowolnego
� � 0 liczba

h(�) = sup
x2X

fc>x+ �>(b1 � A1x)g

jest górnym ograniczeniem wartósci optymalnej zadania (2.5). Chodzi nam jednak o to, aby
ograniczenie to jak najmniej odbiega÷o od tej wartósci optymalnej. Nale·zy w tym celu dobrác
wektor wag � � 0 tak, aby wartóśc h(�) by÷a mo·zliwie najmniejsza. W ten sposób dochodzimy
do zadania

minimalizowác h(�) = supx2Xfb
>
1 �+ (c� A

>
1 �)

>xg
wzgl ¾edem � � 0:

Zadanie to jest zadaniemminimalizacji wypuk÷ej, ale najcz¾ésciej nieró·zniczkowalnej. Istniej ¾a
jednak efektywne metody rozwi ¾azania takiego zadania, o których b ¾edziemy mówíc w jednym z
kolejnych rozdzia÷ów. Nale·zy jednak podkréslíc, ·ze tzw. luka dualnósci

inf
��0
h(�)� f �

jest najcz ¾ésciej wi ¾eksza od zera. Niemniej jednak inf��0 h(�) jest najlepszym (z mo·zliwych do
uzyskania stosunkowo niedu·zym kosztem) górnym ograniczeniemwartósci optymalnej rozwa·zanego
zadania.
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2.3 Metoda Gomory�ego

Rozpocznijmy od nast ¾epuj ¾acego przyk÷adu.

Przyk÷ad 2.3.1 Rozwa·zmy nast ¾epuj ¾ace zadanie programowania liniowego ca÷kowitoliczbowego:

maksymalizowác x1 + x2
przy ograniczeniach x1 + 2x2 � 32

18x1 + 3x2 � 224
x1; x2 � 0
x1; x2 2 Z:

(P)

Opúścmy najpierw ograniczenie ca÷kowitoliczbowósci zmiennych i rozwi ¾a·zmy przy pomocy
metody sympleksowej powsta÷e w ten sposób zadanie (P�) b ¾ed ¾ace relaksacj ¾a LP zadania .
Otrzymamy nast ¾epuj ¾ac ¾a pocz ¾atkow ¾a tablic ¾e sympleksow ¾a:

�x1 �x2
0 �1 �1 = z
32 1 2 = u1
224 18 3 = u2

.

Po dwóch piwotyzacjach otrzymamy tablic ¾e

�u2 �u1
64

3

1

33

5

11
= z

32

3
� 1

33

6

11
= x2

32

3

2

33
� 1

11
= x1

. (2.9)

Rozwi ¾azanie optymalne zadania (P�) x� = (102
3
; 102

3
); u� = (0; 0) nie spe÷nia warunku ca÷kow-

itoliczbowósci zmiennych zadania (P). Zauwa·zmy, ·ze w zadaniu (P) zmienne uzupe÷niaj ¾ace
u1; u2 s ¾a ca÷kowite, gdy·z wszystkie dane w tym zadaniu s ¾a ca÷kowite.
Z równania

x1 �
1

11
u1 +

2

33
u2 = 10

2

3
(2.10)

wynika nierównóśc

x1 � u1 � 10
2

3
;

gdy·z �1 =
�
� 1

11

�
� � 1

11
i 0 =

�
2

33

�
� 2

33
. Poniewa·z x1; u1 s ¾a ca÷kowite, ostatnia nierównóśc

jest równowa·zna nierównósci
x1 � u1 � 10

lub inaczej � uk÷adowi

x1 � u1 + u3 = 10

u3 � 0:

Jésli teraz od ostatniego równania odejmiemy równanie (2.10), to otrzymamy równanie

�
10

11
u1 �

2

33
u2 + u3 = �

2

3
:
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Zauwa·zmy, ·ze rozwi ¾azanie optymalne zadania (P�), x� = (102
3
; 102

3
); u� = (0; 0) nie spe÷nia

ostatniego równania, gdy·z u3 musi býs nieujemne. Równanie to musi býc jednak spe÷nione
przez dowolne rozwi ¾azanie optymalne zadania (P). Jésli do÷ ¾aczymy to równanie do uk÷adu
przedstawionego tablic ¾a (2.9), to otrzymamy tablic ¾e:

�u2 �u1
63

3

1

33

5

11
= z

32

3
� 1

33

6

11
= x2

32

3

2

33
� 1

11
= x1

�2

3
� 2

33
�10

11
= u3

.

Zwi ¾azane z t ¾a tabel ¾a zadanie maksymalizacji (P�) jest równowa·zne zadaniu (P) i mo·ze býc
rozwi ¾azane na przyk÷ad przy pomocy dualnego algorytmu sympleksowego. Po jednej jego iter-
acji otrzymamy tablic ¾e:

�u3 �u1
21 1

2
0 = z

11 �1

2
1 = x2

10 1 �1 = x1
11 �33

2
15 = u2

.

Tablica ta przedstawia rozwi ¾azanie optymalne zadania (P�), x00 = (10; 11). Poniewa·z rozwi ¾azanie
to jest ca÷kowitoliczbowe, wi ¾ec jest ono równie·z rozwi ¾azaniem optymalnym zadania (P) (patrz
uwaga 2.2.2).

W powy·zszym przyk÷adzie zastosowalísmy tzw. metod ¾e ci ¾éc Gomory�ego, któr ¾a opiszemy
teraz dla ogólnego przypadku zadania programowania liniowego czysto ca÷kowitoliczbowego:

maksymalizowác c>x

przy ograniczeniach Ax � b
x � 0

xi 2 Z, i = 1; :::; n,

(2.11)

przy czym elementy A i b s ¾a liczbami ca÷kowitymi. Najpierw nale·zy rozwi ¾azác powy·zsze
zadanie bez uwzgl ¾edniania ograniczenia ca÷kowitoliczbowósci zmiennych, czyli relaksacj ¾e LP
zadania (2.11). Jésli rozwi ¾azanie optymalne x� tego zadania jest ca÷kowitoliczbowe, to jest ono
równoczésnie rozwi ¾azaniem optymalnym wyj́sciowego zadania (2.11). W przeciwnym wypadku
niech

1 �r1 ::: �rn
h00 h01 ::: h0n = z
h10 h11 ::: h1n = s1
::: ::: ::: ::: :::

hi0 hi1 ::: hin = si
::: ::: ::: ::: :::

hm0 hm1 ::: hmn = sm

(2.12)

b ¾edzie tablic ¾a sympleksow ¾a odpowiadaj ¾ac ¾a temu rozwi ¾azaniu, przy czym wartóśc hi0 nie jest
ca÷kowita. i-te równanie uk÷adu przedstawionego tablic ¾a (2.12) ma postác

si +

nX

j=1

hijrj = hi0: (2.13)
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Poniewa·z [hij] � hij i rj � 0, wi ¾ec zachodzi nierównóśc

si +
nX

j=1

[hij] rj � hi0:

W konsekwencji

si +
nX

j=1

[hij] rj � [hi0] ;

poniewa·z wszystkie zmienne s ¾a ca÷kowite. Ostatnia nierównóśc jest równowa·zna uk÷adowi

si +
nX

j=1

[hij] rj + um+1 = [hi0] (2.14)

um+1 � 0:

Jésli teraz odejmiemy równanie (2.13) od równania (2.14), otrzymamy równanie
nX

j=1

([hij]� hij) rj + um+1 = [hi0]� hi0; (2.15)

przy czym um+1 � 0. Równanie to �odetnie� rozwi ¾azanie x�, poniewa·z [hi0] � hi0 < 0 i
wszystkie zmienne niebazowe rj = 0. Równanie to musi býc jednak spe÷nione dla ka·zdego
dopuszczalnego (czyli ca÷kowitoliczbowego) rozwi ¾azania zadania (2.11) i dla pewnego um+1 �
0. Jésli wi ¾ec równanie to do÷ ¾aczymy jako dodatkowe ograniczenie do wyj́sciowego zadania,
otrzymamy zadanie równowa·zne. W praktyce równanie to do÷ ¾acza si ¾e do tablicy sympleksowej
(2.12). W efekcie otrzymamy tablic ¾e

1 �r1 ::: �rn
h00 h01 ::: h0n = z
h10 h11 ::: h1n = s1
::: ::: ::: ::: :::

hi0 hi1 ::: hin = si
::: ::: ::: ::: :::

hm0 hm1 ::: hmn = sm
[hi0]� hi0 [hi1]� hi1 ::: [hin]� hin = um+1

,

która nie przedstawia rozwi ¾azania optymalnego, gdy·z [hi0] � hi0 < 0. Tablic ¾e t ¾e mo·zna
dalej piwotyzowác, najlepiej przy pomocy dualnego algorytmu sympleksowego, z uwagi na
dualn ¾a dopuszczalnóśc. Jésli otrzymane rozwi ¾azanie b ¾edzie ca÷kowitoliczbowe, to b ¾edzie ono
rozwi ¾azaniem wyj́sciowego zadania. W przeciwnym wypadku opisan ¾a procedur¾e nale·zy pow-
tarzác a·z do otrzymania rozwi ¾azania ca÷kowitoliczbowego.

Przyk÷ad 2.3.2 Wyznaczýc rozwi ¾azanie zadania programowania liniowego ca÷kowitoliczbowego

maksymalizowác x1 + 2x2
przy ograniczeniach 2x1 + 3x2 � 27

2x1 � 2x2 � 7
�6x1 � 2x2 � �9
�2x1 � 6x2 � �11
�6x1 + 8x2 � 21

x1; x2 2 Z:
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2.4 Metody podzia÷u i ograniczeń

Metody podzia÷u i ograniczén (ang. branch and bound methods) stosuje si ¾e do zadań maksymal-
izacji (b ¾ad́z minimalizacji) funkcji f na zbiorze skończonym G:

max
x2G

f(x)

Opiszemy te metody dla zadań maksymalizacji. Jest to ca÷a klasa metod posiadaj ¾acych
pewne wspólne cechy. Na pewnej rodzinie zbiorów D � 2G zawieraj ¾acej zbiór G oraz wszystkie
jego jednoelementowe podzbiory de�niuje funkcj ¾e ' (ograniczenie górne) posiadaj ¾ac ¾a nast ¾epu-
j ¾ace w÷asnósci:
10 G1 � G2 2 D ) '(G1) � '(G2)
20 a 2 G) '(fag) = f(a)

Funkcj ¾e ' dobiera si ¾e specjalnie do rodzaju zadania.

Uwaga 2.4.1 Z w÷asnósci 10 � 20 wynika, ·ze funkcja ' ma równie·z w÷asnóśc

x 2 G 2 D ) f(x) = '(fxg) � '(G),

czyli
'(G) � max

x2G
f(x).

Z tego powodu nazywa si ¾e ona ograniczeniem górnym. Oczywíscie w÷asnóśc ta przys÷uguje
dowolnemu podzbiorowi Gi 2 D, czyli

'(Gi) � max
x2Gi

f(x).

Przyk÷ad 2.4.2 Rozwa·zmy nast ¾epuj ¾ace zadanie programowania liniowego czysto ca÷kowitoliczbowego

maksymalizowác c>x

przy ograniczeniach Ax � b;
0 � x � h;
x 2 Zn,

przy czym h 2 Rn. Niech G b ¾edzie zbiorem rozwi ¾azań dopuszczalnych tego zadania:

G = fx 2 Rn : Ax � b; 0 � x � h; x 2 Zng;

Oczywíscie G jest zbiorem skończonym. Niech rodzina D sk÷ada si ¾e ze wszystkich zbiorów
G(d; g) � G postaci:

G(d; g) = fx 2 Rn : Ax � b; d � x � g; x 2 Zng;

gdzie d; g 2 Rn; 0 � d � g � h. Zde�niujmy

'(G(d; g)) = maxfc>x : Ax � b; d � x � gg:

Przyjmujemy przy tym, ·ze '(;) = �1. Nietrudno zauwa·zýc, ·ze funkcja ' ma w÷asnósci 10�20,
gdzie f(x) = c>x:



2.3. Metody podzia÷u i ograniczeń 47

W ka·zdej iteracji dowolnej metody podzia÷u i ograniczeń zbiór G rozk÷ada si ¾e na (mo·zliwie
roz÷ ¾aczne) podzbiory G1; G2; :::; Gmk

2 D:

G =

mk[

i=1

Gi:

Innymi s÷owy, zadanie maxx2G f(x) zostaje roz÷o·zone (lub podzielone) na zadania cz ¾astkowe
maxx2Gi f(x), i = 1; :::;mk (branching).
Nast ¾epnie wylicza si ¾e ograniczenia górne '(Gi) dla zadań cz ¾astkowych

max
x2Gi

f(x)

i = 1; 2; :::;mk (bounding). Na podstawie wartósci tych ograniczeń górnych rozstrzyga si ¾e, które
ze zbiorów Gi musz ¾a bydalej roz÷o·zone. Jésli przy okazji stwierdzi si ¾e, ·ze

'(Gi) = max
x2Gi

f(x);

to wartósci te mog ¾a s÷u·zýc jako ograniczenie dolne optymalnej wartósci funkcji celu f � =
maxx2G f(x). W tym przypadku w zbiorze Gi nie ma bowiem elementu x, dla którego f(x) >
'(Gi), a ponadto

f � = max
x2G

f(x) � max
x2Gi

f(x) = '(Gi).

Przyk÷ad 2.4.3 Rozwa·zmy nast ¾epuj ¾ace zadania programowania liniowego ca÷kowitoliczbowego:

maksymalizowác f(x) = 5x1 + 4x2
przy ograniczeniach 7x1 + 4x2 � 28

3x1 + 10x2 � 30
x1; x2 � 0
x1; x2 2 Z:

(2.16)

Oznaczmy przez P ([a1; b1]; [a2; b2]) zadanie (2.16) z dodatkowymi ograniczeniami a1 � x1 �
b1; a2 � x2 � b2. Dalej, oznaczmy ka·zdorazowo przez ' maksymaln ¾a wartóśc funkcji celu dla
zadania cz ¾astkowego P ([a1; b1]; [a2; b2]) z pomini ¾eciem za÷o·zenia o ca÷kowitoliczbowósci zmien-
nych. Jako ograniczenie dolne ' mo·zemy przyj ¾ác wartóśc funkcji celu dla dowolnego rozwi ¾aza-
nia dopusczalnego zadania (2.16), np ' = f(0; 0) = 0. Rozwi ¾azujemyu najpierw (na przyk÷ad
metod ¾a sympleksow ¾a) relaksacj ¾e LP zadania (2.16), czyli zadanie P ([0;1); [0;1)). Otrzy-
mujemy rozwi ¾azanie x� �= (2:76; 2:17) z wartósci ¾a optymaln ¾a f(x�) �= 22:48. Wartóśc t ¾e
przyjmujemy jako ograniczenie górne �' �= 22:48 dla zadania (2.16). Rozwi ¾azanie x� zada-
nia P ([0;1); [0;1)) nie jest ca÷kowitoliczbowe, nie mo·ze býc wi ¾ec rozwi ¾azaniem optymalnym
zadania (2.16). Wiemy natomiast, ·ze wartóśc optymalna zadania (2.16) miésci si ¾e w przedziale
[0; 22:48]. Poniewa·z x�1

�= 2:76 nie jest liczb ¾a ca÷kowit ¾a, dzielimy zadanie P ([0;1); [0;1)) na
dwa zadania P ([0; 2]; [0;1)) i P ([3;1); [0;1)), bowiem pierwsza wso÷rz ¾edna x1 dla dowolnego
rozwi ¾azania dopuszczalnego zadania (2.16) musi býc ca÷kowita, czyli x1 2 [0; 2) albo x1 2 [3;1).
Rozwi ¾azujemy oba zadania P ([0; 2]; [0;1)) i P ([3;1); [0;1)) otrzymuj ¾ac dla nich rozwi ¾azania
optymalne i wartósci optymalne równe x� �= (2; 2:4) i ' = 19:6 dla zadania P ([0; 2]; [0;1))
oraz x� = (3; 1:75) i ' = 22 dla zadania P ([3;1); [0;1)). Zadne z tych rozwi ¾azań nie jest
ca÷kowitoliczbowe. Mo·zemy natomiast stwierdzíc, ·ze �' = maxf19:6; 22g = 22. Zaw¾ezilísmy
wi¾ec przedzia÷, w którym znajduje si ¾e wartóśc optymalna do [0; 22]. Dla drugiego z zadań
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cz ¾astkowych mo·zemy wybrác rozwi ¾azanie dopuszczalne, np. x = (3; 1) i wyznaczýc f(3; 1) = 19.
Wiemy zatem, ·ze wartóśc optymalna nie mo·ze býc mniejsza od 19. Mo·zemy wi¾ec znowy za-
w¾ezíc przedzia÷, w którym znajduje si ¾e wartóśc optymalna do [19; 22]. Poniewa·z dla prob-
lemu cz ¾astkowego P ([3;1); [0;1)) ograniczenie górne ' = 22 jest wi ¾eksze ni·z dla problemu
cz ¾astkowego P ([0; 2]; [0;1)) wynosz ¾ace ' = 19:6, wi ¾ec spodziewamy si ¾e, ·ze rozwi ¾azanie opty-
malne wyj́sciowego zadania b ¾edzie w zbiorze [3;1) � [0;1). Dlatego dzielimy ten problem
na dwa problemy P ([3;1); [0; 1)) i P ([3;1); [2;1)). Dalsze elementy procesu pozostawiamy
czytelnikowi jako ćwiczenie. Skrótowo ca÷y proces podzia÷u jest przedstawiony w poni·zszym
diagramie.

48.22),17.2,76.2(
)),0[),,0([

*
@@

¥¥

jx

P

22),75.,3(
)),0[),,3([

*
==

¥¥

j1x

P

12),3,0(
)),3[],2,0([

*
==

¥

jx

P

14.21),1,43.3(

])1,0[),,3([
*

@@

¥

jx

P

-¥=

¥¥

j

)),2[),,3([P

20),0,4(

])1,0[),,4([
*

==

¥

jx

P

6.19),4.2,2(

)),0[],2,0([
*

=@

¥

jx

P

18),2,2(
])2,0[],2,0([

*
== jx

P

19),1,3(

])1,0[],3,3([
*

== jx

P

Rozwi ¾azaniem optymalnym zadania (2.16) jest x� = (4; 0) i optymalna wartóśc funkcji celu
wynosi ' = 20.

Powró́cmy teraz do w÷asnósci ograniczenia górnego ' : D ! R:
b10 G1 � G2 2 D ) '(G1) � '(G2)
20 a 2 G) '(fag) = f(a)
W÷asnósci te nie opisuj ¾a jednoznacznie funkcji '. Aby otrzymác szybciej rozwi ¾azanie,

funkcja ' powinna býc dopasowana do konkretnego zadania. Przy konstrukcji rodziny D i
funkcji ' powinny býc wzi ¾ete pod uwag¾e nast ¾epuj ¾ace kryteria:
1. Wartósci funkcji ' powinny býc wyznaczane mo·zliwie prosto.
2. Wartósci funkcji ' powinny mo·zliwie dok÷adnie szacowác z góry maksymaln ¾a wartóśc

funkcji f , tzn. wartóśc

�(Gi) = '(Gi)�max
x2Gi

f(x)

powinna býc mo·zliwie ma÷a.
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Przy wyborze funkcji ' problem polega cz¾esto na tym, ·ze im lepiej funkcja ta spe÷nia
pierwsze kryterium, tym gorzej spe÷nione jest drugie i odwrotnie. Przy konstrukcji funkcji
' nale·zy wi ¾ec znaléźc odpowiedni kompromis. Najcz ¾ésciej funkcj ¾e ' : D ! R de�niuje si ¾e
nast ¾epuj ¾aco:

'(Gi) = max
x2Hi

f(x);

przy czym Gi � Hi i podzbiór Hi wybiera si ¾e tak, aby '(Gi) mo·zna by÷o stosunkowo prosto
wyznaczýc (mówi si ¾e o relaksacji wyj́sciowego zadania). Na przyk÷ad w zadaniu programowania
liniowego ca÷kowitoliczbowego lub dyskretnego mo·zna opúscíc te ograniczenia, których usuni ¾e-
cie prowadzi do zadania programowania liniowego (patrz przyk÷ad 2.4.2). W tym przypadku
relaksacja taka nazywa si ¾e relaksacj ¾a LP. Inn ¾a mo·zliwósci ¾a jest tak zwana relaksacja Lagrange�a.
Powstaje ona w ten sposób, ·ze usuwane ograniczenia dodaje si ¾e do funkcji celu z odpowiednimi
wagami proporcjonalnymi do tak zwanych mno·zników Lagrange�a (mno·zniki te s ¾a w istocie
równe zmiennym dualnym).

2.4.1 Ogólny opis metod podzia÷u i ograniczeń

Rozwa·zmy zadanie
max
x2G

f(x): (2.17)

Zak÷adamy, ·ze rodzina D � 2G i funkcja ' : D ! R zosta÷y zde�niowane. Ponadto, niech
'(;) = �1.

Algorytm 2.4.4

Krok 0 (inicjalizacja)

(a) Po÷o·zýc G = fGg:

(b) Wyznaczýc '(G):

(c) Wybrác x 2 G i po÷o·zýc ' = f(x) (ewentualnie po÷o·zýc ' = �1).

(d) Wybrác tolerancj ¾e optymalnósci " � 0:

Krok 1 (ograniczenie)

(a) Wyznaczýc
' = max

Gi2G
'(Gi):

Jésli ' = �1; to zadanie (2.17) jest sprzeczne � algorytm zatrzymuje si ¾e.

(b) Jésli stwierdzi si ¾e, ·ze

'(Gi) = f(xi) dla pewnego xi 2 Gi;

to usun ¾ác Gi z rodziny G (w zbiorze Gi nie ma elementu lepszego ni·z xi). Jésli
dodatkowo

f(xi) > ';
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to po÷o·zýc
' = f(xi) i x = xi

(f(xi) jest nowym ograniczeniem dolnym i xi jest kandydatem na rozwi ¾azanie opty-
malne).

(c) Usun ¾ác z rodziny G te podzbiory Gi; dla których

'(Gi) � '

(podzbiory te nie b ¾ed ¾a wi ¾ecej rozwa·zane, gdy·z nie zawieraj ¾a one rozwi ¾azania opty-
malnego).

(d) Jésli G = ;; to x jest rozwi ¾azaniem optymalnym zadania (2.17) � algorytm zatrzy-
muje si ¾e.

(e) Jésli ' � ' � "; to x jest rozwi ¾azaniem "-optymalnym zadania (2.17) � algorytm
zatrzymuje si ¾e.

Krok 2 (podzia÷)

(a) Wybrác zbiór eG 2 G i roz÷o·zýc go na (mo·zliwie roz÷ ¾aczne) podzbiory eGi 2 D, i 2 L :

eG =
[

i2L

eGi:

(b) Po÷o·zýc

G = G [ f eGi : i 2 Lg n f eGg:
(c) Wyznaczýc '(Gi) dla wszystkich nowych Gi 2 G.

(d) Przej́śc do kroku 1.

Uwaga 2.4.5 Przy zastosowaniu relaksacji LP:
a) mo·zna stwierdzíc, czy

'(Gi) = f(xi) dla pewnego xi 2 Gi;

w kroku 1b), jésli na przyk÷ad rozwi ¾azanie optymalne dla zadania zrelaksowanego jest ca÷kowito-
liczbowe.
b) w kroku 2a) wybiera si ¾e taki zbiór eG = G(d; g) 2 G, dla którego wartóśc '(G(d; g))

jest osi ¾agni ¾eta dla pewnego x� = (x�1; :::; x
�
n)
> z przynajmniej jedn ¾a nieca÷kowit ¾a wspó÷rz ¾edn ¾a,

powiedzmy xi. Wówczas zbiór eG = G(d; g) rozk÷ada si ¾e na dwa roz÷ ¾aczne podzbiory
eG1 = G(d; g1; :::; gi�1; bx�i c; gi+1; :::; gn)

i
eG2 = G(d1; :::; di�1; dx�i e; di+1; :::; dn; g);

gdzie bxc oznacza cz¾éśc ca÷kowit ¾a liczby x, zás dxe oznacza najmniejsz ¾a liczb ¾e ca÷kowit ¾a niem-
niejsz ¾a od x (w tym przypadku wi¾eksz ¾a ni·z x).

Ćwiczenie 2.4.6 Przésledzíc Algorytm 2.4.4 dla zadania programowania liniowego ca÷kow-
itoliczbowego podanego w przyk÷adzie 2.1.4.


