ROZDZIAL 3

Najkrotsze drogi i drzewa

3.1 Elementy teorii graféw

Na poczatku przypomnimy podstawowe pojecia i proste fakty.

1.

=W

10.

11.

Par¢ G = (V, E) nazywamy grafem (nieskierowanym), gdzie V.= V(G) = {v1,...,v,}
jest zbiorem wierzchotkéw, E = E(G) = {ey, ..., e} jest zbiorem krawedzi, jesli kazdej
krawedzi e € E przyporzadkowana jest para (nieuporzadkowana) wierzchotkéw vy, vy € V
— koncow tej krawedzi; méwimy, ze krawedz jest zwigzana z jej koncami, a konce te sg
wzgledem siebie wierzchotkami sgsiednims.

Krawedzie grafu G nazywamy krawedziami réwnoleglymi jeSli maja te same konce.
Petlg w grafie G nazywamy jego krawedz o jednakowych koncach.
Grafem prostym nazywamy graf bez krawedzi réwnoleglych i petli.

Dla grafu G = (V,E) przez e = v1v9 oznaczamy krawedZ o koncach vy,vy € V (za-
ktadamy, ze graf ten jest bez krawedzi réwnolegtych); symbole vivy i vov; oznaczaja te
sama, krawedz.

Grafem pefnym nazywamy graf prosty, dla ktérego kazda para réznych wierzchotkéw jest
polaczona krawedzig.

Moéwimy, ze graf G' = (V', E') jest podgrafem grafu G = (V, E), jesli V! C V| E' C E.

. Dla W C V przez G[W| oznaczamy podgraf G' = (W, A) grafu G, gdzie A jest zbiorem

tych krawedzi grafu GG, ktérych oba konce nalezg do W.

. Dla A C FE przez G\ A oznaczamy podgraf G' = (V,E\A); dla e € E przez G\e

oznaczamy podgraf G\ {e}.

Dla W C V przez G\ W (lub przez G[V\W]) oznaczamy podgraf grafu G powstaly
przez usuniecie wierzchotkéw W i zwigzanych z nimi krawedzi; dla v € V' przez G\w
oznaczamy podgraf G\ {v}.

Dla grafu G = (V, E) i dla nietrywialnego podzbioru W C V (tzn. W # @i W # V)
przez 6(W') oznaczamy zbidr tych krawedzi grafu G majacych jeden koniec w W za$ drugi
w VN\W; zbiér postaci §(IW) dla pewnego W C V nazywamy cieciem grafu G.
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52 Rozdziat 3. Najkrétsze drogi i drzewa

12. Dla grafu G = (V, E) i dla W C V przez (W) oznaczamy zbiér tych krawedzi grafu G
majacych oba konce w W.

13. Podgraf G' = (V' E') grafu G = (V, E) jest grafem rozpinajgcym graf G jesli V' = V.

14. Drogg P w grafie G taczaca wierzcholki vg i vy (lub (vg, vk )-drogq) nazywamy ciag krawedzi
€o, €1, .-, € tego grafu, gdzie e; = v;_qv;, @ = 1,...,k, (dwie kolejne krawedzie maja
wspélny wierzcholek); droge P w grafie G mozemy utozsamiaé z podgrafem

G = ({vo, ..., v}, {e1, ..., ex}),
w ktérym wyrézniono dwa konice vy i v 1 w ktérym zachodzi opisany wyzej zwiazek miedzy
wierzchotkami i krawedziami. Droge te zapisujemy réwniez w postaci P = (eq, ey, ..., €x)
albo P = (vovy...vx). W szczegélnoéci k moze byé réwne 0. Wowcezas droga P jest
grafem zlozonym z jednego wierzchotka vy bez krawedzi. Méwimy, ze jest to droga taczaca
wierzchotek vy ze soba.

15. Dla grafu G = (V, E) i dla wierzchotka v € V przez C, oznaczamy zbiér wszystkich
wierzchotkéw w grafu G, dla ktérych istnieje (v, w)-droga; zbiory C, sa klasami abstrakcji
dla relacji typu réwnowaznosci

v ~ w jeSli istnieje (v, w)-droga w grafie G
okreslonej na V.

16. Podgraf grafu G = (V, E) postaci G[C,] dla pewnego v € V nazywamy sktadowq grafu G.

17. Graf G nazywamy grafem spdjnym, jeSli dowolne dwa jego wierzchotki mozna potaczyc
droga.

18. Jesli G = (V, F) jest grafem spdjnym, to #E > #V — 1.

19. Graf G jest spojny wtedy i tylko wtedy jest swoja (jedyna) sktadowa.

20. Droga P laczaca wierzchotki vg i vy, grafu G jest zamknieta jeSli vy = vy.

21. Droga P = (vguy, ..., Vk_1U) jest prosta jeSli wierzcholki vy, ..., vy sa rézne.

22. JeSli istnieje droga taczaca dwa wierzcholki, to istnieje laczaca je droga prosta.

23. Droga P nazywa sie cyklem jeSli jest zamknieta i prosta.

24. Krawedz e = uv grafu G nalezy do cyklu wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje droga zawarta
w G\ e laczaca wierzcholki u i v.

25. Jedli graf spojny G = (V, E) zawiera cykl, to #FE > #V.

26. Jesli graf spéjny G = (V, E) nie zawiera cyklu, to #FE = #V — 1.

27. Dla grafu G cyklem Hamiltona nazywamy cykl taczacy wszystkie wierzchotki grafu G.

28. Wierzcholek v grafu spéjnego G nazywamy wierzchotkiem tngcym, jesli graf G \ v nie jest

spojny.
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29. Lasem nazywamy graf nie zawierajacy cykli.
30. Drzewem nazywamy las spéjny.
31. Dendrytem nazywamy drzewo rozpinajace.

32. Wagq (dltugoscig, kosztem) c(e) krawedzi e € E nazywamy warto$¢ funkcji ¢ : £ — R
zwanej funkcjq wag (dtugosci, kosztow) dla e € E, wage te bedziemy oznaczaé réwniez
symbolem c,.

33. Sieciq nazywamy graf G = (V, F) z okre§long funkcja wag ¢ : £ — R.
W dalszej czesci rozwazamy grafy proste.

Lemat 3.1.1 Krawed? e = vv' grafu G jest krawedzig cyklu wtedy i tylko wtedy, gdy w grafie
G\ e istnieje droga tgczgca v i v'.

Dowéd.
= Niech C' = (vovy, ..., vg_10x) bedzie cyklem w grafie G i niech e = vv’ bedzie krawedzia
tego cyklu. OczywiScie e = e; = v;_1v; dla pewnego i, ¢t = 1, ..., k. Jest jasne, ze droga

Pi = (Uﬂ}i+1, vy Up—1U0, VoU1, -.., UZ',QUZ‘,1>

jest podgrafem grafu G\ e jest droga taczaca v i v'.
< Zalézmy teraz, ze dla pewnej krawedzi e = vo’ grafu G, w grafie G\ e istnieje droga P
laczaca v i v'. Zatem istnieje droga prosta taczaca v i v’ Dla pewnych wierzcholkéw wy, ..., wy
grafu G\ e zachodzi wiec
P = (wowy, ..., w_1wy),

gdzie wy = v 1 w,, = v'. Poniewaz e = wiwy, wiec
C = (wowy, ..., Wy_1Wk, WrWo)
jest podgrafem grafu G. Ponadto jest on oczywiscie cyklem. |

Lemat 3.1.2 Graf G = (V, E) jest spdjny wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego nietrywialnego
podzbioru wierzchotkéw W C V' zbidr 6(W) jest niepusty.

Dowéd.

= Przypus$tmy, ze graf G = (V, E) jest spéjny i niech W # & bedzie dowolnym istotnym
podzbiorem wierzchotkéw tego grafu. Niech v € W i niech v/ € VN\W. Poniewaz G jest
grafem spéjnym, wiec istnieje droga prosta P = (vguy, ..., v5_10;) taka, ze v = vy 1 V' = wvg.
Niech iy = max{i : 0 < i < k,v; € W}. Oczywidcie iy < k oraz v;,+1 € VNW. Zatem
e = Vi Vipy+1 € O(W).

< Przypu$émy teraz, ze graf G nie jest spojny, tzn. dla pewnych wierzchotkéw v, v € V
nie istnieje droga laczaca v i v'. Zatem C, N C,y = @. Dla nietrywialnego podzbioru krawedzi
W = C, ciecie §(W) jest wiec zbiorem pustym. |

Lemat 3.1.3 Niech graf G = (V, E) bedzie spéjny. Wowcezas nastepujace warunki sq réwnowazne:

(i) G jest drzewem,
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(il) #FE =#V —1,

(iii) kazda pare wierzchotkow grafu G mozna polgczyé doktadnie jedng droga,

(iv) po dodaniu jednej krawedzi do zbioru E powstaly graf G' zawiera doktadnie jeden cykl,
)

(v) po usunigciu dowolnej krawedzi ze zbioru E powstaly graf G" = G\ e traci spdjnosé.

Dowdéd. (i)=-(ii) Niech G bedzie drzewem. Poniewaz G jest grafem spéjnym nie zaw-
ierajacym cyklu wiec #E = #V — 1 (patrz whasno$¢ 26).

(ii)=(iii) Niech #FE = #V — 1. Przypu$tmy, ze pewne dwa wierzcholki v i v' grafu G
mozna polaczy¢ dwiema réznymi drogami P i P’. Bez szkody dla ogélno$ci mozemy zalozy¢,
ze wierzcholki w P i P’ poza poczatkiem i koncem sa rézne. Woéwcezas (P, P') jest cyklem w
grafie spéjnym G i w konsekwencji #E > #V (patrz whasnos¢ 25), co stoi w sprzecznodci z
zalozeniem.

(iii)=(iv) Niech e = vv' ¢ E dla pewnych wierzcholkéw v, v’ grafu G i niech G' =
(V, EU{e}). Niech P bedzie droga prosta w grafie G laczaca wierzcholki v i v'. Wéwczas (P, e)
jest cyklem w grafie G'. Jest to jedyny cykl w tym grafie. Gdyby powiem istnial inny cykl
(P',e), to P’ bytaby inng niz P droga w grafie G laczaca wierzchotki v i v'.

(iv)=(v) Niech e = vv' € E. Przypuétmy, ze graf G” = G\ e jest spéjny. Niech P
bedzie droga prosta w grafie G” laczaca wierzcholki v i v'. OczywiScie (P, e) jest cyklem w
grafie G. Stoi to w sprzecznosci z zalozeniem, gdyz po dodaniu pewnej krawedzi ¢/ ¢ E do
grafu G powstaly graf G’ bedzie zawieral co najmniej dwa cykle.

(v)=(i) Przypu$émy, ze graf G nie jest drzewem. Poniewaz, zgodnie z zalozeniem jest
on grafem spéjnym, wiec G zawiera cykl. Z lematu 3.1.1 wynika, ze po usunieciu dowolnej
krawedzi tworzacej ten cykl graf ten jest nadal spéjny. Stoi to w sprzecznosci z zalozeniem. W

Whiosek 3.1.4 Spéjny podgraf rozpinajecy H = (V, F) grafu G = (V, E) jest drzewem wtedy
1 tylko wtedy, gdy #F = #V — 1.

Whniosek 3.1.5 Niech H = (V| F) bedzie drzewem rozpinajgcym grafu G = (V,E). Jesli
e=uv € E alee ¢ F ijesli f € F jest elementem drogi lgczacej u i v, to podgraf H' =
(V. IN{f} U{e}) jest drzewem rozpinajgcym graf G.

Dowdd. Wystarczy zauwazy¢, ze graf H' jest spéjny i ma te samg liczbe krawedzi, co graf
H. |
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3.2 Najkrétsze drzewo rozpinajace

Definicja 3.2.1 Dany jest graf nieskierowany G = (V, E) i funkcja wag ¢ : E — R. Dlugoscig
(lub wagq) grafu G nazywamy liczbe ¢(E) = >, c(e).

Rozwazmy nastepujace zadanie zwane problemem najkrdtszego drzewa rozpinajgceego (NDR)
(ang. minimum spanning tree):

Dany jest graf spéjny G = (V, E) i funkcja kosztéw ¢ : E — R. Znalezé drzewo
rozpinajace H = (V, F') grafu G takie, ze dla dowolnego innego drzewa H' = (V, F")
rozpinajacego ten graf zachodzi nier6wnos¢ ¢(F) < c¢(F").

Definicja 3.2.2 Moéwimy podzbiér F krawedzi grafu G = (V) E) jest rozszerzalny do naj-
krétszego drzewa rozpinajacego jesli F' jest zawarty w zbiorze krawedzi pewnego najkrétszego
drzewa rozpinajacego graf G.

Podamy teraz pewien warunek wystarczajacy na to, aby po dotaczeniu krawedzi do zbioru
I nie stracil on wlasnoSci rozszerzalnosci do najkrétszego drzewa rozpinajacego.

Twierdzenie 3.2.3 Jesli podzbior F C E jest rozszerzalny do nagkrétszego drzewa rozpina-
jacego graf spojny G = (V, E) i e jest najkrétsza krawedzig pewnego ciecia D rozlgeznego ze
zbiorem F', to F'U {e} jest réwniez rozszerzalny do najkrétszego drzewa rozpinajacego graf G.

Dowdéd. Niech podzbiér krawedzi F' C T bedzie rozszerzalny do NDR H = (V,T) i niech
e bedzie najkrétszg krawedzig pewnego ciecia D rozigcznego z F'. Jesli e € T, to oczywiScie
F U {e} jest rozszerzalny do NDR. Niech wiec e = uv ¢ T. Niech P bedzie (u, v)-droga w grafie
H. Na mocy lematu 3.1.3 istnieje doktadnie jedna taka droga. Poniewaz e = uv € D i D jest
cieciem, wiec w grafie G\ D nie ma (u, v)-drogi. W konsekwencji pewna krawedz f € PN D.
Poniewaz e jest najkrotsza krawedzia w D, wiec c(e) < ¢(f). Stad i na mocy wniosku 3.1.5
graf H' = (V,T\{f} U{e}) jest réwniez NDR. Zauwazmy teraz, ze f ¢ I’ poniewaz f € D i
FND=10. Widzimy wiec, ze FU{e} C TN\{f}U{e}, czyli FU{e} jest rozszerzalny do NDR
H'. |

W kolejnych punktach podamy dwa algorytmy pozwalajace skonstruowac najkrétsze drzewa
rozpinajace. Obydwa maja tzw. wlasno$¢ zachlannosci, tzn. w kazdej iteracji wyboér jest
lokalnie najlepszy.

3.2.1 Algorytm Kruskala

W algorytmie Kruskala punktem startowym jest las rozpinajacy H = (V, () grafu G o pustym
zbiorze krawedzi. W kazdej iteracji algorytmu do zbioru krawedzi tego lasu dokladamy naj-
krotsza krawedz taka, aby powstaly graf byl nadal lasem. Zauwazmy, ze aby wlasnos¢ ta byla
zachowana, oba konce dokladanej krawedzi musza naleze¢ do réznych sktadowych (drzew) lasu.

Algorytm 3.2.4 (Kruskal)
Wejscie: Graf spdjny G = (V, E) i funkcja wag ¢ : £ — R

Wyjscie: Najkrotsze drzewo rozpinajace H = (V) F') grafu G
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Krok 0 (inicjalizacja)

(a) Uporzadkowaé krawedzie grafu G w ciag ey, ea, ..., €, zgodnie z ich rosngcymi dhu-
goSciami, czyli tak, aby
cler) <cleg) <

< clem).
(b) Polozy¢ F =2 i H=(V,F).
(c) Polozyt k =1 (licznik iteracji).

Krok 1 (kryterium zatrzymania)

(a) JeSli k = m + 1, to algorytm zatrzymuje sie (H jest NDR).
(b) Jesli H jest grafem spéjnym, to algorytm zatrzymuje sie (H jest NDR).

Krok 2 (aktualizacja zbioru krawedzi lasu)

(a) Sprawdzi¢, czy oba konce krawedzi e nalezg do réznych sktadowych grafu H; jesli
tak, to polozy¢ F':= F U {ex}.

(b) Potozyt k := k+ 1.
(c) Przejé¢ do kroku 1.

Twierdzenie 3.2.5 Dla dowolnego grafu spéjnego G = (V, E) i dowolnej funkcji dtugosci c :
E — R graf H = (V, F) skonstruowany przy pomocy algorytmu Kruskala jest najkrétszym
drzewem rozpinajgcym graf G.

Dowdéd. Niech H = (V) F) bedzie lasem rozpatrywanym w biezacej iteracji algorytmu
Kruskala. Jesli w iteracji tej krawedz e, zostaje dotaczona do zbioru F', to powstaly graf jest
nadal lasem, gdyz oba kofice krawedzi e; leza w réznych sktadowych grafu H. Zauwazmy,
ze graf H skonstruowany przy pomocy algorytmu Kruskala jest spdjny. Przypu$émy bowiem,
ze nie jest on spéjny i niech S; i Sy beda dwiema jego réznymi sktadowymi i niech krawedz
e; € 0(51) dla pewnego j. Krawedz taka istnieje, bo graf G jest sp6jny. Oczywiscie e; ¢ F.
Z postaci algorytmu wynika, ze w j-tej iteracji algorytmu krawedz e; zostaje dolgczona do
zbioru krawedzi grafu H i, ze w kolejnych iteracjach pozostaje nadal jego krawedzia, czyli
e; € F'. Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi spéjnosci grafu H. W konsekwencji H jest drzewem
rozpinajgcym, poniewaz jest on lasem rozpinajacym. Poniewaz () jest rozszerzalny do NDR
wiec w celu pokazania, ze H jest NDR wystarczy zauwazy¢ — korzystajac z twierdzenia 3.2.3 —

ze w wyniku kazdej iteracji algorytmu Kruskala zostaje zachowana wlasnoS¢ rozszerzalnosci do
NDR. |

Liczba operacji wykonywanych w algorytmie Kruskala jest zdominowana przez zlozonosc
obliczeniowa sortowania, ktére trzeba wykonaé w kroku 0., a ta wynosi jak wiadomo O(m logm).
Wobec tego zlozonos¢ obliczeniowa algorytmu Kruskala jest wielomianowa.

Przyklad 3.2.6 Dana jest sie¢ nieskierowana petna (V, E, ¢), ktérej wierzchotki w, v, w,z,y
umieszczone sa na plaszczyznie R? i majg wspétrzedne v = (5,3), v = (1,2), w = (3,1),
x=(1,1),y = (4,5). Na zbiorze krawedzi E okreSlona jest funkcja wag ¢ : E' — R nastepujaco:
c(e) jest réwna odlegloéci euklidesowej miedzy wierzchotkami zwiazanymi krawedzia e, e € E.
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Metoda Kruskala wyznaczy¢ najkrétsze drzewo rozpinajace ten graf: podac¢ kolejne krawedzie
wyznaczane ta metodg i zaznaczy¢ te krawedzie na rysunku

6]
1 o
3
3] o
2 o
1; o (o]
1% 1 2 3 4 5 6
-1-

Przyklad 3.2.7 Dla sieci podanej na ponizszym rysunku metoda Kruskala wyznaczy¢ na-
jkrétsze drzewo rozpinajace.

3.2.2 Algorytm Prima

W algorytmie Prima punktem startowym jest drzewo H = ({r},0), gdzie r jest dowolnym
wierzchotkiem grafu G. W kazdej iteracji algorytmu do zbioru krawedzi grafu H dodajemy
najkrétsza krawedz z ciecia grafu G odpowiadajacego zbiorowi wierzchotkéw grafu H. W
wyniku tej operacji graf H jest nadal drzewem. Po wykonaniu n iteracji, gdzie n jest liczba
wierzchotkéw grafu G skonstruowane w opisany sposéb drzewo jest drzewem rozpinajacym.
Sformutujemy teraz dokladnie algorytm Prima, a nastepnie pokazemy, ze otrzymane drzewo
jest najkrétszym drzewem rozpinajacym graf G.

Algorytm 3.2.8 (Prim)
Wejscie: Graf spjny G = (V, E) i funkcja wag ¢ : £ — R
Wyjscie: Najkrotsze drzewo rozpinajace H = (V, F') grafu G

Krok 0 (inicjalizacja)
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(a) Wybra¢ dowolny wierzcholek r € V' i polozy¢ W = {r}
(b) polozy¢ F =01 H = (W, F).

Krok 1 (kryterium zatrzymania)

Je§li #W = #V | to algorytm zatrzymuje sie (H jest drzewem rozpinajacym).

Krok 2 (aktualizacja zbioru krawedzi drzewa)

a) Wyznaczy¢ najkrétsza krawedz e ze zbioru §(W)

(
(b) Polozy¢ F := F U{e}

)
)
(c) Potozye W := W U {w}, gdzie w jest koficem krawedzi e nie nalezacym do W
(d) Przej$¢ do kroku 1.

Twierdzenie 3.2.9 Dla dowolnego grafu spdjnego G = (V, E) i dowolnej funkcji dtugosci
c: E — R graf skonstruowany przy pomocy algorytmu Prima jest najkrotszym drzewem rozpina-
jacym graf G.

Dowdéd. Zatézmy, ze podgraf H = (W, F) grafu G jest drzewem i niech f = uv € 6(W).
Pokazemy, ze wéwczas podgraf HT = HU{f} = (W U{u,v}, FU{f}) jest réwniez drzewem.
W tym celu zauwazmy, ze podgraf HT jest spdjny, gdyz f € 6(W), czyli jeden z koncéw
krawedzi f nalezy do zbioru W. Ponadto podgraf H™ nie zawiera cyklu. Gdyby bowiem byto
inaczej, to zgodnie z lematem 3.1.1 w grafie HT\{f} = (WU{u, v}, F) istnialaby droga laczaca
wierzchotki u i v. Jednakze jeden z tych wierzcholtkéw nie nalezy do W, wiec takiej drogi nie
ma. Skoro podgraf H* jest spéjny 1 nie zawiera cyklu, wiec jest drzewem.

Zauwazmy dalej, ze cigcie 6(W) jest niepuste, o ile H nie jest drzewem rozpinajacym (czyli
W #V), gdyz zgodnie z zalozeniem graf G jest spéjny.

Poniewaz zgodnie z algorytmem Prima w kazdej iteracji dodajemy do zbioru wierzchotkéw
grafu H jeden nowy wierzcholek, wiec po n iteracjach tego algorytmu otrzymamy drzewo
rozpinajace H* = (V, F™*).

Zbior () jest oczywiScie rozszerzalny do NDR. Ponadto wybér krawedzi dokonywany w kazdej
iteracji algorytmu Prima spekia zalozenia twierdzenia 3.2.3 (f jest najkrotsza krawedzig ciecia
d(W) roztacznego z F). Zatem zgodnie z tym twierdzeniem zbiér F'U {f} jest rozszerzalny do
NDR. W konsekwencji H* jest NDR. ]

Mozna pokazaé, ze ztozono$¢ obliczeniowa algorytmu Prima wynosi O(n?), czyli podobnie
jak dla algorytmu Kruskala jest ona wielomianowa.

Przyklad 3.2.10 Dla sieci podanej w przykladach 3.2.6 i 3.2.7 metoda Prima wyznaczyc
najkrétsze drzewa rozpinajace.

Przyklad 3.2.11 Wybrane miasta w lubuskiem nalezy potaczy¢ szybkim §wiatlowodem. Postugu-
jac sie ponizszg tabelg odleglosci metodami Kruskala i Prima wyznaczy¢ graf polaczen, dla
ktorego koszty przedsiewzigcia bylyby najnizsze. Wyznaczy¢ réwniez taczne najnizsze koszty
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przedsiewziecia Przyjmujemy, ze koszt budowy jednego kilometra $wiattowodu taczacego dwa
miasta wynosi 1 mln z.

(Eitli::ng:t,:;] G\;:;:\.u Zielona Gora| Nowa Sal Zary Miedzyrzecz Ko“{;’:; nad Stubice
Gorzow WIkp.
Zielona Gara 111
Nowa Sol 129 27
Zary 159 47 51
Miedzyrzecz 46 67 87 115
Kostrzyn nad Odrg 45 136 156 144 83
Stubice 80 123 142 114 89 33
Gubin 144 58 87 53 100 91 60

W celu skorzystania z algorytmu Kruskala uporzadkujmy odleglo$ci migdzy miastami w sposéb

rosnacy
. , Kostrzyn nad . . X . . . . . . . . . . . .
Zielona Gora 0dra Gorzéw WIkp.|Gorzéw Wikp.| Zielona Géra [ Nowa Sél Lary Zielona Géra Stubice Zielona Géra |Gorzéw Wikp.| Miedzyrzecz | Nowa Sél Nowa Sl
Kostrzyn nad Kostrzyn nad
Nowa Sol Stubice Odrg Miedzyrzecz Zary Zary Gubin Gubin Gubin Miedzyrzecz Stubice Odrg Miedzyrzecz Gubin
27 33 45 46 47 51 53 58 60 67 80 83 87 87
. Kostrzyn nad | . . y . . . . . . . . X .
Migdzyrzecz 0dra Migdzyrzecz |Gorzéw Wlkp. Zary Zary Zielona Gora |Gorzow Wikp.| Zielona Gora| Nowa Sél  |Gorzéw Wikp., Zary Nowa Sal  [Gorzow Wlkp.
Kostrzyn nad Kostrzyn nad | Kostrzyn nad
Stubice Gubin Gubin Zielona Gora Stubice Migdzyrzecz Stubice Nowa Sol Odrg Stubice Gubin Odrg Odrg Zary
89 91 100 111 114 115 123 129 136 142 144 144 156 159

Zgodnie z algorytmem Kruskala otrzymamy nastepujace najkrotsze drzewo rozpinajace

.

NIEMCY

Mapy $cienne
Polski
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3.2.3 Sformulowanie w postaci zadania programowania liniowego

Wprowadzimy najpierw pewne oznaczenia.
Niech A C {1,...,m}. Wektor x4 = (X1, .-, X;n) € R™ postaci

|1 dlaie A
XiT 10 dlai¢ A

nazywamy wektorem charakterystycznym zbioru A.
Dalej, niech = = (£;,...§,,,) € R™. Oznaczmy z(A) = Y., §. Mamy wiec

z(A) = x 7.

Dany jest graf spéjny G = (V, E), i funkcja wag ¢ : E — R. Rozpatrzmy teraz nastepujace
zadanie programowania liniowego.

minimalizowac c'z

wzgledem xr e R™,

przy ograniczeniach X g <#S—1 ¥V SCV,S#0,5#V, (3.1)
ele =#V -1,
z > 0.

Dla A C E przez s(A) oznaczamy liczbe sktadowych podgrafu (V, A) grafu G. Zadanie (3.1)
zapiszemy w nastepujacej w postaci, ktérej analiza bedzie latwiejsza:

minimalizowaé c'x

wzgledem xr e R™,

przy ograniczeniach Yz < #V —s(A) VACE A+#E, (3.2)
el =#V -1,
z > 0.

Lemat 3.2.12 Zadania programowania liniowego (3.1) i (3.2) sq sobie réwnowazne.

Dowéd. Obydwa zadania réznig si¢ ograniczeniami. Przypu$émy wiec, ze = jest punktem
dopuszczalnym zadania (3.2) i niech S C V,S # 0,5 # V. Dla A = ~(S) mamy s(A) =
s(7(S)) > #(V\.S) + 1. Zatem

Xyt S #V —5(7(5)) S #V = #(VNS) —1=#5 - 1,

czyli x jest rozwigzaniem dopuszczalnym zadania (3.1). Niech teraz = bedzie rozwigzaniem
dopuszczalnym zadania (3.1) i niech A C E. Dalej niech S, ..., Sy beda wszystkimi sktadowymi
podgrafu (V, A). Oczywiscie k = s(A) 1 mamy wéwczas

k k
XAt = (ZXW(S,-))TJ":ZXI(SZ-)JI
i=1 ‘

k

< (#5i — 1) = #V — k = #V — s(A).

=1

Widzimy wiec, ze z jest punktem dopuszczalnym zadania (3.2). |
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Twierdzenie 3.2.13 Niech x* bedzie wektorem charakterystycznym zbioru krawedzi najkrot-
szego drzewa (V,T') rozpinajgcego graf G = (V, E) dla funkcji kosztow c. Wowczas x* jest jest
rozwigzaniem optymalnym zadania (3.2).

Dowdéd. Zauwazmy najpierw, ze x* jako wektor charakterystyczny drzewa rozpinajacego
jest rozwigzaniem dopuszczalnym zadania (3.1). Fakt ten wynika stad, ze podgraf (.S, ~(5))
drzewa (V,T) jest lasem, za$ skladowe lasu (S;, E;),i = 1,...,k, sa drzewami. Dla kazde]
takiej sktadowej (5;, ;) zachodzi réwno$¢ #E; = #S; — 1. Po zsumowaniu tych réwnoéci dla
wszystkich sktadowych otrzymamy

Xyt = =(y(5)) = Z #E; (3.3)

k
= D #Si—-)=#S—k<#5-1

=1

Ograniczenie e'x = #V — 1 jest oczywiécie spetione, bo (V,T') jest drzewem. W tej sytuacji

wystarczy pokazac, ze wektor charakterystyczny jakiegokolwiek najkrétszego drzewa rozpina-
jacego jest rozwigzaniem optymalnym zadania (3.2). Pokazemy, ze tak jest dla wektora charak-
terystycznego ' NDR otrzymanego metoda Kruskala. W tym celu rozpatrzymy zadanie dualne
do (3.2). Zauwazmy, ze ma ono postact

minimalizowac ), p(#V — s(4))ya
wzgledem y € R¥"1
przy ograniczeniach Y Aeca YA = —Ce Ve € E,
ya>0 YAC E,A+E,

(3.4)

gdzie y4 oznacza zmienng dualng (wspétrzedna wektora ) odpowiadajaca ograniczeniu y jz <
#V — s(A). Zwréémy uwage na to, ze zmienna yp nie musi by¢ nieujemna, gdyz odpowiada-
jace jej ograniczenie w zadaniu pierwotnym jest réwnoéciowe. W celu pokazania, ze x’ jest
rozwiazaniem optymalnym zadania (3.2) skorzystamy z twierdzenia o komplementarnosci. Zgod-
nie z nim para rozwigzan dopuszczalnych (x,y) zadania pierwotnego i dualnego jest para
rozwigzan optymalnych wtedy i tylko wtedy gdy dla dodatnich wspétrzednych x; wektora
r w odpowiadajacych im ograniczeniach zadania dualnego zachodzg réwnosci i dla dodat-
nich wspétrzednych y4 wektora y w odpowiadajacych im ograniczeniach zadania pierwot-
nego zachodzg réwnosci. Majac dany wektor ' (otrzymany metoda Kruskala) zdefiniujemy
teraz rozwiazanie dopuszczalne y zadania dualnego (3.4). Niech krawedzie ey, ..., e, grafu G
bedzie ustawione w takim samym porzadku, jak w algorytmie Kruskala. Oznaczmy A; =
{e1,..,ei},i=1,...,m. Polézmy y4, = c.,,, —¢c,, dlai=1,...m—1,ya, = —c, oraz ys =0
dla A # A;. Zauwazmy, ze tak okre$lony wektor y jest rozwigzaniem dopuszczalnym zada-
nia dualnego (3.4). Nieujemnoé¢ wspéhzednych y4 dla A # E wynika z ich definicji oraz z
nieréwnosci ¢, ;, > Ce;,1 = 1,...,m — 1. Dalej mamy dla e = ¢;

m m—1
E Yya = E Ya, = E (Cei_H - Cei) — Cepy, = —Cej = —Ce-
AecA i=j i—j

Zatem y jest rozwiazaniem dopuszczalnym zadania dualnego (3.4). Poniewaz w ograniczeni-
ach tego zadania zachodzg réwnosci, wiec spelniony jest pierwszy warunek w twierdzeniu o
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komplementarnosci. Sprawdzimy teraz, ze speliony jest réwniez drugi warunek. Niech wiec
zmienna dualna y, > 0. Jest jasne, ze A = A; dla pewnego 7, ¢ = 1,...,m, gdyz dla innych
zbioréw A zachodzi réwno$té y, = 0. Pokazemy, ze dla z = 2’ w odpowiadajacym tej zmi-
ennej ograniczeniu zachodzi réwnos¢, czyli x ) o' = #V — s(A;). Poniewaz ' jest wektorem
charakterystycznym NDR (V,T), wigc x 3.2’ = #(T N A;). Zauwazmy ponadto, ze zgodnie
z algorytmem Kruskala s(A;) = s(T'N A;). Oba zbiory A; oraz T N A; réznia sie bowiem
tylko krawedziami niedolaczonymi do zbioru krawedzi grafu H w trakcie realizacji algorytmu
Kruskala. Je$li natomiast krawedz e; € A; nie zostala dolaczona do tego zbioru, to moglo to
nastapi¢ tylko z tego powodu, ze oba konce tej krawedzi naleza do jednej skladowej tego grafu.
Tak wiec oba zbiory A; i T'N A; maja te sama liczbe sktadowych. Poniewaz T'N A; jest lasem,
wigc podobnie jak w (3.3) zachodzi réwno$¢ #(17'N A;) = #V — s(T'N A;). Pokazaliémy wiec,
ze oba warunki twierdzenia o komplementarnoéci sa spelione. Zatem para (z’,y) jest parg
rozwigzan optymalnych. |

Uwaga 3.2.14 Dowdd powyzszego twierdzenia moze shuzy¢ jednocze$nie jako dowdd tego, ze
algorytm Kruskala generuje najkrétsze drzewo rozpinajace.
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3.3 Najkroétsze drogi

Przypu$émy, ze chcemy znalez¢é najkrétsza (najtansza, najszybsza) droge z Zielonej Géry do
Biategostoku, przy czym mozemy poruszaC si¢ wylacznie drogami krajowymi przestrzegajac
przepiséw kodeksu drogowego (ograniczenia predkosci, drogi jednokierunkowe, zakazy ruchu,
itp.). Sie¢ drég mozemy przedstawi¢ w postaci pewnego grafu, ktérego wierzcholki sg skrzyzowa-
niami, za$ krawedzie sg odcinkami drog taczacymi sgsiednie skrzyzowania. Zgodnie z przepisami
ruchu drogowego jest zakaz poruszania sie¢ pod prad na jednokierunkowych odcinkach drég.
Ponadto koszt (czas) przejazdu na danym odcinku moze si¢ rézni¢ w zaleznoSci od kierunku
jazdy. Prowadzi to do tego, ze nasze dalsze rozwazania bedziemy musieli prowadzi¢ dla grafu
skierowanego, czyli grafu G = (V, E) w ktérym kazdej krawedzi e = uv (bedziemy ja nazywaé
tukiem) wyrézniono jej poczatek w i koniec v. O ile dla grafu nieskierowanego para wierz-
chotkéw wu, v jest nieuporzadkowana (czyli krawedzie uv i vu sa jednakowe), o tyle dla grafu
skierowanego para wierzchotkéw u, v (bedziemy je nazywaé weztami) jest uporzadkowana, czyli
uv # vu. Poza pewnymi szczegétami, ktére beda omdéwione ponizej, pojecia i oznaczenia
zdefiniowane dla graféw nieskierowanych dotycza réwniez graféw skierowanych.
Dla grafu skierowanego G' = (V, E):

1. Przez zapis e = uv € F rozumiemy, ze tuk e ma poczatek u € V' i koniec v € V.
2. Luki grafu G nazywamy tukami rownolegtym: jesli maja te same poczatki i te same konce.

3. Istnieje graf nieskierowany o zbiorze wierzchotkéw V' i zbiorze krawedzi E' = {uv : uv € E
lub vu € E}.

4. G moze by¢ prosty jako graf nieskierowany nie bedac jednocze$nie prostym jako graf
skierowany.

5. drogq (skierowang) P = (ey,...,ex) w grafie G = (V| E) o poczatku w wezle vy € V' i
koncu w wezle v € V' (lub (vg, vg)-drogq) nazywamy ciag tukéw e; = wvgvy, ..., ex = vgp_10y
tego grafu (koniec i-tego tuku jest poczatkiem nastepnego, i =1, ...,k — 1).

6. Droge (skierowana) P w grafie skierowanym GG mozemy utozsamiaé z podgrafem skierowanym
G' = ({vo, ..., v}, {e€1, ..., ex}), w ktérym wyrézniono poczatek vy i koniec v i, w ktérym
zachodzi opisany wyzej zwiazek miedzy weztami i tukami.

7. Droga P = (vgvy, ..., Vk_1U;) Nazywa sie prosta, jesli wezly vy, ..., v sa roézne.
8. Droga P = (vguy, ..., Vx_1Ug) Nazywa sie zamknieta, jeSli vo = vy.

-droga, to nie musi w nim istnie¢ (v, u)-droga (w konsekwencji
u, v)-droga, nie jest symetryczna, czyli nie jest relacja typu

9. Jesli w grafie G istnieje (u, v
relacja: u ~ v & istnieje
réwnowaznosci).

)
(

10. G nazywamy spdjnym w sensie mocnym jesli dla dowolnych u,v € V istnieje (u, v)-droga.

11. G nazywamy spdjnym w sensie stabym jeSli dla dowolnych u,v € V istnieje (u,v)-droga
lub (v, u)-droga.

12. Cyklem (skierowanym) nazywamy droge skierowana zamknieta i prosta.
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13. G nazywa si¢ drzewem (skierowanym, o korzeniu r) jesli dla kazdego v € V istnieje
doktadnie jedna (7, v)-droga skierowana.

14. Drzewo skierowane H = (V,T') nazywamy skierowanym drzewem rozpinajgcym (graf G).

15. Siecig skierowang nazywamy uktad (V) E,c), gdzie (V, E) jest grafem skierowanym za$
c¢: EF — R — funkcja dtugosci.

Rozwazmy nastepujace zadanie zwane problemem najkrétszej drogi:

Dana jest sie¢ skierowana (V, E, ¢) i wezel r € V. Dla dowolnego wezta v € V nalezy
znalez¢ najkrotsza (r, v)-droge (o ile taka droga w ogdle istnieje).

W dalszej czeSci tego ustepu bedziemy zaktadac, ze dla dowolnego v € V istnieje (r,v)-
droga. Zalozenie to nie ogranicza ogdlnoSci rozwazan, bo w razie potrzeby mozna zbiér tukéw
uzupehié o tuki e = rv ¢ E o wspdlnej dhugosci d na tyle duzej, ze jesli taka dotaczony tuk bytby
najkrétsza (r, v)-droga, to w wyjSciowym grafie nie istniataby (7, v)-droga. (Ile powinna wynosi¢
dhugost d?) W ten sposéb metoda wyznaczania najkrétszej drogi stwierdzalaby jednocze$nie,
czy taka droga w ogodle istnieje.

3.3.1 Potencjaly dopuszczalne

Dana jest sie¢ skierowana (V, E,c) i wezel r € V. Przypuéémy, ze dla v € V wyznaczyli$émy
(r,v)-droge o dtugosci y,. Zauwazmy, ze jeSli (r,w)-droga jest najkrétsza droga w tym grafie
taczaca korzen r z weztem w, to spelnione s nieréwnosci

Yo + Cow = Y dla kazdego tuku vw € E.

Gdyby bowiem dla pewnego tuku vw € E zaszla nieréwno$¢ przeciwna, to uzupeliajac (r, v)-
droge o dlugosci y, o ten tuk, ktérej dhugo$é wynosi ¢y, otrzymalibySmy (7, w)-droge o dtugosci
Yo + Copy Mniejszej niz y,,. Zatem dla kazdego rozwiazania problemu najkrétszej drogi musza
by¢ spelnione warunki

Yo + Cow > Yu dla kazdego tuku vw € E (3.5a)
oraz y, = 0. (3.5b)

Wektor y = (y, : v € V) speliajacy te warunki nazywa sie¢ potencjatem dopuszczalnym. Dla
drogi P = (ey,...,e;) i dla funkcji dltugosci ¢ : F — R dlugo$¢ tej drogi wyraza sie wzorem
c(P) = xpc = Zle ce,;- Potencjaty dopuszczalne posiadaja nastepujaca wlasnosé.

Twierdzenie 3.3.1 Niech y bedzie potencjatem dopuszczalnym dla sieci skierowanej (V, E, c),
niech v € V' i niech P bedzie (r,v)-drogq skierowang. Wowczas c¢(P) > vy, .

Dowéd. Niech P = (eq, ..., ex), gdzie e; = v;_jv;,i = 1,...,k i vg = r oraz vy = v. Na mocy

(3.5) mamy
k

k
C(P) = Zcei > Z(yvi - yvi—l) = Yu, — Yvo = Yo

i=1 =1
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Uwaga 3.3.2 Jesli P = (vovy, ..., Vp_10k), gdzie vg = r, vy = v, jest najkrétsza (r, v)-droga,
to P = (vovy, ..., Vk_2Vk_1) jest najkrétsza (r,vy_1)-droga. Dla kazdego wezla v mozemy wiec
wskazaé wezel v/ bezposrednio poprzedzajacy go w najkrétszej (r,v)-drodze. Takich wezléw
moze by¢ wprawdzie wiecej (bo najkrétszych drég moze byé¢ wiecej), w takiej sytuacji przy-
pusémy jednak, ze wybraliSmy jeden z nich (oznaczmy go symbolem p(v)) traktujac go jako
bezposredniego poprzednika wezta v. Wezly v = p(v) i v wyznaczaja tuk v'v za§ wszystkie
takie tuki dla v € V' okreélaja skierowane drzewo rozpinajace H = (V,T') o korzeniu r.

3.3.2 Algorytm Forda

Zauwazmy, ze dysponujac potencjalem dopuszczalnym y twierdzenie 3.3.1 daje nam mozliwos¢
stwierdzenia, czy dana (r,v)-droga skierowana P jest najkrétsza. Jesli bowiem ¢(P) = y,, to
na mocy twierdzenia 3.3.1 droga ta jest najkrétsza (r,v)-droga. Wystarczy wiec skonstruowaé
potencjal dopuszczalny oraz okresli¢ bezpo$redniego poprzednika p(u) takiego, ze tuk p(u)u € E
dla kazdego wezta u € VN\{r}. Najkrétsza (r,v)-droge mozna wtedy skonstruowaé od konca
do poczatku. Zwréémy uwage na to, ze w ten sposéb skonstruujemy najkrétsze (r, v)-drogi dla
wszystkich v € V.

Whniosek 3.3.3 Istnienie potencjatu dopuszczalnego dla sieci skierowanej (V, E, c) i wezta r €
V' jest réwnowazne istnieniu dla tej sieci nagkrétszych (r,v)-drég dla wszystkich v € V.

Opiszemy teraz, jak skonstruowa¢ potencjal dopuszczalny. Przypu$émy, ze mamy dany
pewien wektor y € R™. Moze nim by¢ na przyklad wektor o wspoétrzednych y, okreslajacych diu-
gosci (r,v)-drég dla v € V' o tukach nalezacych do pewnego skierowanego drzewa rozpinajacego
H = (V,T) o korzeniu r. Kazdy wezel v takiego drzewa rézny od r ma swojego bezposred-
niego poprzednika p(v) takiego, ze p(v)v € T. Mozna réwniez przyjac y, = 0 oraz y, = +00
i p(v) = —1 ¢ V dla dowolnego v # r. Przyjecie y, = +00 oznacza, ze na razie nie znamy
(r,v)-drogi, za$ przyjecie p(v) = —1 oznacza, ze wezel v nie ma jeszcze swojego poprzednika.
Jesli wektor y spelia warunki (3.5), to jest on potencjalem dopuszczalnym. Jedli tylko (3.5a)
jest spemiony, to po odjeciu 3, od dowolnej wspétrzednej wektora y otrzymamy oczywiScie
potencjat dopuszczalny. Przypustmy wiec, ze wektor y jest taki, ze y, + o < Y dla pewnego
tuku vw € E. Luk taki nazywamy niepoprawnym. Woéwczas zastepujac vy, przez vy, + Cuow
otrzymamy nowy wektor y. Czynnos$¢ te nazywamy poprawka. Po jej dokonaniu przyjmujemy
v = p(w), czyli wezel v okre§lamy jako bezposredniego poprzednika wezta w. Dla poprawionego
wektora y sprawdzamy znowu, czy spelnia on warunek (3.5a) dokonujac ewentualnej poprawki,
itd. W ten sposéb opisalismy dziatanie algorytmu Forda wyznaczenia najkrétszych drog dla
sieci skierowanej (V, E, c).

Algorytm 3.3.4 (Ford)

Wejscie: Sie¢ skierowana (V, E,c) i wezel r € V takie, ze dla kazdego v € V istnieje
(r,v)-droga.

Wyjscie: Skierowane drzewo rozpinajace H = (V,T') o korzeniu r i potencjal dopuszczalny
Y.

Krok 0 (inicjalizacja)

a) Okresli¢ skierowane drzewo rozpinajace H = (V,T) o korzeniu r,

b) okresli¢ wektor y, ktérego wspéhrzedne y, okredlaja diugosci (r,v)-drég zawartych w
drzewie H, v € V,
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c) dla kazdego v € V\{r} okredli¢ bezposredniego poprzednika p(v) € V takiego, ze tuk
p)v €T,
d) przyjac p(r) =0 ¢ V.
Krok 1 (kryterium zatrzymania) JeSli wektor y jest potencjalem dopuszczalnym, to algo-
rytm zatrzymuje sie.
Krok 2 (poprawka)
a) Dla niepoprawnego tuku vw dokonaé¢ poprawki:
— Przyjac Yuw = Yo + Cow,
~ przyjac p(w) = v,
b) przej$¢ do kroku 1.

Przyklad 3.3.5 Zastosujemy algorytm Forda wyznaczenia najkrétszych drég dla sieci skierowanej(V, E, ¢
iwezla a € V, gdzie V = {a,b,¢,d,e, f,g,h,i}, zbiér lukéw E i funkcja dlugosci ¢ : B — R
podane sa w postaci nastepujacej tablicy

al|lblcldle|flgl|h|1
a 311

b |3 11314

c |11 112

d 3 5 4

e 4111]5 31711
f 3

g 417 2|2
h 11512 1
1 211

Element tej tablicy jest liczba wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiadajace mu wezly sa polaczone
tukiem i wéwczas liczba ta wskazuje dlugos$¢ tego tuku. Po zastosowaniu algorytmu Forda
otrzymamy nastepujacy wektor potencjatéw y = (ya,...,y;) = (0,2,1,5,2,3,5,3,4) i wektor
bezposrednich poprzednikéw p = (p(a),...,p(i)) = (0,¢,a,b,¢,¢c,h,e, h). Wektor p okresla w
sieci (V, F, ¢) najkrotsze drogi taczace wezel a z pozostatymi weztami natomiast wektor y okresla
dhugosci tych drég.

Do tej pory w spos6b milczacy przyjmowalismy, ze dlugosci wszystkich tukéw sg nieujemne.
Zobaczmy jednak, co moze sie¢ wydarzy¢ w trakcie realizacji algorytmu Forda, je§li zatlozenie to
nie bedzie spelnione.

Przyklad 3.3.6 Zmodyfikujmy poprzedni przyktad przyjmujac c,. = —4 i pozostawiajac
pozostale wartosci bez zmian. Zauwazmy, ze w tej sytuacji algorytm Forda nie zatrzyma sie w
skoriczonej liczbie iteracji, przy czym niektére ze wspétrzednych wektora y beda dazy¢ do —oo.
Nie powinno to byé¢ niespodzianka, gdyz wedrowanie droga zamknieta (cb, be, ec) zmniejsza
jej dtugost o 2 jednostki po kazdorazowym wykonaniu jednego cyklu. Poniewaz dla dowolnego
wezta v € V istnieje (a, v)-droga zawierajaca uk be, wiec dowolna, (a, v)-droge mozna poprawiaé¢
w nieskonczono$c¢ tak, ze jej dlugosc bedzie dazy¢ do —oo.

Powyzszy przykltad wskazuje na to, ze jesli graf G zawiera cykl o ujemnej dlugosci, to dla
dowolnego r € V istnieje wezel v € V', dla ktérego nie ma najkrétszej (r,v)-drogi. Okaze sie,
ze brak takiego cyklu jest warunkiem wystarczajacym na to, aby algorytm Forda wyznaczyt
najkrétsze drogi w grafie G. Nie musimy natomiast ogranicza¢ sie do nieujemnych funkcji
dtugosci, gdyz w wielu zastosowaniach funkcje te moga przyjmowaé réwniez ujemne wartosci.
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Przyklad 3.3.7 Dany jest koszyk V skladajacy si¢ z n walut, zbiér par uporzadkowanych
E Cc V x V. Ponadto dla dowolnej pary walut (u,w) € E dany jest kurs wymiany 7,, > 0.
WielkoS$¢ 7., wyraza ilos¢ jednostek waluty w, ktére otrzymamy ze sprzedazy jednostki waluty
u. Przypu$émy, ze dokonujemy ciagu k wymian (vive, Uas, ..., VkUkt1). Wowezas za jednos-

tke waluty vy otrzymamy ry ., « ... * Ty, jednostek waluty vipii. Jesli wiec vpq1 = v1, to
rozsadnym jest zalozenie, ze 14,y * ... - Ty, < 1. W przeciwnym wypadku otrzymalibySmy
bowiem w wyniku tych operacji 74,4, * ... - Ty0, > 1 jednostek waluty v; za jednostke tej wa-

luty. Bylby to niezly sposéb na darmowe pomnazanie swojego majatku dopéty, dopdki banki
nie zorientowalyby sie, ze nalezy zmieni¢ kursy wymiany. Istnienie ciggu takich wymian walut
(czy tez ogdlniej towaréw) zwigzane jest z pojeciem arbitraiu pochodzacym z ekonomii, gdzie
zaklada sig, ze rynek jest bezarbitrazowy. W przypadku rynku wymiany walut oznacza to, ze
Twrvg * - " Twery < 1 dla dowolnych walut vy, ..., v 1 dla dowolnego k. Przypusé¢my wobec tego, ze
dla danego bezarbitrazowego rynku walut i dla ustalonej waluty, powiedzmy r poszukujemy na-
jkorzystniejszego sposobu jej wymiany na inne waluty. Dla okre§lonej waluty v i dla okreslonego
clagu wymian (v;vq, Va3, ..., UgUki1), gdzie v = 1 i vgp1 = v, otrzymamy 7, * ... - Topvps, J€d-
nostek waluty v za jednostke waluty r. Widzimy wigc, ze znalezienie jak najkorzystniejszej
transakcji, prowadzi do zadania wyznaczenia w grafie G = (V) E) drogi (vive, a3, ..., UgUks1),
dla ktorej 7y,v; « oo * Topuy,, Przyjmuje najwieksza wartos¢. Wprowadzmy funkcje ¢ : B — R
okreSlong rownoscig ¢, = —logry, . Wowczas korzystajac z wlasnosci funkcji logarytmiczne;j
otrzymujemy dla drogi P = (vivg, v9vs, ..., UpUgs1) TOWNOSC

k1 k1
c(P) = E Cojugi = — E 10g T'y,0,,, = =108 Ty 105 * - Topupys -
i=1 i=1

Nasze zadanie sprowadza sie wiec do wyznaczenia w sieci (V, E,c¢) najkrétszej (r,v)-drogi.
Widzimy ponadto, ze zalozenie o bezarbitrazowym rynku walut jest réwnowazne zalozeniu o
braku w grafie G cyklu o ujemnej dtugoéci (mierzonej oczywiscie funkcja c).

Twierdzenie 3.3.8 Dla sieci skierowanej (V, E, c) i weztar € V istnieje potencjat dopuszczalny
wtedy 1 tylko wtedy, gdy graf G = (V, E) nie zawiera cyklu o ujemnej diugosci.

Dowéd. = Przypustmy, ze istnieje potencjat dopuszczalny y i, ze graf G zawiera cykl
C' = (v1vg, ...Ux_1Ug, UxV1) O ujemnej dlugodci. Zgodnie z wnioskiem 3.3.3 dla wezla v; istnieje
najkrétsza (r,v;)-droga P. Dokladajac do niej cykl C' otrzymamy (r,v;)-droge o diugosci
krétszej niz wynosi dlugosc drogi P. Otrzymalismy wiec sprzecznosc, co dowodzi koniecznoSci
warunku.

<= Zauwazmy, ze jeSli G nie zawiera cyklu o ujemnej dtugosci, to poszukiwanie najkrétszych
drég wystarczy ograniczy¢ do drég prostych, czyli drég bez powtarzajacych sie weztéw. Takich
drég jest skoniczenie wiele, czyli istnieja wéréd nich drogi najkrétsze, co na mocy wniosku 3.3.3
jest réwnowazne istnieniu potencjatu dopuszczalnego. |

Twierdzenie 3.3.9 Niech (V, E, ¢) bedzie sieciq skierowang i niech r € V' bedzie weztem takim,
ze dla kazdego v € V istnieje (r,v)-droga. Jesli graf G = (V, E) nie zawiera cyklu o ujemnej
dtugosci, to algorytm Forda zatrzymuje sie po wykonaniu skonczenie wielu iteracji wyznaczajgc
potencjal dopuszczalny y i w konsekwencji nagkrétszq (r,v)-droge o diugosci y, dla kazdego
velV.
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Dowdéd. Jesli siec G = (V, E, ¢) nie zawiera cyklu o ujemnej dlugosci, to wezlty p(v) wyz-
naczane w algorytmie Forda nie powtarzaja sie. Oznacza to, ze drogi wyznaczane przez ten algo-
rytm sa proste. Poniewaz drég prostych jest skonczenie wiele, a kazda iteracja algorytmu Forda
skraca przynajmniej jedna (r,v)-droge, wiec po wykonaniu skonczenie wielu iteracji wektor p
bezposrednich poprzednikéw wyznaczy drzewo skierowane o korzeniu r, najkrétsze (r, v)-drogi
i potencjal dopuszczalny y. ]

Twierdzenie 3.3.10 Ztozonosé obliczeniowa algorytmu Forda wynosi O(n?).

Dowdéd pomijamy.

3.3.3 Sformulowanie w postaci zadania programowania liniowego

3.3.4 Algorytm Dijkstry



