ROZDZIAL 4

Przeplywy w sieciach

4.1 Maksymalny przeplyw w sieci

Problem maksymalnego przeptywu w sieci wyjasnimy positkujac sie nastepujacym przyktadem
(na podstawie [KF65, rozdziat 5]).

Firma X importuje do Polski pomarancze statkami z portéw: (A) na Cyprze, (B) w Izraelu,
(C) w Maroku i (D) w Egipcie. Pomarancze moga by¢ przywiezione statkami do magazynéw
firmy w portach: (E) w Hamburgu, (F) w Rostocku, (G) w Szczecinie i (H) w Gdyni. W
poszczegdlnych magazynach firmy X w portach wysytkowych mozna sktadowaé tygodniowo
nastepujace iloéci pomaranczy na potrzeby importu do Polski: w (A) — 120 ton, w (B) — 100 ton,
w (C) — 100 ton i w (D) — 100 ton. Z kolei w magazynach firmy X w portach docelowych mozna
tygodniowo skladowa¢ w celu dalszego transportu do odbiorcé6w nastepujace ilosci pomaranczy:
w (E) — 100 ton, w (F) — 80 ton, w (G) — 90 ton i w (H) — 150 ton. Miedzy portami (A)-
(D) a (E)-(H) kursuja co tydzien statki mogace przewiezé pomarancze w iloéciach podanych w
ponizszej tabeli (w tonach):

[ [E[F[G[H]
A 7030200
B [ 50 | 40| 10 | 0
C 0 [20] 4080
D0 |20 4080

Z powyzszych danych i z tabeli wynika, ze mozliwosci przesylowe wszystkimi statkami z dowol-
nego portu wysytkowego (i do dowolnego portu docelowego) sa réwne co najmniej zapasom (i
mozliwoSciom skltadowania) w magazynach firmowych w tych portach. Na przyklad z portu
(D) mozna przesta¢ tygodniowo maksymalnie 140 ton pomaranczy, a tygodniowe mozliwoSci
sktadowania w tym porcie wynosza 100 ton. Z kolei do portu (H) mozna przywiezé maksy-
malnie 160 ton pomaranczy, a tygodniowe mozliwosci sktadowania w tym porcie wynosza 150
ton. Dla uproszczenia zalézmy, ze koszty transportu sa identyczne z dowolnego portu (A)-
(D) do dowolnego portu (E)-(H). Zadanie importera polega ulozeniu planu transportu, aby
przewiezé najwieksza ilo§¢ pomaranczy (towaru) z portéw (A)-(D) do portéw (E)-(H) z za-
chowaniem mozliwosci przesytowych i z uwzglednieniem iloSciowych mozliwosci magazynowych
w magazynach firmowych. Zadanie to mozna wyrazi¢ w jezyku teorii graféw i wéwczas nazy-
wamy je zagadnieniem najwickszego przeptywu. Wezty grafu odpowiadajace portom (A)-(H)
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70 ROZDZIAL 4. PRZEPLYWY W SIECIACH

oznaczaly przez v;, a taczace je tuki oznaczamy przez e;; o przepustowosciach w;;, i = 1,2, 3,4,
j =5,6,7,8, podanych w powyzszej tabeli. W naszym przykladzie brak jest tukéw taczacych
miedzy sobg wezty v;, 1 = 1,2, 3,4, i tukéw taczacych miedzy sobg wezty v;, @ = 5,6,7,8. Mozna
to inaczej przedstawi¢ w ten sposob, ze przepustowosci dla tych tukéw sg zerowe. Do wezléw
v, 1 = 1,2, ..., 8, dolaczamy dwa wezly pomocnicze (O) i (Z). Wezet pomocniczy (O) oznaczony
symbolem vy taczy sie z weztami odpowiadajacymi portom wyjsciowym (A)-(D) tukami o prze-
pustowosci réwnej lgcznym zapasom towaru w tych portach. Wezet ten nazywamy Zrédiem. Z
kolei wezly odpowiadajace portom docelowym (E)-(H) laczymy tukami z weztem pomocniczym
(Z) oznaczanym réwniez symbolem vg, 0 przepustowosci réwnej tacznym iloSciowym mozliwos-
ciom skladowania towaru w portach docelowych. Wezetl ten nazywamy wujsciem. Jezeli prze-
pustowo$¢ danego tuku jest zerowa, to taki tuk mozemy usunaé z sieci (takim tukiem nie bedzie
transportowany towar). Przedstawmy powyzsze dane za pomoca sieci skierowanej, w ktorej
podano przepustowoS¢ poszczegdlnych tukéw oraz zapasy w portach wyjsciowych i mozliwosci
sktadowania w portach docelowych.

Sie¢ G wraz z podanymi przepustowo$ciami poszczegdlnych tukéw

Macierz przepustowosci oznaczamy symbolem U := [u;;]10x10. Ma ona postac
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przy czym puste miejsca w tej macierzy oznaczaja zerowe przepustowosci. Zatem sie¢ skierowang,
mozna oznaczy¢ jako G = (V, E,U), gdzie V jest zbiorem weztéw, E C V XV — zbiorem tukéw, a
U : E — R, jest macierzg przepustowoSci tukéw. Plan transportowy zwany réwniez przeptywem
jest okreSlony przez macierz X = [2;;]10x10, ¢, J = 0,1,...,9 (w naszym przykladzie przeplywy
miedzy portami wyjsciowymi i przeplywy miedzy portami docelowymi sa zerowe; zerowe sa
réwniez przeptywy miedzy vy a v;, ¢ = 5,6,7,8, i przeplywy miedzy v;, i = 1,2,3,4 a vg).
Zakladamy przy tym, ze przeplyw jest dopuszczalny, czyli do kazdego wezta vy, ..., vg wplywa
tyle samo, co z niego wyplywa oraz przez kazdy tuk przeptywa wielko$¢ réwna co najwyzej
przepustowosci danego tuku, czyli 0 < xz;; < u;;. Zatem tuki o zerowej przepustowosci mogg
mie¢ tylko zerowe przeptywy. Ponadto taczny przeptyw dla tukéw wychodzacych ze zrédia vy
musi by¢ réwny lacznemu przeptywowi dla tukéw majacych swe kofice w ujsciu vg. Bez szkody
dla ogdélnosci zatozy¢, ze wszystkie przepustowosci sa dodatnie, jesli bowiem przepustowosc dla
tuku e;; bylaby zerowa, to taki tuk moglibySmy usuna¢ z grafu G.

W grafie tym mozna wyréznic Sciezki proste laczace wezel poczatkowy (O) z weztem kon-
cowym (Z). Jest dokladnie 12 takich $ciezek: OAEZ, OAFZ, OAGZ, OBEZ, OBFZ, OBGZ,
OCFZ, OCGZ, OCHZ, ODFZ, ODGZ i ODHZ. Przeptywy ze zrédla do ujécia mogg byt re-
alizowane wylacznie tymi §ciezkami. Dla danego przeplywu dopuszczalnego X = [z;5] tuk
e;; nazywamy tukiem nasyconym, jesli 0 < z;; = w;;. Znajdziemy najpierw tzw. przeplyw
zupetny, czyli taki przeplyw X, dla ktérego kazda ze Sciezek laczacych wezet poczatkowy vy
z wezlem koncowym vg zawiera przynajmniej jeden tuk nasycony. W tym celu wystarczy w
kazdej z powyzszych 12 Sciezek nasyci¢ jeden luk. Przykiad takiego przeptywu przedstawiono
na ponizszym grafie, na ktérym zaznaczono przepltywy i tuki nasycone (pogrubione strzatki).
Widzimy, ze rysunek ten przedstawia przeptyw zupemhy. Ilo$¢ transportowanego towaru dla
tego przeplywu wynosi 370 ton (tyle wyplywa z wezta wyjsciowego O i tyle doptywa do wezta
Z).

D Fe10) —» H

Przeptyw zupelny X w sieci G

Pokazemy, ze ten przeplyw X mozna poprawi¢. W tym celu utwérzmy pomocnicza sie¢ G(X)
znang réwniez sieciag residualna, zalezna od danego przeptywu X i dla przepustowosci U. Siec¢
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ta ma te same wezty, co wyjsciowa sie¢ G. Natomiast tuki w sieci pomocniczej G(X) i przepus-
towosci w tych tukach tworzone sg nastepujaco:

(a) Jedli tuk e;; jest nasycony 0 < x;; = uy, to do sieci pomocniczej wprowadzamy tuk e/,
0 przepustowosci ugz = Ujj.

(b) Jesli tuk e;; jest nienasycony i ma dodatni przepltyw, czyli 0 < z;; < u;j, to do sieci
pomocniczej wprowadzamy tuk e;; o przepustowosci uj; = u;; —x;; oraz huk €; o przepustowodci
Ui = L.

(c) Jedli tuk e;; ma zerowy przeplyw, czyli z;; = 0, to do sieci pomocniczej wprowadzamy
tuk e;; o przepustowosci uj; = uj;.

Innymi slowy mozna powiedzie¢, ze do sieci pomocniczej G(X) wprowadzamy tuki e;; dla
1,7 =0,1,...,41 7 =25,...,9 o przepustowosci u;j = U;; — Z;j, a nastepnie usuwamy z niej tuki o
zerowej przepustowosci u;J Zauwazmy, ze dla pomocniczej sieci zachodzi ugj + u;Z = Ujj.

Dla danego przeptywu X, waga tuku e}, w sieci residualnej G(X) daje informacje, o ile
mozna maksymalnie zwigkszy¢ przeptyw na tuku e;; wyjéciowej sieci (jesli e}; = e;;), badz o
ile mozna maksymalnie zmniejszy¢ przeptyw na tuku e;; wyjéciowej sieci (jesli e}; jest tukiem
przeciwnym do e;;).

Majac dany przeplyw X, w sieci pomocniczej G(X) wyznaczamy w niej Sciezke taczaca O z
Z. Jest to na przyktad Sciezka P = {OA, AF, FC,CG,GZ}. Zgodnie z powyzszym schematem
wyznaczamy w niej przepustowosci u;; dla poszczegélnych tukéw ef; tej Sciezki. Na przyktad
dla éciezki P mamy uy,, = 120 — 90 = 30 (zgodnie z (b)), vy = 30 (zgodnie z (¢)), upe = 20
(zgodnie z (a)), upg = 40 — 10 = 30 (zgodnie z (b)) i ug, = 90 — 40 = 50 (zgodnie z (b)).

/
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Sciezka laczaca zrédlo z ujéciem jako fragment

sieci residualnej odpowiadajacej przepltywowi X

Nastepnie wyznaczamy minimalng z tych przepustowoéci € = min{u;; : ej; € P}. Staramy sig
wybra¢ Sciezke P, dla ktorej € > 0. Takg Sciezke nazywamy sciezkaq powiekszajgeq. W naszym
przypadku mamy ¢ = min{30, 30, 20, 30, 50} = 20.

Zauwazmy przy okazji, ze dla danego przeptywu X $ciezka P w sieci residualnej G(X) jest
powigkszajaca, jesli dla dowolnego tuku e;; tej Sciezki zachodzi:

(i) jesli tuk e;; € E, to x;; < u;; (tak jest dla tukéw OA, AF,CG i GZ)

(ii) jesli ej; € E, to z;; > 0 (taj jest dla tuku C'F).

Przy spelnieniu tych warunkéw otrzymamy bowiem £ > 0.



4.1. MAKSYMALNY PRZEPLYW W SIECI 73

Innymi stowy tuki w wyjSciowej sieci G zgodne z tukami w Sciezce P sg nienasycone w sieci
residualnej G(X), za$ tuki do nich przeciwne maja dodatni przeptyw. Powoduje to, ze tuki w
Sciezce P maja dodatnie przepustowosci, czyli € > 0.

Teraz na tukach e;; wyjéciowej sieci G' takich, ze e}; € P lub €, € P poprawiamy przepltywy
r;; W nastgpujacy sposéb: dla tuku e;; = ¢;; zwigkszamy przeptyw o ¢, a dla tuku e;; =
e; zmniejszamy przeptyw o €. Poprawiamy wigc przeptywy na tukach OA, AF,CF,CG,GZ
(odpowiadaja one tukom $ciezki P w pomocniczej sieci G(X), przy czym tuki OA, AF,CG,GZ
sa zgodne z odpowiednimi tukami Sciezki P, a tuk C'F' ma przeciwny zwrot do tuku FC w
Sciezce P.

x20

Zmiana przeptywu w sieci G w stosunku do przeptywu X

W poprawionym przepltywie X * zmieniajg sie jedynie przeptywy na tukach OA, AF,CF,CG,GZ
i wynosza one z, , = 90+20 = 110, 2, = 0+20 = 20, x5, = 20—20 = 0, 5, = 10420 = 30,
r5, = 40 + 20 = 60. Pozostale przeplywy pozostaja bez zmiany. Zwréémy uwage na to, ze
nowy przeptyw jest dopuszczalny dla wyjsciowej sieci. Do kazdego wezta nadal wplywa tyle
samo, co z niego wyptywa. Natomiast ilo$¢ towaru przetransprtowana z wezta O do wezta Z
zwiekszyta sie o ¢ = 20 i wynosi 390. Zwiekszenie przeplywu sieci o warto§¢ € > 0 uzasadnia
nazwanie Sciezki P Sciezka powiekszajaca. Zwroémy tez uwage na to, ze nie musimy wyznaczac
wszystkich tukéw i odpowiadajacych im przepustowosci w sieci pomocniczej G(X). Wystarczy
znalezé w tej sieci pomocniczej $ciezke powigkszajaca taczaca O 1 Z (czyli speniajaca warunki
(i)-(ii) i dla jej tukéw wyznaczy¢ przepustowosci uj;. Poprawiony przeptyw przedstawiono na
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ponizszym grafie

Przeptyw X' w sieci G

Dla nowego przeptywu X postepujemy podobnie: wyznaczamy sie¢ pomocnicza G(X ™),
Sciezke taczaca O z Z w sieci G(X™) (na przyktad OAFDGZ), przepustowosci dla hukéw tej
Sciezki i poprawiamy przeptywy dla wybranych tukéw. PrzepustowosSci dla podanej Sciezki w
pomocniczejsieci wynosza kolejno 10, 10,20,40,30. Zatem dla tej Sciezki ¢ = 10 i mozemy
poprawi¢ przeptywy dla tukéw tej Sciezki. Podobnie jak poprzednio, poprawiony przeptyw
przedstawiony na ponizszym grafie. Nowy przeplyw jest dopuszczalny dla wyjsciowej sieci. Do
kazdego wezta nadal wplywa tyle samo, co z niego wyplywa oraz ze zrédta wyplywa tyle samo
co wplywa do ujécia. Ilos¢ towaru przetransprtowana z wezta O do wezla Z zwigkszyla sie o
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€ = 10 i wynosi teraz 400.

Przeplyw maksymalny w sieci G

Uzasadnimy teraz, ze tego przeplywu nie da si¢ poprawic. Dla zbioru wierzchotkéw W C V
takiego, ze Z€ W a O¢ W wezmy ciecie §(W). Zgodnie z definicja ciecia, §(W) jest zbiorem
lukéw grafu G majacych poczatek w W za$§ koniec w VN\IW. Przypominamy, ze (w prze-
ciwienstwie do sieci nieskierowanych) ciecie §(WW') nie musi by¢ réwne §(V\W). Nietrudno
zauwazy¢, ze dla danego przeptywu X przez takie ciecie §(WW) moze przeplynaé maksymalnie
tyle towaru, ile wynosi taczna przepustowos¢ tukéw nalezacych do tego cigcia. Przeplyw w
sieci G' nie moze by¢ wiekszy niz przepustowo$é ciecia 6(W), poniewaz caly towar, ktéry ma
wypltynat ze zrédla (O) lub réwnowaznie dotrze¢ do ujécia (Z) musi przeplynaé przez ciecie
(W), a ten przeplyw nie moze byé¢ wiekszy niz przepustowo$¢ tego ciecia. Przepustowosé
tukéw nalezacych do ciecia §(W) nazywaé przepustowosciq ciecia 6(W). Jesli wiec znajdziemy
ciecie dla ktérego przepustowost jest réwna ilodci towaru wypltywajacego ze zrédla (O) (lub
réwnowaznie doplywajacego do ujécia (Z)), to dany przeptyw X jest maksymalny. Jest to
wniosek z tzw. twierdzenia Forda-Fulkersona, ktore przedstawimy w dalszej czesci. W naszym
przypadku, dla W = {C, D, F, G, H, Z} przez ciecie 6(W) przeptywa 400 ton towaru i wielko¢
ta jest réwna przepustowosci tego ciecia, gdyz wszystkie tuki tego cigcia sa nasycone. Poniewaz
z O wypltywa 400 ton (lub réwnowaznie do Z doptywa 400 ton), wiec przeptyw X przedstawiony
na powyzszym rysunku jest maksymalny.

PrzejdZzmy teraz do ogélnego sformulowania problemu maksymalnego przeptywu w sieci.

Dana jest sie¢ skierowana G := (V, E,U), gdzie V = {vpv1, ..., Upy1} jest zbiorem weztéw,
E CV xV jest zbiorem tukéw oznaczonych symbolami e;; (poczatkiem tuku e;; jest wezet v;,
a koncem — wezet v;) a U := [w;;] : E — R, jest macierza wag (przepustowosci) dla tukéw tej
sieci (jesli zbiér E nie zawiera tuku e;;, to przyjmujemy u;; = 0). Luk o poczatku w wezle v
i koncu w wezle w oznaczamy réwniez symbolem vw. W zbiorze wezléw tej sieci wyréznione
sa wezel poczatkowy vy zwany Zrédlem (oznaczanym réwniez symbolem 1) i wezel koficowy
Unt1 zwany ujsciem (oznaczanym symbolem s). Bez szkody dla ogélnoSci mozemy zalozy¢, ze



76 ROZDZIAL 4. PRZEPLYWY W SIECIACH

w zrédle nie konczy sie zaden tuk i w ujSciu nie zaczyna sie zaden tuk. Ponadto zakladamy,
ze w sieci GG istnieje przynajmniej jedna droga majaca poczatek w Zrédle i koniec w ujsciu.
Macierz X = [z;5] : E — R, nazywamy przeplywem w sieci G (jeSli zbiér E nie zawiera tuku
e;j, to przyjmujemy, ze x;; = 0). Podobnie jak dla zagadnienia transportowego macierz X
mozemy zapisa¢ w postaci wektora x wymiaru réwnego liczbie tukéw w sieci G. Jedli v; = v i
v; = w, to wielkos¢ x;; oznaczamy réwniez symbolem ., a przepustowos¢ u;; symbolem .
Mowimy, ze przeptyw przez tuk vw wynosi x,,,. Do wezta v doplywa ZwGV,w’UE 5 Twy, @ odplywa
ZweVﬂ)wE £ Tow- Wielkost

fv(X) = Z Loy — Z Tyw

weVwvek weVyweE

nazywamy przeplywem sieci przez wezet v albo nadwyzka przeptywu X przez wezel v. Za-
kladamy, ze dla kazdego wezta v € V réznego od zrédia i od ujscia spelniony jest warunek
fo(X) =0, czyli do kazdego wezta v nie bedacego ani zrédtem ani ujéciem wplywa tacznie tyle
samo co z niego wyptywa. Ponadto dla dowolnego tuku vw zachodzi 0 < x,, < Uy,. Dla
uproszczenia bedziemy zaklada¢ réwniez, ze X i U ma elementy bedace liczbami calkowitymi
nieujemnymi.

Zagadnienie maksymalnego przeptywu ma postac

maksymalizowaé f(X)

przy ograniczeniach

fo(X) = 0 dla dowolnego v € V\{r, s} (4.1)
0 < z,<u,dladowolnego e € F )
zr. € Z dla dowolnego e € E (4.3)

Podobnie jak poprzednio symbolem §(1W) oznaczmy ciecie sieci G odpowiadajace nietry-
wialnemu podzbiorowi weztéw W C V. Ciecie §(W) takie, ze s € W i r ¢ W nazywamy
(r, s)-cieciem. Przypominamy, ze w przeciwienstwie do cigcia w grafie nieskierowanym ciecia
(W) 1 6(VNW) nie musza byc identyczne. (r,s)-przeplywem w sieci G' o zrédle r i ujSciu
s nazywamy przeplyw X spehiajacy (4.1), natomiast je$li przeplyw ten spehia dodatkowo
(4.2), to nazywamy go (r, s)-przeptywem dopuszczalnym. Dla zbioru tukéw F' C E symbolem
U(F) := ) .cp te 0znaczamy lgczng przepustowosc hukéw nalezacych do F' lub przepustowosc
F, a symbolem X(F) := Y _, . laczny przeplyw przez tuki ze zbioru F. Dla danego do-
puszczalnego (r, s)-przeptywu X wielkoé¢ f,(X) nazywamy lgcznym przeplywem w sieci G.
Z uwagi na réwnoS¢ (4.1) wielko$¢ ta przedstawia ile towaru dopltywa do ujécia. Oczywiscie

fo(X) = fr(X).

Dla danego przeptywu X sie¢ residualng G(X) i éciezke powiekszajaca definiuje sie podobnie
jak w przedstawionym uprzednio przyktadzie.

W sieci GG istnieje skonczenie wiele drég prostych taczacych zrédlo r z ujsciem s.

Podamy teraz kilka wlasnosci przeplywu przez sie¢, w tym twierdzenie Forda—Fulkersona.

Twierdzenie 4.1.1 Dia dowolnego (1, s)-ciecia 6(W) i dla dowolnego (r,s)-przeplywu X za-
chodzi

X(©6W)) = X(0(VNW)) = fs(X).



4.1. MAKSYMALNY PRZEPLYW W SIECI 77

Dowdd tego twierdzenia pozostawiamy czytelnikowi.

Twierdzenie to méwi, ze réznica miedzy tym, co lacznie wplywa do tukéw dowolnego (7, s)-
cigcia, a co z nich lacznie wyplywa jest réwna temu co wyplywa ze zrédia (lub réwnowaznie
temu co doptywa do ujécia).

Whiosek 4.1.2 Dla dowolnego (r, s)-cigcia §(W) i dla dowolnego dopuszczalnego (r, s)-przeplywu
X zachodzi

f(X) <U((W))

Proof. poniewaz X (6(W)) < U((W)) i X(§(VN\W)) > 0, wiec z twierdzenia 4.1.1 wynika,
7€

f(X) = X(6(W)) = X(6(VNW)) <U(@(W)) =0 =U(6(W))

Dzieki temu wnioskowi wiemy, ze jeSli dla danego dopuszczalnego (r, s)-przeptywu X zna-
jdziemy (r, s)-ciecie 6 (W), ktérego przepustowosé jest réwna wartoSci tego przeptywu, to przeptyw
X jest maksymalny. W tym celu dla (r, s)-przeptywu X wystarczy znalez¢ ciecie 6(W), ktérego
wszystkie tuki sg nasycone.

Wynika to z dwéch faktéw:

Dla danego dopuszczalnego (r, s)-przeptywu X laczny przeplyw fo(X) w sieci G nie moze
przekroczy¢ przepustowosci U(d(W')) dowolnego (r, s)-cigcia 6(W). Jedli wiec dla danego do-
puszczalnego (r, s)-przeptywu X (r, s)-ciecie §(WW) jest nasycone, czyli taczny przeplyw przez
to ciecie jest réwny jego przepustowosci, to

(a) Przepustowosc U (6(W)) dla (r, s)-cigcia 6(W) jest réwna co najmniej temu co dla dowol-
nego (1, s)-przeptywu X doplynie do ujécia, czyli tacznemu przeptywowi fs(X) w sieci G.

(b) Jedli dla danego przepltywu X wszystkie tuki w (7, s)-cieciu §(WW') sa nasycone, to przez
to ciecie 6(W) przeptywa dokladnie U(6(W)).

Twierdzenie 4.1.3 (Ford—Fulkerson, 1956) Niech G = (V, E,U) bedzie sieciq ze zrédtem r
i ujsciem s, dla ktorej istniej (r, s)-droga, gdzie V' jest zbiorem weztdw, E — zbiorem tukdw zas
U — macierzq przepustowosci o nieujemnych catkowitych elementach. Nastepujgce warunki sq
rownowazne:

(i) maksymalna wartosé fs(X) tacznego przeplywu przez sie¢ G dla dopuszczalnych (r,s)-
przeptywow X wynosi p;

(ii) minimalna przepustowose U(6(W)) dla (r, s)-cie¢ 6(W) wynosi p;

(iii) w sieci residualnej G(X) okreSlonej przez dopuszczalny (r, s)-przeptyw X o wartosci p nie
1stnieje sciezka powiekszajaca P.

Proof. (Na podstawie [CCPS98, Ustep 3.1])
(i)<=(ii) Réwnowaznos¢ tych warunkéw oznacza, ze

max{ fs(X) : X jest dopuszczalnym (7, s)-przeptywem} = min{U(§(W)) : §(W) jest (r, s)-cigciem}.
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Na mocy wniosku 4.1.2 wystarczy pokaza¢, ze istnieje dopuszczalny (r, s)-przeptyw X i (r, s)-
ciecie W takie, ze f(X) = U(6(W)). Niech X bedzie dopuszczalnym (r, s)-przeptywem dla
ktorego taczny przepltyw fs(X) jest maksymalny. Dla tego przeptywu X zdefiniujmy

W := {v € V : istnieje (r,v)-Sciezka powigkszajaca P}.

Oczywiscie W #£ 0, bor € Wi W C V, bowiem s ¢ W, gdyz w sieci G(X) nie ma $ciezki
powiekszajacej. Gdyby bowiem taka $ciezka istniala, to mozna by zwiekszy¢ taczny przepltyw
przez sie¢ G. Woéwcezas dowolny tuk vw € §(W) jest nasycony, poniewaz w przeciwnym wypadku
dodajac tuk vw do (r, v)-$ciezki powiekszajacej z r do v otrzymalivy$émy $ciezke powiekszajaca
z 1 dow, ale w ¢ W. Zatem X (6(W)) = U(6(W)). W podobny sposéb mozna pokazaé, ze dla
dowolnego tuku vw € §(VN\W) mamy v,,, = 0. Zatem, z twierdzenia 4.1.1 wynika, ze

[s(X) = X(6(W)) = X(0(VANW)) = U(B(W)).

Implikacja (i)==(iii) jest oczywista.

(iii)==-(i) Przypusémy, ze w sieci residualnej G(X) okreélonej przez (r,s)-przeptyw X o
wartoSci p nie istnieje $ciezka powiegkszajaca. Z dowodu réwnowaznoéci (i)<=-(ii) wynika, ze
fs(X) =U(6(W)), a wiec laczny przeptyw jest maksymalny na podstawie wniosku 4.1.2. W

Z twierdzenia Forda—Fulkersona wynika, ze sprawdzenie czy dany przeplyw jest maksymalny
jest wystarczy sprawdzi¢, ze istnieje ciecie 6(W), dla ktérego wszystkie tuki sa nasycone (x, = u,
dla e € 0(W)) oraz wszystkie tuki nalezace do 6(V\ V) maja zerowy przeplyw.

Pojedyncza iteracja w metodzie wyznaczenia maksymalnego przepltywu w sieci G polega na:

1. Wyznaczeniu dowolnego dopuszczalnego (7, s)-przeplywu X o wartoSciach catkowitych

2. Wyznaczeniu sieci residualnej G(X) i dowolnej éciezki powigkszajacej P

3. Zastgpieniu przeptywu X przeptywem poprawionym X

4. Sprawdzeniu, czy X jest przeptywem maksymalnym (w tym celu mozna postuzy¢ sie
twierdzeniem Forda-Fulkersona).

Poniewaz w kazdej iteracji catkowity przeplyw przez sie¢ zwigksza si¢ co najmniej o wielkosc
e, ktéra na mocy konstrukcji jest liczbg naturalng, wiec po skoniczonej liczbie iteracji otrzymamy
przeplyw maksymalny:.



