ROZDZIAL 5

Zagadnienie komiwo jazera

Przypomnijmy, ze w zagadnieniu komiwojazera handlowiec ma odwiedzi¢ n miejscowosci (klien-
téw) startujac ze swojej miejscowosci i wracajac tam po skoficzonej podrézy, przy czym po-
dane sa odlegloéci (czas, wzglednie koszty podrézy) c;; miedzy miejscowoéciami i-ta i j-ta,
i,7 = 1,2,...,n. Problem polega na wyznaczeniu trasy o minimalnej lacznej dlugosci (wzgled-
nie lacznych kosztach podrézy) przy czym kazda miejscowo$é ma by¢ odwiedzona dokladnie
jeden raz.

Przedstawimy zagadnienie komiwojazera (ang. traveling salesman problem — TSP) uzywajac
jezyka teorii graféw jako problem optymalizacji dyskretnej. Dany jest graf nieskierowany G =
(V,E) i funkcja odleglosci (wag, kosztéw) ¢ : E — R. Nalezy wyznaczy¢ cykl Hamiltona
(czyli cykl prosty rozpinajacy graf G) o najmniejszej dtugoSci (wadze, koszcie). Aby zadanie to
posiadalo rozwigzanie nalezy zalozy¢, ze graf G jest hamiltonowski, czyli, ze istnieje jego podgraf
bedacy cyklem Hamiltona. Zalozenie to spelnia oczywiScie graf pelny. Mozemy bez straty
ogolnosci rozwazan od razu zalozy¢, ze G jest grafem pelnym. W razie potrzeby mozemy dany
graf uzupehic¢ do grafu pelmego przypisujac dostatecznie duze wagi dolaczonym krawedziom
(czytelnikowi pozostawimy problem jak duze powinny one by¢).

W dalszym ciagu, jesli nie bedzie powiedziane inaczej, bedziemy zaklada¢, ze funkcja
odlegtodci spetnia tzw. warunek tréjkata:

Cuw < Cup + Cow

dla dowolnych u,v,w € V. Poniewaz graf GG jest nieskierowany, wiec oczywiscie c¢,, = ¢, dla
dowolnych wierzchotkow u, v € V. Wéwczas rozpatrywany problem nazywa sie symetrycznym
zagadnieniem komiwojazera. Zagadnienie komiwojazera mozna réwniez rozpatrywaé na grafach
skierowanych, szczegdlnie w sytuacji, gdy c., # ¢, dla pewnych u,v € V. Méwimy wéwczas o
niesymetrycznym zagadnieniu komiwojazera.

Problem komiwojazera jest jednym z najbardziej znanych probleméw optymalizacji dyskret-
nej. Jest to jednoczesnie jeden z najtrudniejszych probleméw tej optymalizacji. W istocie jest to
tzw. problem N'P-trudny. W konsekwencji, jesli P # NP (co do tej pory nie zostato udowod-
nione), to nie istnieje metoda wyznaczajaca dokladne rozwigzanie zagadnienie komiwojazera w
czasie wielomianowym. Natomiast istniejg algorytmy, ktére w rozsadnym czasie rozwiazuja w
sposéb przyblizony to zagadnienie dla duzych n z doktadnoscia do utamka procenta.

Podchodzac do problemu naiwnie mozna powiedzie¢, ze wystarczy poréwnaéc dhugosci wszys-
tkich cykli Hamiltona grafu pelmego i wybra¢ najkrétszy z nich. Trudnos¢ polega jednak na
tym, ze cykli tych jest w sumie (n — 1)!/2 i juz dla n = 20 czas obliczenn wynidstby blisko 2
lata zakladajac optymistycznie, ze w ciagu jednej sekundy jesteSmy w stanie przeszukac¢ miliard
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cykli Hamiltona. Tymczasem dla najwigkszego rozwiazanego do tej pory w sposéb przyblizony
problemu komiwojazera n jest wigksze niz 80 000.

Widzimy wiec, ze musimy znalez¢é bardziej efektywne metody wyznaczania rozwigzan za-
gadnienia komiwojazera. Metody te dziela sie na heurystyczne (przyblizone) i metody podziatu
i ograniczen (dokladne).

Metody heurystyczne nie wyznaczaja wprawdzie rozwigzan optymalnych w ogélnym przy-
padku, maja jednak te zalete, ze najczeSciej maja ztozonos¢ wielomianows. Daja one pon-
adto mozliwos¢ oszacowania z géry dtugosci najkrétszego cyklu Hamiltona. Natomiast metody
podzialu i ograniczen wyznaczaja wprawdzie rozwigzania optymalne redukujac jednocze$nie
omawiang wyzej nieefektywnos$¢ pelnego przegladu, ich ztozono$t jest jednak wykladnicza. W
konsekwencji musimy czesto przerwa¢ ich dzialanie zanim wyznaczone zostanie rozwigzanie
optymalne.
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5.1 Rozwigzania heurystyczne

Przedstawimy teraz kilka algorytméw heurystycznych rozwigzania zagadnienia komiwojazera
majacych wlasnosc zachlannosci.

5.1.1 Algorytm najblizszego sgsiada

Opis tego algorytmu najblizszego saqsiada jest bardzo prosty. Jako punkt startowy wybiera
sie jakikolwiek wierzchotek grafu V. W kazdej iteracji przechodzi si¢ z wybranego wlasnie
wierzchotka do najblizszego sposréd wierzchotkéw do tej pory nie wybranych. Jesli wybrane
zostaly juz wszystkie wierzchotki grafu G nalezy wréci¢ do wierzchotka startowego. Wybrane
w ten sposéb kolejne wierzchotki utworza oczywiscie cykl Hamiltona.

Przyklad 5.1.1 Dla podanej tabeli odleglo$ci wyznaczy¢ rozwigzanie zagadnienia komiwo-
jazera dla 16 miast wojewddzkich w Polsce otrzymane metoda najblizszego sasiada. Jaka jest
dtugos¢ tego cyklu?

Zielona

Warszawa  Krakow Wroctaw Poznan Gdansk Szczecin Lodz Lublin Bialystok  Katowice  Rzeszow Kielce Olsztyn  Bydgoszcz Opole Géra
Warszawa - 295 343 310 342 573 135 170 195 285 297 177 214 286 350 452
Krakow 295 268 393 587 632 224 272 476 79 162 118 475 454 190 422

Wroclaw 343 268 - 164 486 371 220 460 504 197 370 243 406 290 87 189
Poznan 310 393 164 - 308 265 21 413 497 338 463 305 279 130 237 182
Gdansk 342 587 486 308 - 364 334 482 421 502 574 426 171 161 491 443

Szezecin 573 632 371 265 364 - 453 675 685 548 777 617 386 242 459 198
Lédz 135 224 220 211 334 453 - 250 325 199 334 139 257 200 217 328
Lublin 170 272 460 413 482 675 250 - 235 265 163 159 348 454 414 516
Blalystok 195 476 504 497 421 685 325 235 - 401 467 347 239 434 512 603
Katowice 285 79 197 338 502 548 199 265 401 - 184 144 441 394 147 357
Rzeszow 297 162 370 463 574 777 334 163 467 184 - 169 506 545 332 483
Kielce 177 118 243 305 426 617 139 159 347 144 169 - 338 353 226 420
Olsztyn 214 475 406 279 17 386 257 348 239 441 506 338 - 213 378 402
Bydgoszcz 286 454 290 130 161 242 200 454 434 394 545 353 213 - 270 302
Opole 350 190 87 237 491 459 217 414 512 147 332 226 378 270 - 263

Zielona Gora 452 422 189 182 443 198 328 516 603 357 483 420 402 302 263 -

Trasa wyznaczona ta metoda, to Warszawa — Lédz — Kielce — Katowice — Krakéw —
Rzeszéw — Opole — Wrocltaw — Poznan — Bydgoszcz — Gdansk — Olsztyn — Biatystok —
Lublin — Zielona Géra — Szczecin — Warszawa, a jej dlugos¢ wynosi 3576 km.

Widzimy, ze opisana procedura posiada — podobnie jak algorytm Kruskala czy Prima —
wlasno§¢ zachtannosci, tzn. jest lokalnie optymalna. W przeciwienstwie jednak do tych dwéch
algorytmoéw nie wyznacza ona rozwiagzania optymalnego. Przyczyne tego stanu rzeczy nietrudno
wyjasnic. Wybierajac najblizszego sasiada omijamy wierzcholki, ktére leza réwniez niedaleko
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wierzchotka wlasnie wybranego, a ktére musimy odwiedzi¢ pézniej przy znacznie wyzszym kosz-
cie. Mozna pokazac¢, ze dhugos¢ cyklu Hamiltona wyznaczonego przez opisany algorytm nie
przekracza (% [log, n] + 3)c*, gdzie ¢* jest wartoécig optymalng (dtugoscig najkrétszego cyklu
Hamiltona). Ponadto efektywno$ci tej nie da sie poprawi¢ w sposéb istotny. Istnieje bowiem
przyktad, ze dlugosc cyklu Hamiltona wyznaczonego przez algorytm najblizszego sasiada wynosi
[31ogy(n+1) 4 §]¢*. Ta niekorzystna wlasnos¢ algorytmu powoduje, ze ma on niewielkie zas-

tosowanie.

5.1.2 Algorytmy dolaczania

W algorytmach dotgczania w k-tej iteracji wyznacza sie cykl ztozony z k + 1 krawedzi grafu G
poprzez dotaczenie do biezacego cyklu pewnego nowego wierzchotka i zamiang jednej krawedzi
biezacego cyklu na dwie nowe. 7Z biezacego cyklu usuwa si¢ krawedz, dla ktérej zamiana na dwie
nowe prowadzi do najmniejszego wydluzenia powstatego cyklu. Jako punkt startowy wybiera
sie dowolny wierzcholek grafu G i cykl pusty (bez krawedzi) — w konsekwencji pierwsza iteracja
rézni sie tym od pozostalych, ze nie usuwamy krawedzi poczatkowego cyklu a jedynie dolaczamy
dwie nowe. Algorytmy dolaczania réznig sie kryteriami wyboru dotaczanego wierzchotka.

Algorytm swobodnego dolaczania

W algorytmie swobodnego dotgczania nowy wierzcholek wybiera sie dowolnie, na przykiad
losowo.

Algorytm najblizszego dolaczania

W algorytmie najblizszego dolgczania nowy wierzchotek jest wierzchotkiem lezacym najblizszej
biezacego cyklu. Najczesciej jako poczatkowe dwa wierzcholtki bierze si¢ wierzchotki sasied-
nie potaczone tukiem ktérego waga jest najmniejsza. Dolgczany wierzcholek dotacza sie do
biezacego cyklu w miejsce dajace najmniejszy przyrost dlugosci.

Cwiczenie 5.1.2 Wyznaczy¢ rozwigzanie zagadnienia komiwojazera dla 16 miast wojewddz-
kich w Polsce otrzymane metoda najblizszego dotaczania. Jaka jest dlugos¢ tego cyklu?

Najkrotsza trasa otrzymana ta metoda to Krakéw — Kielce — Lublin — Bialystok —
Warszawa — L6dZz — Bydgoszcz — Gdansk — Olsztyn — Poznan — Szczecin — Zielona Goéra
— Wroclaw — Opole — Rzeszéw — Katowice — Krakéw o dlugoSci 2748 km

Algorytm najdalszego dolaczania

W algorytmie najdalszego dotgczania nowy wierzchotek jest wierzchotkiem lezacym najdalej od
biezacego cyklu. Najczesciej jako poczatkowe dwa wierzcholki bierze si¢ wierzchotki sasied-
nie polaczone tukiem ktorego waga jest najwigksza. Podobnie jak w przypadku algorytmu
najblizszego dolaczania, nowy wierzchotek dolacza si¢ do biezacego cyklu w miejsce dajace
najmniejszy przyrost dlugosci.

W praktyce okazuje sie, ze wéréd algorytmow dotaczania algorytm ten prowadzi najczes-
ciej do najlepszych rezultatéw (chociaz nie ma takiej gwarancji) — dlugo$¢ otrzymanego cykl
Hamiltona najczeSciej najlepiej ogranicza z gory dlugoS¢ najkrotszego cyklu Hamiltona wsréd
wszystkich algorytméw dotaczania.
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Cwiczenie 5.1.3 Wyznaczy¢ rozwigzanie zagadnienia komiwojazera dla 16 miast wojewddz-
kich w Polsce otrzymane metoda najdalszego dotaczania. Jaka jest dlugosc tego cyklu?

Pierwsze 5 iteracji tego algorytmu daje cykl Szczecin — Biatystok — Gdansk — Wroclaw
— Rzeszéw — Szczecin. W kazdej z kolejnych iteracji dotaczamy miasto lezace najdalej od
biezacego cyklu. Ostateczna trasa (metoda najdalszego dolaczania): Sz — Bi — Lu — W —
Ki— K—Ld— Gd —- By - P — Zg — Ol - Wr — Op — Ka — Rz — Sz. Dlugo$¢ trasy:
okoto 4026 km.

Algorytm najtanszego dolaczania

W algorytmie najtanszego dotgczania nowy wierzchotek wybierany jest w ten sposéb, aby
opisana zamiana krawedzi prowadzila do jak najmniejszego wydtuzenia powstatego cyklu. Al-
gorytm ten, mimo ze pojedyncza iteracja jest najkosztowniejsza wérod opisanych algorytmoéw
dolaczania — prowadzi w praktyce do dluzszych cykli Hamiltona anizeli algorytm najdalszego
dolaczania.

5.1.3 Algorytmy poprawy

W algorytmach poprawy punktem startowym jest dowolny cykl Hamiltona. W kazdej iteracji
dokonuje sie¢ wymiany pewnych krawedzi na nowe w taki sposéb aby powstaly graf byt nadal
cyklem i aby jego dlugosc¢ ulegla skroceniu w stosunku do diugosci biezacego cyklu Hamiltona.

Algorytm 2-optymalny

W algorytmie 2-optymalnym usuwa sie z biezacego cyklu Hamiltona 7" dwie krawedzie i w ich
miejsce wprowadza sie¢ dwie nowe dbajac jednoczesnie o to, aby powstaty graf byt nadal cyklem.
Aby to bylo mozliwe usuwane krawedzie nie moga byt zwigzane ze wspélnym wierzchotkiem.
Istnieje n(n — 3)/2 réznych sposobéw usuniecia takich dwéch krawedzi. Zauwazmy jednak,
ze istnieje tylko jeden sposéb wprowadzenia dwéch nowych krawedzi w miejsce usunigtych
prowadzacy do nowego cyklu Hamiltona 7”. Je§li wymiana ta prowadzi do skrécenia powstatego
cyklu T"; to zastepuje sie biezacy cykl T" nowym cyklem 7”. Opisana procedura zatrzymuje
sie, jesli dla biezacego cyklu T' zadna z n(n — 3)/2 wymian nie prowadzi do skrécenia cyklu
Hamiltona. Powstaly w ten sposéb cykl Hamiltona nazywa sie 2-optymalny. Nie musi by¢ on
jednak optymalny. Ponadto algorytm ten ma jedna wade — ma zlozonos¢ wyktadnicza.

Algorytm 3-optymalny

W algorytmie 3-optymalnym postepuje si¢ podobnie jak w algorytmie 2-optymalnym, przy czym
z biezacego cyklu Hamiltona usuwa sie i w ich miejsce wprowadza 3 nowe krawedzie. Okazuje
sie, ze stosowanie tego algorytmu prowadzi w praktyce do znacznie krétszych cykli Hamiltona
w stosunku do cykli generowanych przez algorytm 2-optymalny.

Opisang procedure mozna rozszerzy¢ w sposéb naturalny do tzw. algorytmu k-optymalnego.
Dla k > 3 jest on jednak rzadko stosowany z uwagi na rosnaca bardzo szybko ze wzrostem k
ztozono$¢ obliczeniowa pojedynczej iteracji i ze wzgledu na (najczeSciej) male w stosunku do
algorytmu 3-optymalnego zmniejszenie diugosci cyklu Hamiltona.
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5.2 Metody podziatu i ograniczen dla zagadnienia komi-
wo jazera

Metody podziatu i ograniczen przedstawione w ustepie 2.4 dotyczyly zadania maksymalizacji,
natomiast zagadnienie komiwojazera jest zadaniem minimalizacji. Stosujac je musimy wiec
zamieni¢ odpowiednio ograniczenie gérne na ograniczenie dolne i odwrotnie. W dalszej czesci
zdefiniujemy doktadniej rodzine, o ktérej byta mowa w ustepie 2.4. Teraz powiemy tylko,
ze bedzie ona pewng rodzing D, ktérej elementami sa pewne zbiory Dy p podgraféw grafu
G (dokladniej cykli Hamiltona), dla ktérych narzucono dodatkowe ograniczenia postaci: huki
z pewnego zbioru A C E naleza do kazdego grafu ze zbioru D4 p za$ tuki z pewnego zbioru
B C E nie naleza do zadnego grafu z tego zbioru. Oczywiscie zbiory A i B musza byt roztaczne.
W trakcie realizacji jakiejkolwiek metody podziatu i ograniczen zbiory A i B beda odpowiednio
powiekszane tak, aby coraz bardziej zawezi¢ rodzing przeszukiwanych graféw (az dojdzie sie do
sytuacji, w ktorej AU B = F) i tak, aby w koncu doprowadzi¢ do rozwiazania optymalnego.
Po drodze wyznaczane beda ograniczenia gérne p, ktére pozwola usunaé pewne rodziny graféw
z rodziny przeszukiwanych graféw. Poniewaz nalezy sie liczy¢ z tym, ze rozwigzanie optymalne
nie bedzie wyznaczone w czasie wielomianowym, trzeba odpowiednio wybra¢ ¢ > 0, tak aby
rozwigzanie otrzymane po zatrzymaniu algorytmu bylo zadowalajace. Nalezy réwniez narzuci¢
ograniczenie gérne na liczbe wykonanych iteracji algorytmu.

Przejdziemy teraz do dokladniejszego przedstawienia metody podziatu i ograniczen dla za-
gadnienia komiwojazera.

Oznaczmy

D:{DA,BZA,BCE,AHBZQ)}.

W przedstawionej ponizej metodzie podzialu i ograniczen dla zagadnienia komiwojazera nie
podajemy konkretnej postaci funkcji ograniczenia dolnego ¢ : D — R. Zakladamy jedynie, ze
funkcja ta spetia warunki:

1°G, C Gy € D= ¢(G1) > ¢(Gs),

20 Jesli H jest cyklem Hamiltona, to o({H}) = ¢(H).

Zauwazmy, ze zbior zltozony z jednego cyklu Hamiltona H jest elementem rodziny zbioréw
D. Wystarczy za A wziac¢ zbiér wszystkich krawedzi grafu H, za$§ za B — zbiér pusty.

Metoda podzialtu i ograniczen dla TSPna grafie skierowanym

Wejscie. Graf skierowany G = (V, F') posiadajacy przynajmniej jeden cykl Hamiltona, funkcja wag
c: EF — R, tolerancja optymalnosci € > 0

Wyjscie. Rozwigzanie e-optymalne zagadnienia komiwojazera
Krok 0 (inicjalizacja)

(a) Potozyt G = {qu}.
(b) Wyznaczy¢ ograniczenie dolne ¢(Dyg) lub polozy¢ ¢(Dgg) = 0.

(c) Wybra¢ jakikolwiek cykl Hamiltona H € Dy i polozy¢ @ = c(H) lub polozy¢
©p = +0o0.

Krok 1 (ograniczenie)
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(a) Wyznaczy¢ ¢ = minp, ,eg 9(Da,B).

(b) Jesli stwierdzi sig, ze (D4 p) = ¢(H) dla pewnego H € D g (np. Dy p sklada sig¢ z
jednego cyklu Hamiltona), to usunaé D4 p z rodziny G (w zbiorze D4 p nie ma cyklu
Hamiltona krétszego niz dugos¢ cyklu H). Jedli dodatkowo c(H) < @, to potozy¢
o =c(H)iH = H (c(H) jest nowym ograniczeniem gérnym i H jest kandydatem
na rozwiazanie optymalne).

(c) Usuna¢ z rodziny G te podzbiory Dy g, dla ktérych ¢(D4 p) > @ (podzbiory te nie
beda wiecej rozwazane, gdyz nie zawieraja one rozwiazania optymalnego).

(d) Jesli G = 0, to H jest rozwigzaniem optymalnym zadania TSP — algorytm zatrzymuje
sie.

(e) Jedli @ — ¢ < ¢, to H jest rozwigzaniem e-optymalnym zadania TSP — algorytm
zatrzymuje sie.

Krok 2 (podziat)

(a) Wybra¢ podzbiér Dy p € G oraz tuk e ¢ AU B i rozlozy¢ ten podzbiér na dwa
roztgczne podzbiory Daugey,B 1 Da Bufe}-

(b) Polozy¢ G = G U {Daute},5 U Dapuger } \ {Das}-
(c) Wyznaczy¢ o(Dauger,B) 1 ¢(Da,Buge})-
(d) Przejs¢ do kroku 1.

W dalszej cze$ci podamy jak mozna zdefiniowaé funcje ograniczenia dolnego w metodze
podziatu i ograniczen dla TSP. Bez szkody dla ogélnoSci rozwazan przyjmujemy, ze graf G jest
pelny.

Niech (V, E, ¢) bedzie siecia skierowana pelna i niech T* bedzie najkrétszym cyklem Hamil-
tona w tej sieci. Oznaczmy jego dlugo$¢ w tej sieci przez c*. Metody podzialu i ograniczen,
ktore przedstawione bedg w tym ustepie korzystaja z wlasnoSci wyrazonej w nastepujacym
lemacie.

Lemat 5.2.1 T* jest najkrotszym cyklem Hamiltona w sieci (V, E,¢), gdzie ¢;; = ¢;j — y; — w,
y = (y1,-Yn),w = (wq,...,w,) € R". Ponadto dlugos¢ cyklu T* w tej sieci wynosi ¢* =
ct—ely—elw, gdziee = (1,...1).

Dowéd. W zmodyfikowane sieci (V, E, ¢) od diugosci poszczegdlnych hukéw ¢;; odjeto stale
wielkosci y; dla poczatkéw i w; dla koncéw tych tukéw. Zauwazmy, Zze dla dowolnego cyklu
Hamiltona 7" kazdy wezel jest jednoczesnie poczatkiem doktadnie jednego tuku i koncem doktad-
nie jednego tuku. Wobec tego po modyfikacji dtugo$¢ dowolnego cyklu Hamiltona zmniejszy sie
o staly wielkos¢ Y7 v + 37 w; = e’y + e’ w. Nowa funkcja celu (dtugosé cyklu Hamiltona
w zmodyfikowanej sieci) bedzie si¢ wigc rézni¢ od wyjsciowej funkcji celu (dla wyjsciowej sieci)
o stalg wielkos$¢. Jest oczywiste, ze taka zmiana nie wplynie na dowolne rozwigzanie optymalne
(najkrétszy cykl Hamiltona).

Uwaga 5.2.2 Lemat 5.2.1 jest prawdziwy réwniez dla sieci nieskierowanej (V, F,c¢). W tym
przypadku zmodyfikowang funkcje odlegtosci ¢ : £ — R okresla si¢ nastepujaco: ¢;; = ¢;j —vy; —
yj, 0,7 =1,...,n, gdzie y = (y1,...yn) € R". Wéwczas dlugos¢ cyklu T* w sieci (V, E, ¢) wynosi

=k

ct=c"—2e'y.

Uwaga 5.2.3 Zmodyfikowana funkcja odlegloSci ¢ nie musi spelnia¢ warunku tréjkata, nawet
jesli wyjéciowa funkcja ¢ go spehia.
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5.2.1 Metoda redukcji

Przedstawimy teraz pewnag metode podzialu i ograniczen, zwana metodq redukcyi, dla zagad-
nienia komiwojazera na sieci skierowanej (V, E, ¢). Skorzystamy przy tym z wlasnoSci wyrazonej
w lemacie 5.2.1 dobierajac odpowiednio wektory y,w € R". Zauwazmy, ze jesli wektory
y,w € R" zostaly dobrane tak, aby ¢;; = ¢;; —v; —w; > 0,4,5 = 1,...,n, to oczywiscie
dhugost cyklu T w sieci (V, F, ¢) jest nieujemna. Wobec tego, dla takiego doboru y,w € R", z
lematu 5.2.1 otrzymujemy dolne ograniczenie dtugosci cyklu T* w wyjéciowej sieci (V, E, ¢)

c>ely+elw.

Mozemy spodziewa¢ si¢ dobrego ograniczenia dolnego wartosci ¢* przyjmujac y; = min; ¢;;,% =
L,..,niw; =min(c;; —y;),j =1,...,n, albow; = min; ¢;;, j = 1,....,n 1y, = min;(¢;; —w;),i =
1,...,n, gdyz wéwczas w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie zmodyfikowanej macierzy kosztow
¢ znajdzie si¢ przynajmniej jedno zero. Opisana metoda oszacowania z dotu dlugosci najkrét-
szego cyklu Hamiltona pozwoli nam skonstruowaé¢ funkcje ograniczenia dolnego zdefiniowang
na okre$lonej wyzej rodzinie D.

Przyklad 5.2.4 Dla funkcji (macierzy) odlegtoSci

o 3 5 22 16
13 co 9 11 5
c= 6 8 oo 3 12
8 9 14 oo 6
12 4 7 9 o

idla y, = min;j¢;,¢ = 1,...,5 oraz w; = min;(¢;; — v;),J = 1,...,5 zmodyfikowana funkcje
(macierz) odlegloéci otrzymujemy z powyzszej macierzy poprzez odjecie od kolejnych wierszy
wielkoSci 3,5, 3,6,4, a nastepnie odjecie od kolejnych kolumn wielkosci 2,0,2,0,0. Ma ona
postac

oo 0 0 19 13
6 oo 2 6 0
c=11 5 oo 0 9
0 3 6 o~ 0
6 0 1 5 o

Widzimy, ze dla funkcji ¢ dowolny cykl Hamiltona ma nieujemna dlugosé, czyli, zgodnie z tym
co bylo powiedziane wyzej, mamy

" >3+5+3+6+4+2+2=25.

Opisana wyzej metoda wyznaczenia ograniczenia dolnego diugoSci najkrétszego cyklu Hamil-
tona ma jeszcze jedng zalete, ktérg wykorzystamy przy konstrukcji metody redukcji. Pojawienie
sie zer w wierszach i kolumnach macierzy ¢ pozwoli nam na wykonanie odpowiedniego podziatu
zbioru rozwigzan dopuszczalnych (cykli Hamiltona) na dwa podzbiory, z ktérych do pierwszego
naleza wszystkie cykle Hamiltona zawierajace okreslony tuk, a do drugiego — nie zawierajace go.
Luk ten bedzie okreslony przez odpowiedni element zerowy macierzy ¢. Pozwoli to zredukowac
wymiar rozpatrywanego zagadnienia o jeden, gdyz od tego momentu bedziemy mogli traktowac
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konce tego tuku jako jeden wierzcholek. Luk ten nalezy bowiem do wszystkich cykli Hamiltona
nalezacych do pierwszego podzbioru, a dlugos¢ tego tuku w zmodyfikowanej sieci jest zerowa.
Poniewaz elementéw zerowych macierzy ¢ jest co najmniej tyle ile jest wierzchotkéw grafu, wiec
mamy swobode¢ przy wyborze tuku, wzgledem ktérego dokonamy podzialu. Wybierzemy ten
tuk, ktorego wybor pozwoli na najwigkszy wzrost dolnego ograniczenia dtugosci cykli Hamiltona
nie zawierajacych wybranego tuku. Przy takim wyborze bedzie wigksza szansa na ewentualne
usuniecie rozwigzan nie zawierajacych tego tuku, jesli wéréd rozwigzan tuk ten zawierajacych
znajdziemy najkrétszy cykl Hamiltona.

Przyklad 5.2.5 Wr6tmy do przedstawionego wyzej przykladu, na ktérym przedstawimy
omawiang metode podzialu i ograniczen lacznie z metoda redukcji. Zauwazmy, ze wybdr
w macierzy ¢ elementu ¢z = 0 (lub réwnowaznie tuku esq) pozwoli na kolejny wzrost o
5 ograniczenia dolnego dlugosci wszystkich cykli Hamiltona nie zawierajacych tuku esy (w
macierzy ¢ mozemy wstawiC ¢33 = oo przy rozpatrywaniu cykli Hamiltona nie zawierajacych
tuku e34). Przy wyborze dowolnej innej krawedzi wzrost ten bedzie mniejszy. Wiemy wiec, ze
dowolny cykl Hamiltona nie zawierajacy tuku ess ma dlugos$¢ co najmniej 25+5 = 30. Z drugiej
strony rozpatrywanie wszystkich rozwiazan zawierajacych tuk es4 jest réwnowazne rozpatrywa-
niu macierzy ¢, w ktérej usunieto 3. wiersz i 4. kolumne i wstawiono oo w miejsce ¢43 (mozemy
to uczyni¢, gdyz zaden cykl Hamiltona zawierajacy tuk esy nie moze zawiera¢ tuku eys).

W podobny sposéb postepujemy ze zbiorem cykli Hamiltona zawierajacymi tuk esq. W
tym zbiorze rozwigzan nie da si¢ dokona¢ redukcji, poniewaz w kazdym wierszu i w kazdej
kolumnie macierzy kosztéw jest przynajmniej jedno zero. Natomiast zbiorze cykli Hamiltona
nie zawierajacych tuku e3s mozemy dokona¢ redukcji zwickszajac jednocze$nie o 5 ograniczenie
dolne, bowiem w kolumnie 4. najmniejszy element wynosi 5.

Nastepnie zbioér cykli Hamiltona zawierajacych tuk esy rozkladamy na dwa zbiory: cykle
Hamiltona zawierajace tuk eg5 i na cykle Hamiltona nie zawierajace tego tuku.

Dalej postepujemy podobnie jak opisaliSmy to wyzej. Proces ten mozemy przedstawic w
ponizszym diagramie. Po lewej stronie otrzymaliSmy w koncu zbiér ztozony z jednego cyklu
Hamiltona 1l - 2 — 5 — 3 — 4 — 1 o dlugosci 26. Wielkos¢ te mozemy wobec tego traktowac
jako nowe ograniczenie gérne dlugoSci najkrétszego cyklu Hamiltona. Teraz mozemy usunac
wszystkie zbiory cykli Hamiltona, dla ktérych ograniczenie dolne jest wieksze od 26, bowiem
tam nie bedzie cykli Hamiltona krétszych niz 26. Zostal wiec nam do zbadania jeden zbiér cykli
Hamiltona z e34 1 eg5 1 e53 ale bez eyy, dla ktérego ograniczenie dolne wynosi 26. Ten zbior tez
mozna wlasciwie usungc¢, bo mozemy w nim ewentualnie znalez¢ cykl Hamiltona o diugosci 26,
ale cykl o tej dlugosci juz przeciez znalezliSmy. Widzimy tez zalete wyboru tuku, wedtug ktérego
dokonujemy podzialu. Wybdr ten powoduje najwiekszy mozliwy wzrost dolnego ograniczenia w
zbiorze cykli Hamiltona nie zawierajacych tego tuku (po prawej stronie ponizszego diagramu).
Dzigki temu, mozemy usuna¢ wiele zbioréw cykli Hamiltona o ograniczeniu dolnym wigkszym
niz wyznaczone ograniczenie gérne najkrétszego cyklu Hamiltona po lewej stronie diagramu. W
naszym przykladzie po znalezieniu cyklu Hamiltona o dlugo$ci 26 moglismy usuna¢ wszystkie
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zbiory rozwigzan po prawej stronie.

Wezysikle riemazana
przed redukcls o reschukecil
102z a4 & = 4 5
= | 3|5 |2Z| 16 1= | D[ 01813
2 13| = | 9 [11]| & Gl=|2]|8|0
11 G| 8f=]3 |12 st &Ef{=10]0
sl BB |14 =|8 s || 3|6 =0
spiz|4|7]a|= sl@|lof1]58]=
UB=33 LB=0 | B=25
%%“'Hh___q_
¥ Hﬂ-.‘
Fozwigzania z e34 Rozmazania bez e
12 A & preed redulicls e redukg]
= | 0O [13 1 : 3 4 & z 3 5
2B | =] 2|0 1= 0|0 (181 1] = 0 13
s10|3|=1]8 g|l=|2]|8|0 i 2 0
spE|of1]= 1] & = | [0 a1 | & |=]|=|0
LB=-22 + 103 = | 0 s 1O 3|a|=|0
“'ﬂ-._,____% sQefof1]5]= spefof1{o]=
-\"‘--\._\_\_\_\_-\- LE=30
q--h“““-u._
* e
Rozmazania z e3d | 825 Foowiazania 7 e ber 25
przed redukcly DO redukcy proed reculicla DO redukcy
12 A 1 z 3 1 2 3 & 1 2 3 &
=00 r[=]oo [=ToJo]iz [=Tolo]s
s |03 = s D] 3= gl=]12|= gl=]2|=
s G| =01 s 18| =0 a1 0|3 |=1]8 a1 0| 3|=1]0
LBm22 LE~23 sfalo[1]= sfalo|1]=
e L B=31
l
",
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1 = | 0 I r 3 I . 3
o L 1= 0 1 =010
LB=23 s O3 = s O 3=
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-H__ LB=-28
""--\_\_\_\_\__‘.
Rozmgzania z e, e25, e53 1 edl Roowlazania z 234, 25, e53 bez ed1
2 praed reduksy i FeCLn]|
1 m 1 2 1 2
LB=23 =0 = | 0
4] = al=1]0
LB=26
L
Fozwiazanie | 2 —f-ad-—el-]
UB=26

Rozwigzanie TSP metoda redukcji
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Ostatecznym rozwigzaniem zagadnienia komiwojazera otrzymanym metoda redukcji jest
cykl Hamiltona 1 — 2 — 5 — 3 — 4 — 1 o dlugosci 26.

5.2.2 1-drzewa ograniczajace

Podamy teraz inng metode wyznaczania ograniczenia dolnego diugosci najkrétszego cyklu
Hamiltona w grafie nieskierowanym (pelnym) G = (V| E) z okreSlona funkcja dlugosci ¢ :
E — R

Definicja 5.2.6 Niech v € V, H = (V\{v}, F') bedzie drzewem rozpinajacym graf G\ {v}
i niech f,g beda dwiema réznymi krawedziami zwigzanymi z wierzchotkiem v. Graf H; =
(V,FU{f, g}) nazywamy 1-drzewem.

Uwaga 5.2.7
(a) Dowolny cykl Hamiltona jest 1-drzewem.

(b) Dhlugos¢ dowolnego, a wiec i najkrétszego cyklu Hamiltona jest ograniczona z dotu przez
dtugosc najkrotszego 1-drzewa.

(c) Niech v € V. Dlugoé¢ najkrétszego 1-drzewa mozna obliczy¢é wyznaczajac najpierw
dhugo$¢ najkroétszego drzewa rozpinajacego graf G\ {v} (na przyktad metoda Kruskala
lub metoda Prima) i dodajac do niej dlugoSci dwéch najkrétszych krawedzi f,g € E
zwiazanych z wierzchotkiem v. Dokladniej, niech T* = (V\{v}, F') bedzie najkrétszym
drzewem rozpinajacym graf G\ {v} i niech f,g beda dwiema (réznymi) najkrétszymi
krawedziami, zwigzanymi z wierzchotkiem v:

f € Argmin c(e), g € Argmin c(e).
ecs({v}) e€s({v)N\{S}
Woéwcezas (V, F'U {f,g}) jest najkrétszym 1-drzewem. W konsekwencji wielko§é ¢(F U
{f,9}) = c(F)+c(f)+c(g) jest dolnym ograniczeniem dhugosci najkrétszego cyklu Hamil-
tona w sieci (V, E, ¢) czyli
¢ = o(F) +c(f) +clg),

gdzie ¢* oznacza dhugosc¢ najkrétszego cyklu Hamiltona w tej sieci.

Zgodnie z powyzsza uwaga zastosowanie 1-drzew pozwala wykorzystanie ich dlugosci jako
dolnego ograniczenia w metodzie podziatu i ograniczen dla zagadnienia komiwojazera.

5.2.3 Metoda Helda—Karpa

1-drzewa nie musza stanowi¢ wystarczajaco dobrego ograniczenia dolnego dtugosci cyklu Hamil-
tona. Zilustrujemy to nastepujacym przyktadem

Przyklad 5.2.8  Rozwazmy graf nieskierowany (V,FE) dla V = {v,...,v5},
E = {eja, €13, €15, €23, €24, €95, €34, €35, €45 } 1 funkcje odlegloéci okreSlong przez macierz

oo 0 0 oo 1
0 oo 10 0 10
c= 0 10 o 0 10
o 0 0 oo 0
1 10 10 0 o0
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Jesli wybra¢ v = vy, to najkrétsze 1-drzewo ma dtugosce 0. Natomiast najkrétszy cykl Hamiltona
ma dhugosc 10.

W celu wyznaczenia lepszego ograniczenia dolnego diugo$ci najkrétszego cyklu Hamiltona
w sieci nieskierowanej (V) F,¢) mozemy skorzysta¢ z lematu 5.2.1 i z uwagi 5.2.2. Je§li w
powyzszym przykladzie dlugoSci wszystkich krawedzi zwiazanych z wierzchotkiem v, zwigk-
szymy o 10, to zgodnie z uwaga 5.2.2 najkrétszy cykl Hamiltona jest taki sam jak w wyjs-
ciowym grafie, lecz jego dlugo$¢ w zmodyfikowanej sieci wynosi 30. Zwrécmy jednak uwage
na to, ze najkrétsze 1-drzewo ma w zmodyfikowanej sieci réwniez dlugo$¢ 30. Oznacza to, ze
w wyjsciowej sieci nie ma cykli Hamiltona o dlugosci mniejszej niz 10. Otrzymalismy w ten
sposéb lepsze niz poprzednio ograniczenie dolne diugosci najkrétszego cyklu Hamiltona.

W ogélnym przypadku rozumowanie przedstawione w uwadze 5.2.7 mozemy powtorzyc dla
sieci nieskierowanej (V, E, ¢) dla ustalonego wektora y € R". Zgodnie z uwaga 5.2.2 otrzymamy
wowczas

¢ =2y =¢">¢c(F)+e(f)+elg),

gdzie ¢* oznacza dlugo$¢ najkrétszego cyklu Hamiltona w sieci (V) F, ¢), za$ ¢* oznacza dlugosé
najkrétszego cyklu Hamiltona w sieci (V, E, ¢) . Zauwazmy, ze y € R™ jest dowolnym wektorem.
Potrzebny nam bedzie jeszcze zwiazek miedzy diugosciami najkrétszego 1-drzewa w sieciach
(V,E,c) i (V,E,c) podobny do zwiazku miedzy dlugoSciami cyklu Hamiltona w tych sieciach,
wyrazonego w uwadze 5.2.2. Aby przedstawic¢ ten zwiazek, wprowadzimy pewne oznaczenia.
Niech H = (W, F') bedzie pewnym podgrafem grafu G = (V, E). Stopniem wierzchotka v € W
w grafie H nazywamy liczbe krawedzi e € F zwiazanych z wierzchotkiem v € W. Stopien
wierzcholka oznaczamy symbolem dpy(v). Oczywiscie dla 1-drzewa 7" mamy dr(v) > 1 dla
dowolnego v € V, dla cyklu Hamiltona 7' mamy dr(v) = 2 dla dowolnego v € V.

Lemat 5.2.9 Niech T bedzie podgrafem rozpinajgeym w sieci nieskierowanej (V, E, c). Niech
y € R" i niech ¢;j = ¢ij — yi — y;, 4, = 1,...,n, bedzie zmodyfikowana funkcjq odlegtosci w tej
sieci. Wowczas

eT) = o(T) — Z dr(vi)y;.

Dowéd.
Zbiér wszystkich 1-drzew oznaczmy symbolem 7.

Whniosek 5.2.10 Niech y € R". Ditugosé nagkrétszego 1-drzewa w sieci (V, E, ¢) wynosi

n

mine(T) — Zl(dT<Uj) ~ 2)yj]
=
Niech ¢* oznacza dlugo$¢ najkrétszego cyklu Hamiltona w sieci (V) E, ¢) za$ ¢ — dlugosé
1-drzewa T' w tej samej sieci.

Whniosek 5.2.11 Dla dlugosci ¢* najkrotszego cyklu Hamiltona w sieci (V, E,c) stuszne jest

oszacowanie
n

¢" > minfer — Z;(dT(Uj) = 2)y;],
-

gdzie y € R™ jest dowolnym wektorem.
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Dowdd.

Uwaga 5.2.12 Zgodnie z wnioskiem 5.2.10 wielko§¢ mingrez[c(T) — D77 dr(v;)y;] jest dhu-
goScia najkrétszego 1-drzewa w sieci (V) E,¢). Moze ona zatem by¢ wyznaczona w czasie
wielomianowym, na przyklad metoda Kruskala lub metoda Prima (patrz uwaga 5.2.7(c)).

Problemem jest, jak dobra¢ wektor y € R" zapewniajacy najwicksze ograniczenie dolne.
Nietrudno zauwazyc¢, ze wektor taki jest rozwigzaniem zadania

maksymalizowaé f(y) = minper(c(T) — QJT"ZJ)
wzgledem y € R",

gdzie gr = (dp(vi) — 2, ...,dr(v,) —2)7. Jest to zadanie maksymalizacji funkcji wkleste]
(stanowi ona minimum funkcji liniowych). Funkcja ta nie jest jednak rézniczkowalna. Mimo to
istnieja efektywne metody rozwigzania tego typu zadan. Zgodnie z uwaga 5.2.12 wyznaczenie
warto$ci minimalizowanej funkcji mozna wykona¢ w czasie wielomianowym. Znajac najkrétsze
1-drzewo T” (czyli 1-drzewo realizujace to minimum) mozna wyznaczy¢ gradient funkcji liniowej
cpr — gy realizujacej minper(c(T) — gry). Gradient ten wynosi —ggv i jest jednoczeénie
tzw. subgradientem funkcji f w punkcie y. Najstarsza znana metoda rozwigzania powyzszego
zadania maksymalizacji funkcji wklestej pochodzi od Poljaka i ma posta¢ procedury generujacej
ciag kolejnych przyblizen rozwiazania zadanej w postaci rekurencyjnej

(k+1) _ y(k‘)

Yy — tkgr

(przypominajacej nieco postaé metody najszybszego spadku). W powyzszej réwnodci ciag (i)
jest wybrany zgodnie z odpowiednimi procedurami minimalizacji kierunkowej (line search). W
najprostszej postaci podanej przez Poljaka w 1969 roku i wykorzystanej przez Helda i Karpa
w roku 1971 B ®
m:Af_ﬂﬂ)
gl

gdzie A € (0,2), f oznacza gérne ograniczenie wartosci optymalnej f* funkcji celu f. Zauwazmy,
ze w przypadku rozpatrywanego zadania zachodzi réwno$¢

f=F®)y=c—c(y™),

gdzie ¢ jest gérnym ograniczeniem dhugoéci najkrétszego cyklu Hamiltona, za$ c*(y*)) =
minger(c(T) =377, dT(vj)y](-k)] jest dtugoécia najkrétszego 1-drzewa w sieci (V, E, c(y™). Pro-
cedura zaproponowana przez Poljaka jest zbiezna do rozwigzania, jesli za ¢ przyjac c*, czyli
dhugo$¢ najkroétszego cyklu Hamiltona w sieci (V) E, ¢), ktéra jest na ogét nieznana. Dla ¢ > ¢*
mozna oczekiwaé, ze wielkoéci f(y™®) beda sie poczatkowo zwigksza¢. Nie mozna natomiast
oczekiwaé, ze beda one zbiezne do rozwiazania. Bardziej nowoczesne procedury maksymal-
izacji funkcji wklestych (lub minimalizacji funkeji wypuktych) wykorzystujace tzw. sterowanie
poziomem i selekcje subgradientéw sg zbiezne do rozwigzania oraz — co jest rownie wazne —
daja dos¢ szybko rozwigzania e-optymalne.
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5.2.4 Sformulowanie w postaci zadania programowania liniowego

5.2.5 Metoda relaksacji Lagrange’a
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