
ROZDZIA× 2

Najkrótsze drogi i drzewa

2.1 Podstawowe de�nicje i oznaczenia i fakty

� G = (V;E) nazywamy grafem (nieskierowanym), gdzie V = V (G) =
fv1; :::; vng jest zbiorem wierzcho÷ków , E = E(G) = fe1; :::; emg jest
zbiorem kraw ¾edzi , jésli ka·zdej kraw¾edzi e 2 E przyporz ¾adkowana
jest para (nieuporz ¾adkowana) wierzcho÷ków v1; v2 2 V � kónców tej
kraw¾edzi; mówimy, ·ze kraw¾ed́z jest zwi ¾azana z jej końcami, a końce
te s ¾a wzgl ¾edem siebie wierzcho÷kami s ¾asiednimi .

� kraw¾edzie grafu G nazywamy kraw¾edziami równoleg÷ymi jésli maj ¾a te
same końce,

� p ¾etl ¾a w gra�e G nazywamy jego kraw¾ed́z o jednakowych końcach,

� grafem prostym nazywamy graf bez kraw¾edzi równoleg÷ych i p ¾etli,

� dla grafu G = (V;E) przez e = v1v2 oznaczamy kraw¾ed́z o końcach
v1; v2 2 V (zak÷adamy, ·ze graf ten jest bez kraw¾edzi równoleg÷ych);
symbole v1v2 i v2v1 oznaczaj ¾a t ¾e sam ¾a kraw¾ed́z,

� grafem pe÷nym nazywamy graf prosty, dla którego ka·zda para wierz-
cho÷ków jest po÷ ¾aczona kraw¾edzi ¾a,
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� mówimy, ·ze graf G0 = (V 0; E0) jest podgrafem grafu G = (V;E), jésli
V 0 � V; E0 � E,

� dla W � V przez G[W ] oznaczamy podgraf G0 = (W;A) grafu G,
gdzie A jest zbiorem tych kraw¾edzi grafu G, których oba końce nale·z ¾a
do W ,

� dla A � E przez G nA oznaczamy podgraf G0 = (V;E nA); dla e 2 E
przez G�e oznaczamy podgraf G�feg,

� dla W � V przez G nW (lub przez G[V�W ]) oznaczamy podgraf
grafu G powsta÷y przez usuni ¾ecie wierzcho÷kówW i zwi ¾azanych z nimi
kraw¾edzi; dla v 2 V przez G�v oznaczamy podgraf G�fvg,

� dla grafu G = (V;E) i dla nietrywialnego podzbioru W � V (tzn.
W 6= ? i W 6= V ) przez �(W ) oznaczamy zbiór tych kraw¾edzi grafu
G maj ¾acych jeden koniec wW zás drugi w V�W ; zbiór postaci �(W )
dla pewnego W � V nazywamy ci ¾eciem grafu G,

� dla grafu G = (V;E) i dla W � V przez (W ) oznaczamy zbiór tych
kraw¾edzi grafu G maj ¾acych oba końce w W ,

� podgraf G0 = (V 0; E0) grafu G = (V;E) jest grafem rozpinaj ¾acym graf
G jésli V 0 = V ,

� drog ¾a P w gra�e G ÷ ¾acz ¾ac ¾a wierzcho÷ki v0 i vk (lub (v0; vk)-drog ¾a)
nazywamy ci ¾ag kraw¾edzi e0; e1; :::; ek tego grafu, gdzie ei = vi�1vi; i =
1; :::; k, (dwie kolejne kraw¾edzie maj ¾a wspólny wierzcho÷ek); drog ¾e P
w gra�eGmo·zemy uto·zsamiác z podgrafemG0 = (fv0; :::; vkg; fe1; :::; ekg),
w którym wyró·zniono dwa końce v0 i vk i w którym zachodzi opisany
wy·zej zwi ¾azek mi ¾edzy wierzcho÷kami i kraw¾edziami,

� dla grafu G = (V;E) i dla wierzcho÷ka v 2 V przez Cv oznaczamy
zbiór wszystkich wierzcho÷ków w grafu G, dla których istnieje (v; w)-
droga; zbiory Cv s ¾a klasami abstrakcji dla relacji typu równowa·znósci

v � w jésli istnieje (v; w)-droga w gra�e G
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okréslonej na V ,

� podgraf grafuG = (V;E) postaciG[Cv] dla pewnego v 2 V nazywamy
sk÷adow ¾a grafu G,

� graf G nazywamy grafem spójnym, jésli dowolne dwa jego wierzcho÷ki
mo·zna po÷ ¾aczýc drog ¾a,

� jésli G = (V;E) jest grafem spójnym, to #E � #V � 1,

� graf G jest spójny wtedy i tylko wtedy jest swoj ¾a (jedyn ¾a) sk÷adow ¾a,

� droga P ÷ ¾acz ¾aca wierzcho÷ki v0 i vk grafu G jest zamkni ¾eta jésli v0 =
vk,

� droga P = (v0v1; :::; vk�1vk) jest prosta jésli wierzcho÷ki v0; :::; vk s ¾a
ró·zne,

� jésli istnieje droga ÷ ¾acz ¾aca dwa wierzcho÷ki, to istnieje ÷ ¾acz ¾aca je droga
prosta,

� droga P nazywa si ¾e cyklem jésli jest zamkni ¾eta i prosta,

� kraw¾ed́z e = uv grafu G nale·zy do cyklu wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje droga zawarta w G�e ÷ ¾acz ¾aca wierzcho÷ki u i v.

� jésli graf spójny G = (V;E) zawiera cykl, to #E � #V ,

� jésli graf spójny G = (V;E) nie zawiera cyklu, to #E = #V � 1,

� dla grafuG cyklem Hamiltona nazywamy cykl ÷ ¾acz ¾acy wszystkie wierz-
cho÷ki grafu G,

� wierzcho÷ek v grafu spójnegoG nazywamy wierzcho÷kiem tn ¾acym, jésli
graf G n v nie jest spójny,

� lasem nazywamy graf nie zawieraj ¾acy cykli,

� drzewem nazywamy las spójny,
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� dendrytem nazywamy drzewo rozpinaj ¾ace,

� wag ¾a (d÷ugósci ¾a, kosztem) c(e) kraw¾edzi e 2 E nazywamy wartóśc
funkcji c : E ! R zwanej funkcj ¾a wag (d÷ugósci, kosztów) dla e 2 E,
wag¾e t ¾e b ¾edziemy oznaczác równie·z symbolem ce,

� sieci ¾a nazywamy graf G = (V;E) z okréslon ¾a funkcj ¾a wag c : E ! R,

W dalszej cz ¾ésci rozwa·zamy grafy proste.

Lemat 2.1.1 Kraw ¾ed́z e = vv0 grafu G jest kraw ¾edzi ¾a cyklu wtedy i tylko
wtedy, gdy w gra�e G�e istnieje droga ÷ ¾acz ¾aca v i v0.

Dowód. Niech C = (v0v1; :::; vk�1vk) b ¾edzie cyklem w gra�e G i niech
e = vv0 b ¾edzie kraw¾edzi ¾a tego cyklu. Oczywíscie e = ei = vi�1vi dla
pewnego i, i = 1; :::; k. Jest jasne, ·ze droga

Pi = (vivi+1; :::; vk�1v0; v0v1; :::; vi�2vi�1)

jest podgrafem grafu G�e jest drog ¾a ÷ ¾acz ¾ac ¾a v i v0. Za÷ó·zmy teraz, ·ze dla
pewnej kraw¾edzi e grafu G, w gra�e G�e istnieje droga P ÷ ¾acz ¾aca v i v0.
Dla pewnych wierzcho÷ków w0; :::; wk grafu G�e zachodzi wi ¾ec

P = (w0w1; :::; wk�1wk);

gdzie w0 = v i wk = v
0. Poniewa·z e = wkw0, wi ¾ec

C = (w0w1; :::; wk�1wk; wkw0)

jest podgrafem grafu G. Ponadto jest on oczywíscie cyklem. �

Lemat 2.1.2 Graf G = (V;E) jest spójny wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnego nietrywialnego podzbioru wierzcho÷ków W � V zbiór �(W ) jest
niepusty.
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Dowód. Przypúścmy, ·ze graf G = (V;E) jest spójny i niech W 6= ?

b ¾edzie dowolnym istotnym podzbiorem wierzcho÷ków tego grafu. Niech
v 2 W i niech v0 2 V�W . Poniewa·z G jest grafem spójnym, wi ¾ec istnieje
droga prosta P = (v0v1; :::; vk�1vk) taka, ·ze v = v0 i v

0 = vk. Niech
iW = maxfi : 0 � i � k; vi 2Wg. Oczywíscie iW < k oraz viW+1 2 V�W .
Zatem e = viW viW+1 2 �(W ). Przypúścmy teraz, ·ze graf G nie jest spójny,
tzn. dla pewnych wierzcho÷ków v; v0 2 V nie istnieje droga ÷ ¾acz ¾aca v i v0.
Zatem Cv\Cv0 = ?. Dla nietrywialnego podzbioru kraw¾edziW = Cv ci ¾ecie
�(W ) jest wi ¾ec zbiorem pustym. �

Lemat 2.1.3 Niech graf G = (V;E) b ¾edzie spójny. Wówczas nast ¾epuj ¾ace
warunki s ¾a równowa·zne:

(i) G jest drzewem,

(ii) #E = #V � 1,

(iii) ka·zd ¾a par ¾e wierzcho÷ków grafu G mo·zna po÷ ¾aczýc dok÷adnie jedn ¾a drog ¾a,

(iv) po dodaniu jednej kraw ¾edzi do zbioru E powsta÷y graf G0 zawiera
dok÷adnie jeden cykl,

(v) po usuni ¾eciu dowolnej kraw ¾edzi ze zbioru E powsta÷y graf G00 = G�e
traci spójnóśc.

Dowód. (i))(ii) Niech G b ¾edzie drzewem. Poniewa·z G jest grafem
spójnym wi ¾ec #E � #V � 1. Z drugiej strony #E < #V , gdy·z G nie
zawiera cyklu. Wobec tego #E = #V � 1.

(ii))(iii) Niech #E = #V � 1. Przypúścmy, ·ze pewne dwa wierz-
cho÷ki v i v0 grafuGmo·zna po÷ ¾aczýc dwiema ró·znymi drogami P i P 0. Wów-
czas (P; P 0) jest cyklem w gra�e spójnym G i w konsekwencji #E � #V ,
co stoi w sprzecznósci z za÷o·zeniem.

(iii))(iv) Niech e = vv0 =2 E dla pewnych wierzcho÷ków v; v0 grafu
G i niech G0 = (V;E [ feg). Niech P b ¾edzie drog ¾a w gra�e G ÷ ¾acz ¾ac ¾a
wierzcho÷ki v i v0. Wówczas (P; e) jest cyklem w gra�e G0. Jest to jedyny
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cykl w tym gra�e. Gdyby powiem istnia÷ inny cykl (P 0; e); to P 0 by÷aby
inn ¾a ni·z P drog ¾a w gra�e G ÷ ¾acz ¾ac ¾a wierzcho÷ki v i v0.

(iv))(v) Niech e = vv0 2 E. Przypúścmy, ·ze graf G00 = G�e
jest spójny. Niech P b ¾edzie drog ¾a w gra�e G00 ÷ ¾acz ¾ac ¾a wierzcho÷ki v i
v0. Oczywíscie (P; e) jest cyklem w gra�e G. Stoi to w sprzecznósci z
za÷o·zeniem, gdy·z po dodaniu pewnej kraw¾edzi e0 =2 E do grafu G powsta÷y
graf G0 b ¾edzie zawiera÷ co najmniej dwa cykle.

(v))(i) Przypúścmy, ·ze graf G nie jest drzewem. Poniewa·z, zgodnie
z za÷o·zeniem jest on grafem spójnym, wi ¾ec G zawiera cykl. Z lematu 2.1.1
wynika, ·ze o usuni ¾eciu dowolnej kraw¾edzi tworz ¾acej ten cykl graf ten jest
nadal spójny. Stoi to w sprzecznósci z za÷o·zeniem. �

Wniosek 2.1.4 Spójny podgraf rozpinaj ¾acy H = (V; F ) grafu G = (V;E)
jest drzewem wtedy i tylko wtedy, gdy #F = #V � 1.

Wniosek 2.1.5 Niech H = (V; F ) b ¾edzie drzewem rozpinaj ¾acym grafu G =
(V;E). Jésli e = uv 2 E ale e =2 F i jésli f 2 F jest elementem drogi
÷ ¾acz ¾acej u i v, to podgraf H 0 = (V; F�ffg[feg) jest drzewem rozpinaj ¾acym
graf G.

Dowód. Wystarczy zauwa·zýc, ·ze graf H 0 jest spójny i ma t ¾e sam ¾a
liczb ¾e kraw¾edzi, co graf H. �

2.2 Najkrótsze drzewo rozpinaj ¾ace

De�nicja 2.2.1 Dany jest graf G = (V;E) i funkcja wag c : E ! R.
D÷ugósci ¾a (lub wag ¾a) grafu G nazywamy liczb ¾e c(E) =

P

e2E c(e).

Rozwa·zmy nast ¾epuj ¾ace zadanie zwane problemem najkrótszego drzewa
rozpinaj ¾acego (NDR):

Dany jest graf spójny G = (V;E) i funkcja kosztów c : E ! R.
Znaléźc drzewo rozpinaj ¾ace H = (V; F ) grafu G takie, ·ze dla
dowolnego innego drzewa H 0 = (V; F 0) rozpinaj ¾acego ten graf
zachodzi nierównóśc c(F ) � c(F 0).
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De�nicja 2.2.2 Mówimy podzbiór F kraw¾edzi grafu G = (V;E) jest
rozszerzalny do najkrótszego drzewa rozpinaj ¾acego jésli F jest zawarty w
zbiorze kraw¾edzi pewnego najkrótszego drzewa rozpinaj ¾acego graf G.

Podamy teraz pewien warunek wystarczaj ¾acy na to, aby po do÷ ¾aczeniu
kraw¾edzi do zbioru F nie straci÷ on w÷asnósci rozszerzalnósci do najkrót-
szego drzewa rozpinaj ¾acego.

Twierdzenie 2.2.3 Jésli podzbiór F � E jest rozszerzalny do najkrótszego
drzewa rozpinaj ¾acego graf spójny G = (V;E) i e jest najkrótsz ¾a kraw ¾edzi ¾a
pewnego ci ¾ecia D roz÷ ¾acznego ze zbiorem F , to F [ feg jest równie·z rozsz-
erzalny do najkrótszego drzewa rozpinaj ¾acego graf G.

Dowód. Niech podzbiór kraw¾edzi F � T b ¾edzie rozszerzalny do NDR
H = (V; T ) i niech e b ¾edzie najkrótsz ¾a kraw¾edzi ¾a pewnego ci ¾eciaD roz÷ ¾acznego
z F . Jésli e 2 T , to oczywíscie F [feg jest rozszerzalny do NDR. Niech wi ¾ec
e = uv =2 T: Niech P b ¾edzie (u; v)-drog ¾a w gra�e H. Na mocy lematu 2.1.3
istnieje dok÷adnie jedna taka droga. Poniewa·z e = uv 2 D i D jest ci ¾eciem,
wi ¾ec w gra�e G�D nie ma (u; v)-drogi. W konsekwencji pewna kraw¾ed́z
f 2 P \ D. Poniewa·z e jest najkrótsz ¾a kraw¾edzi ¾a w D, wi ¾ec c(e) � c(f).
St ¾ad i na mocy wniosku 2.1.5 graf H 0 = (V; T�ffg [ feg) jest równie·z
NDR. Zauwa·zmy teraz, ·ze f =2 F poniewa·z f 2 D i F \D = ;. Widzimy
wi ¾ec, ·ze F [ feg � T�ffg [ feg, czyli F [ feg jest rozszerzalny do NDR
H 0. �

Wkolejnych punktach podamy dwa algorytmy pozwalaj ¾ace skonstruowác
najkrótsze drzewa rozpinaj ¾ace. Obydwa maj ¾a tzw. w÷asnóśc zach÷annósci,
tzn. w ka·zdej iteracji wybór jest lokalnie najlepszy.

2.2.1 Algorytm Kruskala

W algorytmie Kruskala punktem startowym jest las rozpinaj ¾acy H = (V; ;)
grafu G o pustym zbiorze kraw¾edzi. W ka·zdej iteracji algorytmu do zbioru
kraw¾edzi tego lasu dok÷adamy najkrótsz ¾a kraw¾ed́z tak ¾a, ·ze powsta÷y graf
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jest nadal lasem. Zauwa·zmy, ·ze aby w÷asnóśc ta by÷a zachowana, oba końce
dok÷adanej kraw¾edzi musz ¾a nale·zéc do ró·znych sk÷adowych (drzew) lasu.

Algorytm 2.2.4 (Kruskal)

Wej́scie: Graf spójny G = (V;E)

Wyj́scie: Najkrótsze drzewo rozpinaj ¾ace H = (V; F ) grafu G

Krok 0 (inicjalizacja)

(a) Uporz ¾adkowác kraw¾edzie grafu G w ci ¾ag e1; e2; :::; em zgodnie z
ich rosn ¾acymi d÷ugósciami, czyli tak, aby

c(e1) � c(e2) � ::: � c(em).

(b) Po÷o·zýc F = ? i H = (V; F ).

(c) Po÷o·zýc k = 1 (licznik iteracji).

Krok 1 (kryterium zatrzymania)

(a) Jésli k = m+ 1, to algorytm zatrzymuje si ¾e (H jest NDR).

(b) Jésli H jest grafem spójnym, to algorytm zatrzymuje si ¾e (H jest
NDR).

Krok 2 (aktualizacja zbioru kraw ¾edzi lasu)

(a) Sprawdzíc, czy oba końce kraw¾edzi ek nale·z ¾a do ró·znych sk÷ad-
owych grafu H; jésli tak, to po÷o·zýc F := F [ fekg.

(b) Po÷o·zýc k := k+ 1.

(c) Przej́śc do kroku 1.

Twierdzenie 2.2.5 Dla dowolnego grafu spójnego G = (V;E) i dowolnej
funkcji d÷ugósci c : E ! R Graf H = (V; F ) skonstruowany przy pomocy
algorytmu Kruskala jest najkrótszym drzewem rozpinaj ¾acym graf G.
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Dowód. Niech H = (V; F ) b ¾edzie lasem rozpatrywanym w bie·z ¾acej it-
eracji algorytmu Kruskala. Jésli w iteracji tej kraw¾ed́z ek zostaje do÷ ¾aczona
do zbioru F , to powsta÷y graf jest nadal lasem, gdy·z oba końce kraw¾edzi ek
le·z ¾a w ró·znych sk÷adowych grafu H. Zauwa·zmy, ·ze graf H skonstruowany
przy pomocy algorytmu Kruskala jest spójny. Przypúścmy bowiem, ·ze nie
jest on spójny i niech S1 i S2 b ¾ed ¾a dwiema jego ró·znymi sk÷adowymi i niech
kraw¾ed́z ej 2 �(S1) dla pewnego j. Kraw¾ed́z taka istnieje, bo graf G jest
spójny. Oczywíscie ej =2 F . Z postaci algorytmu wynika, ·ze w j-tej iter-
acji algorytmu kraw¾ed́z ej zostaje do÷ ¾aczona do zbioru kraw¾edzi grafu H
i, ·ze w kolejnych iteracjach pozostaje nadal jego kraw¾edzi ¾a, czyli ej 2 F .
Otrzymana sprzecznóśc dowodzi spójnósci grafu H. W konsekwencji H jest
drzewem rozpinaj ¾acym, poniewa·z jest on lasem rozpinaj ¾acym. Poniewa·z ;
jest rozszerzalny do NDR wi¾ec w celu pokazania, ·ze H jest NDR wystarczy
zauwa·zýc � korzystaj ¾ac z twierdzenia 2.2.3 � ·ze w wyniku ka·zdej iteracji
algorytmu Kruskala zostaje zachowana w÷asnóśc rozszerzalnósci do NDR.
�

Liczba operacji wykonywanych w algorytmie Kruskala jest zdominowana
przez z÷o·zonóśc obliczeniow ¾a sortowania, które trzeba wykonác w kroku 0.,
a ta wynosi jak wiadomo O(m logm). Wobec tego z÷o·zonóśc obliczeniowa
algorytmu Kruskala jest wielomianowa.

2.2.2 Algorytm Prima

W algorytmie Prima punktem startowym jest drzewo H = (frg; ;), gdzie
r jest dowolnym wierzcho÷kiem grafu G. W ka·zdej iteracji algorytmu do
zbioru kraw¾edzi grafu H dodajemy najkrótsz ¾a kraw¾ed́z z ci ¾ecia grafu G
odpowiadaj ¾acego zbiorowi wierzcho÷ków grafu H. W wyniku tej operacji
graf H jest nadal drzewem. Po wykonaniu n iteracji, gdzie n jest liczb ¾a
wierzcho÷ków grafuG skonstruowane w opisany sposób drzewo jest drzewem
rozpinaj ¾acym. Sformu÷ujemy teraz dok÷adnie algorytm Prima, a nast ¾epnie
poka·zemy, ·ze otrzymane drzewo jest najkrótszym drzewem rozpinaj ¾acym
graf G.
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Algorytm 2.2.6 (Prim)

Wej́scie: Graf spójny G = (V;E) i funkcja wag c : E ! R

Wyj́scie: Najkrótsze drzewo rozpinaj ¾ace H = (V; F ) grafu G

Krok 0 (inicjalizacja)

(a) Wybrác dowolny wierzcho÷ek r 2 V i po÷o·zýc W = frg

(b) po÷o·zýc F = ; i H = (W;F ).

Krok 1 (kryterium zatrzymania)

Jésli#W = #V , to algorytm zatrzymuje si ¾e (H jest drzewem rozpina-
j ¾acym).

Krok 2 (aktualizacja zbioru kraw ¾edzi drzewa)

(a) Wyznaczýc najkrótsz ¾a kraw¾ed́z e ze zbioru �(W )

(b) Po÷o·zýc F := F [ feg

(c) Po÷o·zýc W := W [ fwg, gdzie w jest końcem kraw¾edzi e nie
nale·z ¾acym do W

(d) Przej́śc do kroku 1.

Twierdzenie 2.2.7 Dla dowolnego grafu spójnego G = (V;E) i dowolnej
funkcji d÷ugósci c : E ! R graf skonstruowany przy pomocy algorytmu
Prima jest najkrótszym drzewem rozpinaj ¾acym graf G.

Dowód. Za÷ó·zmy, ·ze podgraf H = (W;F ) grafu G jest drzewem i
niech f = uv 2 �(W ). Poka·zemy, ·ze wówczas podgraf H+ = H [ ffg =
(W [ fu; vg; F [ ffg) jest równie·z drzewem. W tym celu zauwa·zmy, ·ze
podgraf H+ jest spójny, gdy·z f 2 �(W ), czyli jeden z końców kraw¾edzi
f nale·zy do zbioru W . Ponadto podgraf H+ nie zawiera cyklu. Gdyby
bowiem by÷o inaczej, to zgodnie z lematem 2.1.1 w gra�e H+�ffg = (W [
fu; vg; F ) istnia÷aby droga ÷ ¾acz ¾aca wierzcho÷ki u i v. Jednak·ze jeden z tych
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wierzcho÷ków nie nale·zy doW , wi ¾ec takiej drogi nie ma. Skoro podgraf H+

jest spójny i nie zawiera cyklu, wi ¾ec jest drzewem.

Zauwa·zmy dalej, ·ze ci ¾ecie �(W ) jest niepuste, o ile H nie jest drzewem
rozpinaj ¾acym (czyliW 6= V ), gdy·z zgodnie z za÷o·zeniem graf G jest spójny.

Poniewa·z zgodnie z algorytmem Prima w ka·zdej iteracji dodajemy do
zbioru wierzcho÷ków grafu H jeden nowy wierzcho÷ek, wi ¾ec po n iteracjach
tego algorytmu otrzymamy drzewo rozpinaj ¾ace H� = (V; F �).

Zbiór ; jest oczywíscie rozszerzalny do NDR. Ponadto wybór kraw¾edzi
dokonywany w ka·zdej iteracji algorytmu Prima spe÷nia za÷o·zenia twierdzenia
2.2.3 (f jest najkrótsz ¾a kraw¾edzi ¾a ci ¾ecia �(W ) roz÷ ¾acznego z F ). Zatem
zgodnie z tym twierdzeniem zbiór F [ ffg jest rozszerzalny do NDR. W
konsekwencji H� jest NDR. �

Mo·zna pokazác, ·ze z÷o·zonóśc obliczeniowa algorytmu Prima wynosi
O(n2), czyli podobnie jak dla algorytmu Kruskala jest ona wielomianowa.

2.2.3 Sformu÷owanie w postaci zadania programowania lin-
iowego

Wprowadzimy najpierw pewne oznaczenia.

Niech A � f1; :::;mg. Wektor �A = (�1; :::; �m) 2 R
m postaci

�i =

�

1 dla i 2 A
0 dla i =2 A

nazywamy wektorem charakterystycznym zbioru A.

Dalej, niech x = (�1; :::�m) 2 R
m. Oznaczmy x(A) =

P

i2A �i. Mamy
wi ¾ec

x(A) = �>Ax.

Dany jest graf spójny G = (V;E), i funkcja wag c : E ! R. Rozpatrzmy
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teraz nast ¾epuj ¾ace zadanie programowania liniowego.

minimalizowác c>x
wzgl ¾edem x 2 Rm;
przy ograniczeniach �>

(S)x � #S � 1 8 S � V; S 6= ;; S 6= V;

e>x = #V � 1;
x � 0:

(2.1)

Dla A � E przez s(A) oznaczamy liczb ¾e sk÷adowych podgrafu (V;A)
grafu G. Zadanie (2.1) zapiszemy w nast ¾epuj ¾acej w postaci, której analiza
b ¾edzie ÷atwiejsza:

minimalizowác c>x
wzgl ¾edem x 2 Rm;
przy ograniczeniach �>Ax � #V � s(A) 8 A � E;A 6= E;

e>x = #V � 1;
x � 0:

(2.2)

Lemat 2.2.8 Zadania programowania liniowego (2:1) i (2:2) s ¾a sobie równowa·zne.

Dowód. Obydwa zadania ró·zni ¾a si ¾e ograniczeniami. Przypúścmy wi ¾ec,

·ze x jest punktem dopuszczalnym zadania (2.2) i niech S � V; S 6= ;; S 6= V .
Dla A = (S) mamy s(A) = s((S)) � #(V�S) + 1. Zatem

�>(S)x � #V � s((S)) � #V �#(V�S)� 1 = #S � 1;

czyli x jest rozwi ¾azaniem dopuszczalnym zadania (2.1). Niech teraz x
b ¾edzie rozwi ¾azaniem dopuszczalnym zadania (2.1) i niech A � E. Dalej
niech S1; :::; Sk b ¾ed ¾a wszystkimi sk÷adowymi podgrafu (V;A). Oczywíscie
k = s(A) i mamy wówczas

�>Ax = (

k
X

i=1

�(Si))
>x =

k
X

i=1

�>(Si)x

�
k
X

i=1

(#Si � 1) = #V � k = #V � s(A):

Widzimy wi ¾ec, ·ze x jest punktem dopuszczalnym zadania (2.2). �



2.2. NAJKRÓTSZE DRZEWO ROZPINAJ ¾ACE 37

Twierdzenie 2.2.9 Niech x� b ¾edzie wektorem charakterystycznym zbioru
kraw ¾edzi najkrótszego drzewa (V; T ) rozpinaj ¾acego graf G = (V;E) dla
funkcji kosztów c. Wówczas x� jest jest rozwi ¾azaniem optymalnym zadania
(2:2).

Dowód. Zauwa·zmy najpierw, ·ze x� jako wektor charakterystyczny
drzewa rozpinaj ¾acego jest rozwi ¾azaniem dopuszczalnym zadania (2.1). Fakt
ten wynika st ¾ad, ·ze podgraf (S; (S)) drzewa (V; T ) jest lasem, zás sk÷ad-
owe lasu (Si; Ei); i = 1; :::; k; s ¾a drzewami. Dla ka·zdej takiej sk÷adowej
(Si; Ei) zachodzi równóśc #Ei = #Si � 1. Po zsumowaniu tych równósci
dla wszystkich sk÷adowych otrzymamy

�>(S)x = x((S)) =

k
X

i=1

#Ei (2.3)

=

k
X

i=1

(#Si � 1) = #S � k � #S � 1:

Ograniczenie e>x = #V�1 jest oczywíscie spe÷nione, bo (V; T ) jest drzewem.
W tej sytuacji wystarczy pokazác, ·ze wektor charakterystyczny jakiegokol-
wiek najkrótszego drzewa rozpinaj ¾acego jest rozwi ¾azaniem optymalnym
zadania (2.2). Poka·zemy, ·ze tak jest dla wektora charakterystycznego x0

NDR otrzymanego metod ¾a Kruskala. W tym celu rozpatrzymy zadanie
dualne do (2.2). Zauwa·zmy, ·ze ma ono postác

minimalizowác
P

A�E(#V � s(A))yA
wzgl ¾edem y 2 R2

m�1

przy ograniczeniach
P

A:e2A yA � �ce 8e 2 E;
yA � 0 8A � E;A 6= E;

(2.4)

gdzie yA oznacza zmienn ¾a dualn ¾a (wspó÷rz ¾edn ¾a wektora y) odpowiadaj ¾ac ¾a
ograniczeniu �>Ax � #V � s(A). Zwró́cmy uwag¾e na to, ·ze zmienna yE
nie musi býc nieujemna, gdy·z odpowiadaj ¾ace jej ograniczenie w zadaniu
pierwotnym jest równósciowe. W celu pokazania, ·ze x0 jest rozwi ¾azaniem
optymalnym zadania (2.2) skorzystamy z twierdzenia o komplementarnósci.
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Zgodnie z nim para rozwi ¾azań dopuszczalnych (x; y) zadania pierwotnego i
dualnego jest par ¾a rozwi ¾azań optymalnych wtedy i tylko wtedy gdy dla do-
datnich wspó÷rz ¾ednych xi wektora x w odpowiadaj ¾acych im ograniczeniach
zadania dualnego zachodz ¾a równósci i dla dodatnich wspó÷rz ¾ednych yA wek-
tora y w odpowiadaj ¾acych im ograniczeniach zadania pierwotnego zachodz ¾a
równósci. Maj ¾ac dany wektor x0 (otrzymany metod ¾a Kruskala) zde�ni-
ujemy teraz rozwi ¾azanie dopuszczalne y zadania dualnego (2.4). Niech
kraw¾edzie e1; :::; em grafuG b ¾edzie ustawione w takim samym porz ¾adku, jak
w algorytmie Kruskala. Oznaczmy Ai = fe1; :::; eig; i = 1; :::;m. Po÷ó·zmy
yAi = cei+1 � cei dla i = 1; :::;m� 1; yAm = �cem oraz yA = 0 dla A 6= Ai.
Zauwa·zmy, ·ze tak okréslony wektor y jest rozwi ¾azaniem dopuszczalnym
zadania dualnego (2.4). Nieujemnóśc wspó÷rz ¾ednych yA dla A 6= E wynika
z ich de�nicji oraz z nierównósci cei+1 � cei ; i = 1; :::;m � 1. Dalej mamy
dla e = ej

X

A:e2A

yA =

m
X

i=j

yAi =

m�1
X

i=j

(cei+1 � cei)� cem = �cej = �ce:

Zatem y jest rozwi ¾azaniem dopuszczalnym zadania dualnego (2.4). Poniewa·z
w ograniczeniach tego zadania zachodz ¾a równósci, wi ¾ec spe÷niony jest pier-
wszy warunek w twierdzeniu o komplementarnósci. Sprawdzimy teraz, ·ze
spe÷niony jest równie·z drugi warunek. Niech wi ¾ec zmienna dualna yA > 0.
Jest jasne, ·ze A = Ai dla pewnego i; i = 1; :::;m, gdy·z dla innych zbiorów
A zachodzi równóśc yA = 0. Poka·zemy, ·ze dla x = x

0 w odpowiadaj ¾acym
tej zmiennej ograniczeniu zachodzi równóśc, czyli �>Aix

0 = #V � s(Ai).

Poniewa·z x0 jest wektorem charakterystycznym NDR (V; T ), wi ¾ec �>Aix
0 =

#(T \Ai). Zauwa·zmy ponadto, ·ze zgodnie z algorytmem Kruskala s(Ai) =
s(T \Ai). Oba zbiory Ai oraz T \Ai ró·zni ¾a si ¾e bowiem tylko kraw¾edziami
niedo÷ ¾aczonymi do zbioru kraw¾edzi grafu H w trakcie realizacji algorytmu
Kruskala. Jésli natomiast kraw¾ed́z ej 2 Ai nie zosta÷a do÷ ¾aczona do tego
zbioru, to mog÷o to nast ¾apíc tylko z tego powodu, ·ze oba końce tej kraw¾edzi
nale·z ¾a do jednej sk÷adowej tego grafu. Tak wi ¾ec oba zbiory Ai i T \Ai maj ¾a
t ¾e sam ¾a liczb ¾e sk÷adowych. Poniewa·z T \Ai jest lasem, wi ¾ec podobnie jak
w (2.3) zachodzi równóśc #(T \Ai) = #V � s(T \Ai). Pokazalísmy wi ¾ec,
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·ze oba warunki twierdzenia o komplementarnósci s ¾a spe÷nione. Zatem para
(x0; y) jest par ¾a rozwi ¾azań optymalnych. �

Uwaga 2.2.10 Dowód powy·zszego twierdzenia mo·ze s÷u·zýc jednoczésnie
jako dowód tego, ·ze algorytm Kruskala generuje najkrótsze drzewo rozpina-
j ¾ace.

2.3 Najkrótsze drogi

Przypúścmy, ·ze chcemy znaléźc najkrótsz ¾a (najtańsz ¾a, najszybsz ¾a) drog ¾e
z Campusu A do Campusu B Uniwersytetu Zielonogórskiego, przy czym
mo·zemy poruszác si ¾e wy÷ ¾acznie ulicami miasta przestrzegaj ¾ac przepisów
kodeksu drogowego (ograniczenia pr ¾edkósci, ulice jednokierunkowe, zakazy
ruchu, itp.). Siéc ulic mo·zemy przedstawíc w postaci pewnego grafu, którego
wierzcho÷ki s ¾a skrzy·zowaniami ulic, zás kraw¾edzie odcinkami ulic ÷ ¾acz ¾a-
cymi te skrzy·zowania. Zakaz poruszania si ¾e pod pr ¾ad w ulicach jednok-
ierunkowych prowadzi do tego, ·ze nasze dalsze rozwa·zania b ¾edziemy musieli
prowadzíc dla grafu skierowanego, czyli grafu G = (V;E) w którym ka·zdej
kraw¾edzi e = uv (b ¾edziemy ja nazywác ÷ukiem) wyró·zniono jej pocz ¾atek
u i koniec v. O ile dla grafu nieskierowanego para wierzcho÷ków u; v jest
nieuporz ¾adkowana (czyli kraw¾edzie uv i vu s ¾a jednakowe), o tyle dla grafu
skierowanego para wierzcho÷ków u; v (b ¾edziemy je nazywác w ¾ez÷ami) jest
uporz ¾adkowana, czyli uv 6= vu. Poza pewnymi szczegó÷ami, które b ¾ed ¾a
omówione poni·zej, poj ¾ecia i oznaczenia zde�niowane dla grafów nieskierowanych
dotycz ¾a równie·z grafów skierowanych.

Dla grafu skierowanego G = (V;E):

� przez zapis e = uv 2 E rozumiemy, ·ze ÷uk e ma pocz ¾atek u 2 V i
koniec v 2 V ,

� ÷uki grafuG nazywamy ÷ukami równoleg÷ymi jésli maj ¾a te same pocz ¾atki
i te same końce,

� istnieje graf nieskierowany o zbiorze wierzcho÷ków V i zbiorze kraw¾edzi
E0 = fuv : uv 2 E lub vu 2 Eg,
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� G mo·ze býc prosty jako graf nieskierowany nie b ¾ed ¾ac jednoczésnie
prostym jako graf skierowany,

� drog ¾a (skierowan ¾a) P = (e1; :::; ek) w gra�e G = (V;E) o pocz ¾atku w
w¾ézle v0 2 V i końcu w w¾ézle vk 2 V (lub (v0; vk)-drog ¾a) nazywamy
ci ¾ag ÷uków e1 = v0v1; :::; ek = vk�1vk tego grafu (koniec i-tego ÷uku
jest pocz ¾atkiem nast ¾epnego, i = 1; :::; k � 1),

� drog ¾e (skierowan ¾a) P w gra�e (skierowanym) G mo·zemy uto·zsamiác
z podgrafem (skierowanym) G0 = (fv0; :::; vkg; fe1; :::; ekg), w którym
wyró·zniono pocz ¾atek v0 i koniec vk i, w którym zachodzi opisany
wy·zej zwi ¾azek mi ¾edzy w¾ez÷ami i ÷ukami,

� droga P = (v0v1; :::; vk�1vk) nazywa si ¾e prosta, jésli w¾ez÷y v0; :::; vk s ¾a
ró·zne,

� droga P = (v0v1; :::; vk�1vk) nazywa si ¾e zamkni ¾eta, jésli v0 = vk,

� jésli w gra�e G istnieje (u; v)-droga, to nie musi w nim istniéc (v; u)-
droga (w konsekwencji relacja: u � v , istnieje (u; v)-droga, nie jest
symetryczna, czyli nie jest relacj ¾a typu równowa·znósci),

� G nazywamy spójnym w sensie mocnym jésli dla dowolnych u; v 2 V
istnieje (u; v)-droga,

� G nazywamy spójnym w sensie s÷abym jésli dla dowolnych u; v 2 V
istnieje (u; v)-droga lub (v; u)-droga,

� cyklem (skierowanym) nazywamy drog¾e skierowan ¾a zamkni ¾et ¾a i prost ¾a,

� G nazywa si ¾e drzewem (skierowanym, o korzeniu r) jésli dla ka·zdego
v 2 V istnieje dok÷adnie jedna (r; v)-droga skierowana,

� drzewo skierowaneH = (V; T ) nazywamy skierowanym drzewem rozpina-
j ¾acym (graf G),

� sieci ¾a skierowan ¾a nazywamy uk÷ad (V;E; c), gdzie (V;E) jest grafem
skierowanym zás c : E ! R � funkcj ¾a d÷ugósci.
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Rozwa·zmy nast ¾epuj ¾ace zadanie zwane problemem najkrótszej drogi:

Dana jest siéc skierowana (V;E; c) i w¾eze÷ r 2 V . Dla dowolnego
w¾ez÷a v 2 V nale·zy znaléźc najkrótsz ¾a (r; v)-drog ¾e (o ile taka
droga w ogóle istnieje).

W dalszej cz ¾ésci tego ust ¾epu b ¾edziemy zak÷adác, ·ze dla dowolnego v 2 V
istnieje (r; v)-droga. Za÷o·zenie to nie ogranicza ogólnósci rozwa·zań, bo w
razie potrzeby mo·zna zbiór ÷uków uzupe÷níc o ÷uki e = rv =2 E o wspólnej
d÷ugósci na tyle du·zej, ·ze jésli taka do÷ ¾aczony ÷uk by÷by najkrótsz ¾a (r; v)-
drog ¾a, to w wyj́sciowym gra�e nie istnia÷aby (r; v)-droga. W ten sposób
metoda wyznaczania najkrótszej drogi stwierdza÷aby jednoczésnie, czy taka
droga w ogóle istnieje.

2.3.1 Potencja÷y dopuszczalne

Dana jest siéc skierowana (V;E; c). Przypúścmy, ·ze dla v 2 V wyznaczylísmy
(r; v)-drog ¾e o d÷ugósci yv; v 2 V . Zauwa·zmy, ·ze jésli (r; w)-droga jest na-
jkrótsz ¾a drog ¾a w tym gra�e ÷ ¾acz ¾ac ¾a korzeń r z w¾ez÷em w, to spe÷nione s ¾a
nierównósci

yv + cvw � yw dla ka·zdego ÷yku vw 2 E.

Gdyby bowiem dla pewnego ÷uku vw 2 E zasz÷a nierównóśc przeciwna, to
uzupe÷niaj ¾ac (r; v)-drog ¾e o d÷ugósci yv o ten ÷uk, której d÷ugóśc wynosi cvw
otrzymalibýsmy (r; w)-drog ¾e o d÷ugósci yv + cvw mniejszej ni·z yw. Zatem
dla ka·zdego rozwi ¾azania problemu najkrótszej drogi musz ¾a býc spe÷nione
warunki

yv + cvw � yw dla ka·zdego ÷uku vw 2 E (2.5a)

oraz yr = 0: (2.5b)

Wektor y = (yv : v 2 V ) spe÷niaj ¾acy te warunki nazywa si ¾e potencja÷em
dopuszczalnym. Dla drogi P = (e1; :::; ek) i dla funkcji d÷ugósci c : E ! R

d÷ugóśc tej drogi wyra·za si ¾e wzorem c(P ) = �>P c =
Pk
i=1 cei . Potencja÷y

dopuszczalne posiadaj ¾a nast ¾epuj ¾ac ¾a w÷asnóśc.
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Twierdzenie 2.3.1 Niech y b ¾edzie potencja÷em dopuszczalnym dla sieci
skierowanej (V;E; c), niech v 2 V i niech P b ¾edzie (r; v)-drog ¾a skierowan ¾a.
Wówczas c(P ) � yv.

Dowód. Niech P = (e1; :::; ek), gdzie ei = vi�1vi; i = 1; :::; k i v0 = r
oraz vk = v. Na mocy (2.5) mamy

c(P ) =

k
X

i=1

cei �
k
X

i=1

(yvi � yvi�1) = yvk � yv0 = yv

�

Uwaga 2.3.2 Jésli P = (v0v1; :::; vk�1vk), gdzie v0 = r, vk = v; jest na-
jkrótsz ¾a (r; v)-drog ¾a, to P 0 = (v0v1; :::; vk�2vk�1) jest najkrótsz ¾a (r; vk�1)-
drog ¾a. Dla ka·zdego w¾ez÷a v mo·zemy wi ¾ec wskazác w¾eze÷ v0 bezpósrednio
poprzedzaj ¾acy go w najkrótszej (r; v)-drodze. Takich w¾ez÷ów mo·ze býc
wprawdzie wi ¾ecej (bo najkrótszych dróg mo·ze býc wi ¾ecej), w takiej sytu-
acji przypúścmy jednak, ·ze wybralísmy jeden z nich (oznaczmy go sym-
bolem p(v)) traktuj ¾ac go jako bezpósredniego poprzednika w¾ez÷a v. W¾ez÷y
v0 = p(v) i v wyznaczaj ¾a ÷uk v0v zás wszystkie takie ÷uki dla v 2 V okréslaj ¾a
skierowane drzewo rozpinaj ¾ace H = (V; T ) o korzeniu r.

2.3.2 Algorytm Forda

Zauwa·zmy, ·ze dysponuj ¾ac potencja÷em dopuszczalnym y twierdzenie ??
daje nam mo·zliwóśc stwierdzenia, czy dana (r; v)-droga skierowana P jest
najkrótsza. Jésli bowiem c(P ) = yv, to na mocy twierdzenia ?? droga ta
jest najkrótsz ¾a (r; v)-drog ¾a. Wystarczy wi ¾ec skonstruowác potencja÷ do-
puszczalny oraz okréslíc bezpósredniego poprzednika p(u) takiego, ·ze ÷uk
p(u)u 2 E dla ka·zdego w¾ez÷a u 2 V�frg. Najkrótsz ¾a (r; v)-drog ¾e mo·zna
wtedy skonstruowác od końca do pocz ¾atku. Zwró́cmy uwag¾e na to, ·ze w
ten sposób skonstruujemy najkrótsze (r; v)-drogi dla wszystkich v 2 V .

Wniosek 2.3.3 Istnienie potencja÷u dopuszczalnego dla sieci skierowanej
(V;E; c) i w¾ez÷a r 2 V jest równowa·zne istnieniu dla tej sieci najkrótszych
(r; v)-dróg dla wszystkich v 2 V .
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Opiszemy teraz, jak skonstruowác potencja÷ dopuszczalny. Przypúścmy,

·ze mamy dany pewien wektor y 2 Rn. Mo·ze nim býc na przyk÷ad wektor
o wspó÷rz ¾ednych yv okréslaj ¾acych d÷ugósci (r; v)-dróg dla v 2 V o ÷ukach
nale·z ¾acych do pewnego skierowanego drzewa rozpinaj ¾acego H = (V; T ) o
korzeniu r. Ka·zdy w¾eze÷ v takiego drzewa ró·zny od r ma swojego bezpósred-
niego poprzednika p(v) takiego, ·ze p(v)v 2 T . Mo·zna równie·z przyj ¾ác
yr = 0 oraz yv = +1 i p(v) = �1 =2 V dla dowolnego v 6= r. Przyj ¾e-
cie yv = +1 oznacza, ·ze na razie nie znamy (r; v)-drogi, zás przyj ¾ecie
p(v) = �1 oznacza, ·ze w¾eze÷ v nie ma jeszcze swojego poprzednika. Jésli
wektor y spe÷nia warunki (2.5), to jest on potencja÷em dopuszczalnym. Jésli
tylko (2.5a) jest spe÷niony, to po odj ¾eciu yr od dowolnej wspó÷rz ¾ednej wek-
tora y otrzymamy oczywíscie potencja÷ dopuszczalny. Przypúścmy wi ¾ec, ·ze
wektor y jest taki, ·ze yv + cvw < yw dla pewnego ÷uku vw 2 E. ×uk taki
nazywamy niepoprawnym. Wówczas zast ¾epuj ¾ac yw przez yv + cvw otrzy-
mamy nowy wektor y. Czynnóśc t ¾e nazywamy poprawk ¾a. Po jej dokona-
niu przyjmujemy v = p(w), czyli w¾eze÷ v okréslamy jako bezpósredniego
poprzednika w¾ez÷a w. Dla poprawionego wektora y sprawdzamy znowu,
czy spe÷nia on warunek (2.5a) dokonuj ¾ac ewentualnej poprawki, itd. W
ten sposób opisalísmy dzia÷anie algorytmu Forda wyznaczenia najkrótszych
dróg dla sieci skierowanej (V;E; c).

Algorytm 2.3.4 (Ford)

Wej́scie: Siéc skierowana (V;E; c) i w¾eze÷ r 2 V takie, ·ze dla ka·zdego
v 2 V istnieje (r; v)-droga.

Wyj́scie: Skierowane drzewo rozpinaj ¾ace H = (V; T ) o korzeniu r i
potencja÷ dopuszczalny y.

Krok 0 (inicjalizacja)

a) Okréslíc skierowane drzewo rozpinaj ¾ace H = (V; T ) o korzeniu r,

b) okréslíc wektor y, którego wspó÷rz ¾edne yv okréslaj ¾a d÷ugósci (r; v)-
dróg zawartych w drzewie H, v 2 V ,

c) dla ka·zdego v 2 V�frg okréslíc bezpósredniego poprzednika p(v) 2
V takiego, ·ze ÷uk p(v)v 2 T ,

d) przyj ¾ác p(r) = 0 =2 V .
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Krok 1 (kryterium zatrzymania) Jésli wektor y jest potencja÷em do-
puszczalnym, to algorytm zatrzymuje si ¾e.

Krok 2 (poprawka)

a) Dla niepoprawnego ÷uku vw dokonác poprawki:

� przyj ¾ác yw = yv + cvw,

� przyj ¾ác p(w) = v,

b) przej́śc do kroku 1.

Przyk÷ad 2.3.5 Zastosujemy algorytm Forda wyznaczenia najkrótszych
dróg dla sieci skierowanej(V;E; c), gdzie V = fa; b; c; d; e; f; g; h; ig, zbiór
÷uków E i funkcja d÷ugósci c : E ! R podane s ¾a w postaci nast ¾epuj ¾acej
tablicy

a b c d e f g h i

a 3 1

b 3 1 3 4

c 1 1 1 2

d 3 5 4

e 4 1 5 3 7 1

f 2 3 5

g 4 7 2 2

h 1 5 2 1

i 2 1

Element tej tablicy jest liczb ¾a wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiadaj ¾ace
mu w¾ez÷y s ¾a po÷ ¾aczone ÷ukiem i wówczas liczba ta wskazuje d÷ugóśc tego
÷uku. Po zastosowaniu algorytmu Forda otrzymamy nast ¾epuj ¾acy wektor
potencja÷ów y = (ya; :::; yi) = (0; 2; 1; 5; 2; 3; 5; 3; 4) i wektor bezpósrednich
poprzedników p = (p(a); :::; p(i)) = (0; c; a; b; c; c; h; e; h). Wektor p okrésla
w sieci (V;E; c) najkrótsze drogi ÷ ¾acz ¾ace w¾eze÷ a z pozosta÷ymi w¾ez÷ami
natomiast wektor y okrésla d÷ugósci tych dróg.

Do tej pory w sposób milcz ¾acy przyjmowalísmy, ·ze d÷ugósci wszystkich
÷uków s ¾a nieujemne. Zobaczmy jednak, co mo·ze si ¾e wydarzýc w trakcie
realizacji algorytmu Forda, jésli za÷o·zenie to nie b ¾edzie spe÷nione.
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Przyk÷ad 2.3.6 Zmody�kujmy poprzedni przyk÷ad przyjmuj ¾ac cbe = �4
i pozostawiaj ¾ac pozosta÷e wartósci bez zmian. Zauwa·zmy, ·ze w tej sytuacji
algorytm Forda nie zatrzyma si ¾e w skończonej liczbie iteracji, przy czym
niektóre ze wspó÷rz ¾ednych wektora y b ¾ed ¾a d ¾a·zýc do �1. Nie powinno
to býc niespodziank ¾a, gdy·z w¾edrowanie drog ¾a zamkni ¾et ¾a (cb; be; ec) zm-
niejsza jej d÷ugóśc o 2 jednostki po ka·zdorazowym wykonaniu jednego cyklu.
Poniewa·z dla dowolnego w¾ez÷a v 2 V istnieje (a; v)-droga zawieraj ¾aca ÷uk
be, wi ¾ec dowoln ¾a (a; v)-drog ¾e mo·zna poprawiác w nieskończonóśc tak, ·ze
jej d÷ugóśc b ¾edzie d ¾a·zýc do �1.

Powy·zszy przyk÷ad wskazuje na to, ·ze jésli graf G zawiera cykl o ujemnej
d÷ugósci, to dla dowolnego r 2 V istnieje w¾eze÷ v 2 V , dla którego nie ma
najkrótszej (r; v)-drogi. Oka·ze si ¾e, ·ze brak takiego cyklu jest warunkiem
wystarczaj ¾acym na to, aby algorytm Forda wyznaczy÷ najkrótsze drogi w
gra�e G. Nie musimy natomiast ograniczác si ¾e do nieujemnych funkcji
d÷ugósci, gdy·z w wielu zastosowaniach funkcje te mog ¾a przyjmowác równie·z
ujemne wartósci.

Przyk÷ad 2.3.7 Dany jest koszyk V sk÷adaj ¾acy si ¾e z n walut, zbiór par
uporz ¾adkowanych E � V �V . Ponadto dla dowolnej pary walut (u;w) 2 E
dany jest kurs wymiany ruw > 0. Wielkóśc ruw wyra·za ilóśc jednostek wa-
luty w, które otrzymamy ze sprzeda·zy jednostki waluty u. Przypúścmy, ·ze
dokonujemy ci ¾agu k wymian (v1v2; v2v3; :::; vkvk+1). Wówczas za jednostk¾e
waluty v1 otrzymamy rv1v2 � ::: � rvkvk+1 jednostek waluty vk+1. Jésli wi ¾ec
vk+1 = v1, to rozs ¾adnym jest za÷o·zenie, ·ze rv1v2 �:::�rvkv1 � 1. W przeciwnym
wypadku otrzymalibýsmy bowiem w wyniku tych operacji rv1v2 �:::�rvkv1 > 1
jednostek waluty v1 za jednostk¾e tej waluty. By÷by to niez÷y sposób na
darmowe pomna·zanie swojego maj ¾atku dopóty, dopóki banki nie zorien-
towa÷yby si ¾e, ·ze nale·zy zmieníc kursy wymiany. Istnienie ci ¾agu takich
wymian walut (czy te·z ogólniej towarów) zwi ¾azane jest z poj ¾eciem arbitra·zu
pochodz ¾acym z ekonomii, gdzie zak÷ada si ¾e, ·ze rynek jest bezarbitra·zowy.
W przypadku rynku wymiany walut oznacza to, ·ze rv1v2 � ::: � rvkv1 � 1 dla
dowolnych walut v1; :::; vk i dla dowolnego k. Przypúścmy wobec tego, ·ze dla
danego bezarbitra·zowego rynku walut i dla ustalonej waluty, powiedzmy r
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poszukujemy najkorzystniejszego sposobu jej wymiany na inne waluty. Dla
okréslonej waluty v i dla okréslonego ci ¾agu wymian (v1v2; v2v3; :::; vkvk+1),
gdzie v1 = r i vk+1 = v, otrzymamy rv1v2 � ::: � rvkvk+1 jednostek waluty
v za jednostk¾e waluty r. Widzimy wi ¾ec, ·ze znalezienie jak najkorzyst-
niejszej transakcji, prowadzi do zadania wyznaczenia w gra�e G = (V;E)
drogi (v1v2; v2v3; :::; vkvk+1), dla której rv1v2 � ::: � rvkvk+1 przyjmuje na-
jwi ¾eksz ¾a wartóśc. Wprowad́zmy funkcj ¾e c : E ! R okréslon ¾a równósci ¾a
cuw = � log ruw . Wówczas korzystaj ¾ac z w÷asnósci funkcji logarytmicznej
otrzymujemy dla drogi P = (v1v2; v2v3; :::; vkvk+1) równósci

c(P ) =

k+1
X

i=1

cvivi+1 = �
k+1
X

i=1

log rvivi+1 = � log rv1v2 � :::rvkvk+1 .

Nasze zadanie sprowadza si ¾e wi ¾ec do wyznaczenia w sieci (V;E; c) najkrót-
szej (r; v)-drogi. Widzimy ponadto, ·ze za÷o·zenie o bezarbitra·zowym rynku
walut jest równowa·zne za÷o·zeniu o braku w gra�e G cyklu o ujemnej d÷u-
gósci (mierzonej oczywíscie funkcj ¾a c).

Twierdzenie 2.3.8 Dla sieci skierowanej (V;E; c) i w ¾ez÷a r 2 V istnieje
potencja÷ dopuszczalny wtedy i tylko wtedy, gdy graf G = (V;E) nie zawiera
cyklu o ujemnej d÷ugósci.

Dowód. =) Przypúścmy, ·ze istnieje potencja÷ dopuszczalny y i, ·ze graf
G zawiera cykl C = (v1v2; :::vk�1vk; vkv1) o ujemnej d÷ugósci. Zgodnie z
wnioskiem 2.3.3 dla w¾ez÷a v1 istnieje najkrótsza (r; v1)-droga P . Dok÷ada-
j ¾ac do niej cykl C otrzymamy (r; v1)-drog ¾e o d÷ugósci krótszej ni·z wynosi
d÷ugóśc drogi P . Otrzymalísmy wi ¾ec sprzecznóśc, co dowodzi koniecznósci
warunku.

(= Zauwa·zmy, ·ze jésli G nie zawiera cyklu o ujemnej d÷ugósci, to
poszukiwanie najkrótszych dróg wystarczy ograniczýc do dróg prostych,
czyli dróg bez powtarzaj ¾acych si ¾e w¾ez÷ów. Takich dróg jest skończenie
wiele, czyli istniej ¾a ẃsród nich drogi najkrótsze, co na mocy wniosku 2.3.3
jest równowa·zne istnieniu potencja÷u dopuszczalnego. �


