ROZDZIAL 2

Najkroétsze drogi 1 drzewa

2.1

Podstawowe definicje i oznaczenia i fakty

G = (V, E) nazywamy grafem (nieskierowanym), gdzie V=V (G) =
{v1,...,vn} jest zbiorem wierzchotkéw, E = E(G) = {e1,...,em} jest
zbiorem krawedzi, jesli kazdej krawedzi e € FE przyporzadkowana
jest para (nieuporzadkowana) wierzchotkéw vy, vy € V — koncow tej
krawedzi; méwimy, ze krawedz jest zwigzana z jej koncami, a konce
te sa wzgledem siebie wierzchotkami sgsiednimia.

krawedzie grafu G nazywamy krawedziami réwnoleglymi jesli maja te
same konce,

petlg w grafie G nazywamy jego krawedZ o jednakowych koncach,
grafem prostym nazywamy graf bez krawedzi réwnoleglych i petli,

dla grafu G = (V, E) przez e = v1vg oznaczamy krawedz o koncach
vi,vy € V (zakladamy, ze graf ten jest bez krawedzi réwnoleglych);
symbole vivy 1 vov1 0Oznaczaja te sama krawedz,

grafem petnym nazywamy graf prosty, dla ktérego kazda para wierz-
chotkéw jest potaczona krawedzia,
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moéwimy, ze graf G' = (V' E') jest podgrafem grafu G = (V, E), jesli
VICcV,E' CE,

dla W C V przez G[W] oznaczamy podgraf G' = (W, A) grafu G,
gdzie A jest zbiorem tych krawedzi grafu G, ktérych oba konice naleza
do W,

dla A C F przez G\ A oznaczamy podgraf G' = (V,E\ A);dlae € E
przez G\ e oznaczamy podgraf G\ {e},

dla W C V przez G\ W (lub przez G[V\W]) oznaczamy podgraf
grafu GG powstaly przez usuniecie wierzchotkéw W i zwigzanych z nimi
krawedzi; dla v € V przez G\ v oznaczamy podgraf G\ {v},

dla grafu G = (V, F) i dla nietrywialnego podzbioru W C V (tzn.
W # @i W # V) przez 6(W) oznaczamy zbiér tych krawedzi grafu
G majacych jeden koniec w W za$ drugi w V\ W zbiér postaci (W)
dla pewnego W C V nazywamy cieciem grafu G,

dla grafu G = (V, E) idla W C V przez v(W') oznaczamy zbiér tych
krawedzi grafu G majacych oba konce w W,

podgraf G' = (V' E') grafu G = (V, E) jest grafem rozpinajgcym graf
Gijesi V' =V,

drogg P w grafie G laczaca wierzchotki vy 1 vr (lub (v, vk )-droga)
nazywamy cigg krawedzi eq, eq, ..., ex tego grafu, gdzie e; = v;_1v;, 1 =
1,.... k, (dwie kolejne krawedzie maja wspélny wierzchotek); droge P

w grafie G mozemy utozsamia¢ z podgrafem G’ = ({vo, ..., vk}, {€1, .., ex }),

w ktéorym wyrézniono dwa konce vy i1 vg 1 w ktérym zachodzi opisany
wyzej zwiazek miedzy wierzchotkami i krawedziami,

dla grafu G = (V, E) i dla wierzcholtka v € V przez C, oznaczamy
zbiér wszystkich wierzchotkéw w grafu G, dla ktérych istnieje (v, w)-
droga; zbiory C, sa klasami abstrakcji dla relacji typu réwnowaznoS$ci

v ~ w jesli istnieje (v, w)-droga w grafie G
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okre§lonej na V,

podgraf grafu G = (V, E) postaci G|C,] dla pewnego v € V nazywamy
sktadowq grafu G,

graf G nazywamy grafem spdjnym, jesli dowolne dwa jego wierzchotki
mozna potaczyc¢ droga,

jesli G = (V, F) jest grafem spdjnym, to #F > #V — 1,
graf G jest spéjny wtedy i tylko wtedy jest swoja (jedyna) sktadowa,

droga P laczaca wierzcholki vg i vg grafu G jest zamknieta jesli vg =

Uk,

droga P = (vov1, ..., Ug_1Vk) jest prosta jesli wierzcholki vy, ..., vg sa
rozne,

jesli istnieje droga taczaca dwa wierzchoiki, to istnieje taczaca je droga
prosta,

droga P nazywa sie cyklem jeSli jest zamknieta i prosta,

krawedz e = wv grafu G nalezy do cyklu wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje droga zawarta w G\ e taczaca wierzchotki u i v.

jesli graf spojny G = (V, E) zawiera cykl, to #F > #V,
jesli graf spojny G = (V, E) nie zawiera cyklu, to #E = #V — 1,

dla grafu G cyklem Hamiltona nazywamy cykl taczacy wszystkie wierz-
chotki grafu G,

wierzcholek v grafu spéjnego G nazywamy wierzchotkiem tngcym, jesli
graf G\ v nie jest spdjny,

lasem nazywamy graf nie zawierajacy cykli,

drzewem nazywamy las spdjny,
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e dendrytem nazywamy drzewo rozpinajace,
e wagq (dtugosciq, kosztem) c(e) krawedzi e € E nazywamy wartoS¢
funkcji ¢ : E — R zwanej funkcjg wag (dhugosci, kosztéw) dla e € E,

wage te bedziemy oznacza¢ réwniez symbolem c,

e sieciq nazywamy graf G = (V, E) z okre$long funkcja wag ¢ : £ — R,
W dalszej czesci rozwazamy grafy proste.

Lemat 2.1.1 Krawed? e = vv' grafu G jest krawedzig cyklu wtedy i tylko
wtedy, gdy w grafie G\ e istnieje droga lgczqca v i v'.

Dowdéd. Niech C' = (vguvy, ..., vx—1vg) bedzie cyklem w grafie G i niech
e = vv’ bedzie krawedzig tego cyklu. OczywiScie e = e; = v;_1v; dla
pewnego ¢, ¢ = 1, ..., k. Jest jasne, ze droga

P; = (0iViq1, .o, Up—100, VOU1, -y Vi—2Vi—1)
jest podgrafem grafu G\ e jest droga taczaca v i v'. Zalézmy teraz, ze dla
pewnej krawedzi e grafu G, w grafie G\ e istnieje droga P laczaca v i v'.
Dla pewnych wierzchotkéw wy, ..., wg grafu G\ e zachodzi wiec
P = (wgwl, ceey wk_lwk),

gdzie wg = v 1 wy, = v’'. Poniewaz e = wjwq, wiec

C = (Wow1, ..., Wy—1 Wk, WrwWo)

jest podgrafem grafu G. Ponadto jest on oczywiScie cyklem. |

Lemat 2.1.2 Graf G = (V, E) jest spdjny wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnego nietrywialnego podzbioru wierzchotkéw W C V' zbior §(W) jest
niepusty.
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Dowdéd. Przypusémy, ze graf G = (V, E) jest spdjny i niech W # &
bedzie dowolnym istotnym podzbiorem wierzchotkow tego grafu. Niech
v € W iniech v/ € VN W. Poniewaz G jest grafem spdjnym, wiec istnieje
droga prosta P = (vgvy, ...,k 10k) taka, ze v = vg i v = vg. Niech
iw =max{i: 0 <i<k,v; € W}. Oczywiscie iy < k oraz v;,,+1 € VAW.
Zatem e = v, Vi, +1 € 5(W) Przypu$émy teraz, ze graf G nie jest spojny,
tzn. dla pewnych wierzchotkéw v,v" € V nie istnieje droga taczaca v i v'.
Zatem C,NC,y = @. Dla nietrywialnego podzbioru krawedzi W = C), ciecie
d(W) jest wiec zbiorem pustym. |

Lemat 2.1.3 Niech graf G = (V, E) bedzie spojny. Wowczas nastepujace
warunki sq réwnowazne:

(i) G jest drzewem,

)

(11) #E #V - 17

(iii) kazdq pare wierzchotkow grafu G mozna potaczyé doktadnie jedng droga,
)

(iv) po dodaniu jednej krawedzi do zbioru E powstaly graf G' zawiera
doktadnie jeden cykl,

(v) po usunieciu dowolnej krawedzi ze zbioru E powstaly graf G = G\e
traci spéjnosc.

Dowdéd. (i)=-(ii) Niech G bedzie drzewem. Poniewaz G jest grafem
spéjnym wiec #FE > #V — 1. 7 drugiej strony #FE < #V, gdyz G nie
zawiera cyklu. Wobec tego #FE = #V — 1.

(ii)=(iii) Niech #E = #V — 1. Przypu$tmy, ze pewne dwa wierz-
chotki v iv’ grafu G mozna polgczy¢ dwiema réznymi drogami P i P'. Wow-
czas (P, P'") jest cyklem w grafie spéjnym G i w konsekwencji #FE > #V,
co stoi w sprzecznoSci z zalozeniem.

(iii)=(iv) Niech e = v’ ¢ E dla pewnych wierzchotkéw v, v" grafu
G i niech G' = (V,E U {e}). Niech P bedzie droga w grafie G laczaca
wierzchotki v i v'. Wéwczas (P, e) jest cyklem w grafie G'. Jest to jedyny
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cykl w tym grafie. Gdyby powiem istnial inny cykl (P’,e), to P’ bylaby
inng niz P droga w grafie G laczacg wierzcholki v i v'.

(iv)=(v) Niech e = v’ € E. Przypu$émy, ze graf G’ = G\e
jest spojny. Niech P bedzie drogg w grafie G” laczaca wierzcholki v i
v'. Oczywiscie (P,e) jest cyklem w grafie G. Stoi to w sprzeczno$ci z
zalozeniem, gdyz po dodaniu pewnej krawedzi ¢’ ¢ E do grafu G powstaly
graf G’ bedzie zawieral co najmniej dwa cykle.

(v)=(i) Przypu$émy, ze graf G nie jest drzewem. Poniewaz, zgodnie
z zatlozeniem jest on grafem spéjnym, wiec GG zawiera cykl. Z lematu 2.1.1
wynika, ze o usunieciu dowolnej krawedzi tworzacej ten cykl graf ten jest

nadal spdjny. Stoi to w sprzecznoSci z zatozeniem. |

Whniosek 2.1.4 Spdjny podgraf rozpinajecy H = (V, F) grafu G = (V, E)
jest drzewem wtedy 1 tylko wtedy, gdy #F = #V — 1.

Whniosek 2.1.5 Niech H = (V, F) bedzie drzewem rozpinajacym grafu G =
(V,E). Jeslie = uv € E ale e ¢ F i jesli f € F jest elementem drogi
taczacej u i v, to podgraf H' = (V, FN{f}U{e}) jest drzewem rozpinajgcym
graf G.

Dowdéd. Wystarczy zauwazyé, ze graf H' jest spéjny 1 ma te samg
liczbe krawedzi, co graf H. |

2.2 Najkrétsze drzewo rozpinajace

Definicja 2.2.1 Dany jest graf G = (V, F) i funkcja wag ¢ : F — R.
Dtugoscig (lub wagq) grafu G nazywamy liczbe c¢(E) = ) 5 c(e).

Rozwazmy nastepujace zadanie zwane problemem najkrétszego drzewa
rozpinajgcego (NDR):

Dany jest graf spéjny G = (V| E) i funkcja kosztéw ¢ : E — R.
Znalez¢é drzewo rozpinajace H = (V) F) grafu G takie, ze dla
dowolnego innego drzewa H' = (V, F’) rozpinajacego ten graf
zachodzi nieréwno$é ¢(F) < ¢(F").
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Definicja 2.2.2 Mdéwimy podzbiér F' krawedzi grafu G = (V, E) jest
rozszerzalny do najkrotszego drzewa rozpinajacego jeSli F' jest zawarty w
zbiorze krawedzi pewnego najkrétszego drzewa rozpinajacego graf G.

Podamy teraz pewien warunek wystarczajacy na to, aby po dolaczeniu
krawedzi do zbioru F' nie stracil on wilasnosci rozszerzalnosci do najkrét-
szego drzewa rozpinajacego.

Twierdzenie 2.2.3 Jesli podzbior F' C E jest rozszerzalny do najkrotszego
drzewa rozpinajgcego graf spijny G = (V, F) i e jest nagkrotszq krawedziq
pewnego ciecia D roztgcznego ze zbiorem F', to F'U {e} jest réwniez rozsz-
erzalny do najkrdtszego drzewa rozpinajgcego graf G.

Dowéd. Niech podzbior krawedzi F' C T bedzie rozszerzalny do NDR
H = (V,T) iniech e bedzie najkrotsza krawedzia pewnego ciecia D roztacznego
z F. Je§lie € T, to oczywiscie FU{e} jest rozszerzalny do NDR. Niech wiec
e =uv ¢ T. Niech P bedzie (u,v)-droga w grafie H. Na mocy lematu 2.1.3
istnieje doktadnie jedna taka droga. Poniewaz e = uv € D i D jest cieciem,
wiec w grafie G\ D nie ma (u,v)-drogi. W konsekwencji pewna krawedz
f € PN D. Poniewaz e jest najkrétsza krawedzia w D, wiec c(e) < c(f).
Stad i na mocy wniosku 2.1.5 graf H' = (V,T\{f} U {e}) jest réwniez
NDR. Zauwazmy teraz, ze f ¢ F poniewaz f € D i FND = (. Widzimy
wiec, ze F'U {e} € TN{f} U {e}, czyli F U {e} jest rozszerzalny do NDR
H'. |

W kolejnych punktach podamy dwa algorytmy pozwalajace skonstruowac
najkrétsze drzewa rozpinajace. Obydwa maja tzw. wlasno§¢ zachlannosci,
tzn. w kazdej iteracji wybor jest lokalnie najlepszy.

2.2.1 Algorytm Kruskala

W algorytmie Kruskala punktem startowym jest las rozpinajacy H = (V,0)
grafu G' o pustym zbiorze krawedzi. W kazdej iteracji algorytmu do zbioru
krawedzi tego lasu dokladamy najkrétsza krawedz taka, ze powstaly graf
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jest nadal lasem. Zauwazmy, ze aby wlasnosc ta byta zachowana, oba konce
dokladanej krawedzi musza naleze¢ do réznych skltadowych (drzew) lasu.

Algorytm 2.2.4 (Kruskal)
Wejscie: Graf spojny G = (V, E)
Wyjscie: Najkrétsze drzewo rozpinajace H = (V) F') grafu G
Krok 0 (inicjalizacja)

(a) Uporzadkowaé krawedzie grafu G w ciag eq, ea, ..., €, zgodnie z
ich rosnacymi dtugosciami, czyli tak, aby

cler) < cleg) < ... < clem)-

(b) Polozyé F =2 i H = (V, F).
(¢) Potozy¢ k =1 (licznik iteracyji).

Krok 1 (kryterium zatrzymania)

(a) Jedli k =m + 1, to algorytm zatrzymuje si¢ (H jest NDR).

(b) Jesli H jest grafem spdjnym, to algorytm zatrzymuje si¢ (H jest
NDR).

Krok 2 (aktualizacja zbioru krawedzi lasu)

(a) Sprawdzi¢, czy oba konce krawedzi ey naleza do réznych sktad-
owych grafu H; jesli tak, to polozy¢ F := F U {ey}.
(b) Potozy¢ k := k+ 1.
(¢) Przejs¢ do kroku 1.
Twierdzenie 2.2.5 Dla dowolnego grafu spdjnego G = (V, E) i dowolnej

funkcji dtugosci ¢ : E — R Graf H = (V, F) skonstruowany przy pomocy
algorytmu Kruskala jest najkrotszym drzewem rozpinajgeym graf G.
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Dowdd. Niech H = (V, F') bedzie lasem rozpatrywanym w biezacej it-
eracji algorytmu Kruskala. Jesli w iteracji tej krawedz ey, zostaje dolaczona
do zbioru F', to powstaly graf jest nadal lasem, gdyz oba konce krawedzi e
leza w réznych sktadowych grafu H. Zauwazmy, ze graf H skonstruowany
przy pomocy algorytmu Kruskala jest spojny. Przypus¢my bowiem, ze nie
jest on spéjny i niech Sp i S2 beda dwiema jego réznymi sktadowymi i niech
krawedz e; € §(51) dla pewnego j. Krawedz taka istnieje, bo graf G jest
spojny. OczywiScie e; ¢ F. Z postaci algorytmu wynika, ze w j-tej iter-
acji algorytmu krawedz e; zostaje dotgczona do zbioru krawedzi grafu H
i, ze w kolejnych iteracjach pozostaje nadal jego krawedzia, czyli e; € F.
Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi spéjnosci grafu H. W konsekwencji H jest
drzewem rozpinajacym, poniewaz jest on lasem rozpinajacym. Poniewaz ()
jest rozszerzalny do NDR wiec w celu pokazania, ze H jest NDR wystarczy
zauwazyC — korzystajac z twierdzenia 2.2.3 — ze w wyniku kazdej iteracji
algorytmu Kruskala zostaje zachowana wlasnoS¢ rozszerzalnosci do NDR.
|

Liczba operacji wykonywanych w algorytmie Kruskala jest zdominowana
przez zlozonos¢ obliczeniows sortowania, ktére trzeba wykona¢ w kroku 0.,
a ta wynosi jak wiadomo O(mlogm). Wobec tego ztozono$¢ obliczeniowa
algorytmu Kruskala jest wielomianowa.

2.2.2 Algorytm Prima

W algorytmie Prima punktem startowym jest drzewo H = ({r},0), gdzie
r jest dowolnym wierzchotkiem grafu GG. W kazdej iteracji algorytmu do
zbioru krawedzi grafu H dodajemy najkrétsza krawedz z ciecia grafu G
odpowiadajacego zbiorowi wierzchotkéw grafu H. W wyniku tej operacji
graf H jest nadal drzewem. Po wykonaniu n iteracji, gdzie n jest liczba
wierzchotkéw grafu G skonstruowane w opisany sposéb drzewo jest drzewem
rozpinajacym. Sformulujemy teraz doktadnie algorytm Prima, a nastepnie
pokazemy, ze otrzymane drzewo jest najkrétszym drzewem rozpinajacym

graf G.
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Algorytm 2.2.6 (Prim)

Wejscie: Graf spdjny G = (V, E) i funkcja wag ¢: £ — R

Wyjscie: Najkrétsze drzewo rozpinajace H = (V) F) grafu G

Krok 0 (inicjalizacja)

(a) Wybra¢ dowolny wierzcholek r € V' i polozyé W = {r}
(b) potozy¢ F =01 H = (W, F).

Krok 1 (kryterium zatrzymania)

Jesli #W = #V, to algorytm zatrzymuje sie (H jest drzewem rozpina-
jacym).

Krok 2 (aktualizacja zbioru krawedzi drzewa)

(a) Wyznaczy¢ najkrotsza krawedz e ze zbioru §(W)
(b) Polozy¢ F := F U {e}

(c) Potozy¢ W := W U {w}, gdzie w jest kohcem krawedzi e nie
nalezacym do W

(d) Przejs¢ do kroku 1.

Twierdzenie 2.2.7 Dla dowolnego grafu spéjnego G = (V, E) i dowolnej
funkcyi dtugosci ¢ : E — R graf skonstruowany przy pomocy algorytmu
Prima jest najkrétszym drzewem rozpinajgcym graf G.

Dowéd. Zalézmy, ze podgraf H = (W, F) grafu G jest drzewem i
niech f = uv € §(W). Pokazemy, ze wéwczas podgraf HT = H U {f} =
(W U {u,v}, FU{f}) jest réwniez drzewem. W tym celu zauwazmy, ze
podgraf H™ jest spjny, gdyz f € 6(W), czyli jeden z koncow krawedzi
f malezy do zbioru W. Ponadto podgraf H™' nie zawiera cyklu. Gdyby
bowiem byto inaczej, to zgodnie z lematem 2.1.1 w grafie HT\{f} = (WU
{u, v}, F) istnialaby droga laczaca wierzcholki u i v. Jednakze jeden z tych
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wierzcholkéw nie nalezy do W, wiec takiej drogi nie ma. Skoro podgraf H™
jest spojny i nie zawiera cyklu, wiec jest drzewem.

Zauwazmy dalej, ze ciecie d(W) jest niepuste, o ile H nie jest drzewem
rozpinajacym (czyli W # V'), gdyz zgodnie z zalozeniem graf G jest spéjny.

Poniewaz zgodnie z algorytmem Prima w kazdej iteracji dodajemy do
zbioru wierzchotkéow grafu H jeden nowy wierzcholek, wiec po n iteracjach
tego algorytmu otrzymamy drzewo rozpinajace H* = (V| F™).

Zbiér ) jest oczywiscie rozszerzalny do NDR. Ponadto wybér krawedzi
dokonywany w kazdej iteracji algorytmu Prima spelnia zalozenia twierdzenia
2.2.3 (f jest najkrotsza krawedzig ciecia §(W) roztacznego z F'). Zatem
zgodnie z tym twierdzeniem zbiér F' U {f} jest rozszerzalny do NDR. W
konsekwencji H* jest NDR. |

Mozna pokazac, ze zlozonoS¢ obliczeniowa algorytmu Prima wynosi
O(n?), czyli podobnie jak dla algorytmu Kruskala jest ona wielomianowa.

2.2.3 Sformulowanie w postaci zadania programowania lin-
iowego

Wprowadzimy najpierw pewne oznaczenia.
Niech A C {1,...,m}. Wektor x4 = (X1, ---s X;n) € R postaci

1 dlaie A
XiZ 10 dlaig¢ A

nazywamy wektorem charakterystycznym zbioru A.
Dalej, niech = (£y,...§,,,) € R™. Oznaczmy x(A) = > ;.4 §;. Mamy
wiec

z(A) = x .

Dany jest graf sp6jny G = (V, E), i funkcja wag ¢ : E — R. Rozpatrzmy
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teraz nastepujace zadanie programowania liniowego.

minimalizowac clx

wzgledem x e R™,

przy ograniczeniach XI(S)QC <H#S—-1 VSCV,S#0,S#V, (2.1)
el =#V -1,
xz > 0.

Dla A C E przez s(A) oznaczamy liczbe sktadowych podgrafu (V) A)
grafu G. Zadanie (2.1) zapiszemy w nastepujacej w postaci, ktorej analiza
bedzie latwiejsza:

minimalizowaé clx

wzgledem xr € R™,

przy ograniczeniach yhz < #V —s(A) VACE,A+#E, (2.2)
elx=#V -1,
x> 0.

Lemat 2.2.8 Zadania programowania liniowego (2.1) i (2.2) sq sobie réwnowazne.

Dowdéd. Obydwa zadania réznig sie ograniczeniami. PrzypuSémy wiec,
ze x jest punktem dopuszczalnym zadania (2.2) iniech S C V, S # 0,5 # V.
Dla A = v(S) mamy s(A4) = s(v(S5)) > #(V\.5) + 1. Zatem

Xy(sy® < #V = s(1(9)) S HV = #(VN\S) =1 =#5 -1,

czyli x jest rozwigzaniem dopuszczalnym zadania (2.1). Niech teraz z
bedzie rozwiazaniem dopuszczalnym zadania (2.1) i niech A C E. Dalej
niech Si, ..., S; beda wszystkimi sktadowymi podgrafu (V, A). Oczywiscie
k = s(A) i mamy wéwczas

XAz = ZM(S) T = ZXWSW’

k
< > (#Si— 1) =#V —k=#V - s(A).

i=1

Widzimy wiec, ze z jest punktem dopuszczalnym zadania (2.2). |
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Twierdzenie 2.2.9 Niech x* bedzie wektorem charakterystycznym zbioru
krawedzi nagkrétszego drzewa (V,T) rozpinajgcego graf G = (V, E) dla
funkcyi kosztow c. Wowcezas x* jest jest rozwigzaniem optymalnym zadania

(2.2).

Dowéd. Zauwazmy najpierw, ze x* jako wektor charakterystyczny
drzewa rozpinajacego jest rozwigzaniem dopuszczalnym zadania (2.1). Fakt
ten wynika stad, ze podgraf (S,~v(95)) drzewa (V,T) jest lasem, za$ sktad-
owe lasu (S;, E;),i = 1,...,k, sa drzewami. Dla kazdej takiej skladowej
(S;, E;) zachodzi réwnos§¢ #E; = #S; — 1. Po zsumowaniu tych réwnosci
dla wszystkich sktadowych otrzymamy

k
Xy = z(1(S)) =D #E; (2.3)
=1
k
= > #Si—1)=#S-k<#S5-1.
=1

Ograniczenie e "o = #V —1 jest oczywiscie spelnione, bo (V, T') jest drzewem.

W tej sytuacji wystarczy pokazac, ze wektor charakterystyczny jakiegokol-
wiek najkrotszego drzewa rozpinajacego jest rozwigzaniem optymalnym
zadania (2.2). Pokazemy, ze tak jest dla wektora charakterystycznego z’
NDR otrzymanego metoda Kruskala. W tym celu rozpatrzymy zadanie
dualne do (2.2). Zauwazmy, ze ma ono postac

minimalizowa¢ Y~ 4 p(#V — s(A4))ya
wzgledem y € R2" 1
przy ograniczeniach Y decA YA = —Ce Ve € E,
ya>0 VACE A#E,

(2.4)

gdzie y4 oznacza zmienng dualng (wspoélrzedna wektora y) odpowiadajaca
ograniczeniu x yv < #V — s(A). Zwréémy uwage na to, ze zmienna yg
nie musi by¢ nieujemna, gdyz odpowiadajace jej ograniczenie w zadaniu
pierwotnym jest rowno$ciowe. W celu pokazania, ze x’ jest rozwigzaniem
optymalnym zadania (2.2) skorzystamy z twierdzenia o komplementarnoSci.
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Zgodnie z nim para rozwiazan dopuszczalnych (x,y) zadania pierwotnego i
dualnego jest parg rozwiazan optymalnych wtedy i tylko wtedy gdy dla do-
datnich wspélrzednych z; wektora z w odpowiadajacych im ograniczeniach
zadania dualnego zachodzg réwnosci i dla dodatnich wspétrzednych y 4 wek-
tora y w odpowiadajacych im ograniczeniach zadania pierwotnego zachodza
réwno$ci. Majac dany wektor x’ (otrzymany metoda Kruskala) zdefini-
ujemy teraz rozwigzanie dopuszczalne y zadania dualnego (2.4). Niech
krawedzie ey, ..., e, grafu G bedzie ustawione w takim samym porzadku, jak
w algorytmie Kruskala. Oznaczmy A; = {e1,...,e;},i = 1,...,m. Polézmy
YA; = Cepy — Ce; dlai=1,....m—1, 94, = —c, oraz yy = 0 dla A # A;.
Zauwazmy, ze tak okreSlony wektor y jest rozwigzaniem dopuszczalnym
zadania dualnego (2.4). Nieujemno$¢ wspétrzednych y4 dla A # E wynika
z ich definicji oraz z nieréwnosci ce;,, > ce;,t = 1,...,m — 1. Dalej mamy
dla e = ¢;

m m—1
Z yA — ZyAZ — Z (CeH_l - Cei) - Cem — _Cej = —Ce.
AecA =7 =7

Zatem y jest rozwiazaniem dopuszczalnym zadania dualnego (2.4). Poniewaz
w ograniczeniach tego zadania zachodza réwnosci, wiec speliony jest pier-
wszy warunek w twierdzeniu o komplementarnosci. Sprawdzimy teraz, ze
spelniony jest rowniez drugi warunek. Niech wiec zmienna dualna y4 > 0.
Jest jasne, ze A = A; dla pewnego i, i = 1,...,m, gdyz dla innych zbioréw
A zachodzi réwno$t y4 = 0. Pokazemy, ze dla z = 2’ w odpowiadajacym
tej zmiennej ograniczeniu zachodzi réwnosé, czyli XL:C’ = #V — s(4).
Poniewaz x’ jest wektorem charakterystycznym NDR (V,T'), wigc Xlxl =
#(TNA;). Zauwazmy ponadto, ze zgodnie z algorytmem Kruskala s(A4;) =
s(T'N A;). Oba zbiory A; oraz T'N A; réznia sie bowiem tylko krawedziami
niedolaczonymi do zbioru krawedzi grafu H w trakcie realizacji algorytmu
Kruskala. Jesli natomiast krawedz e; € A; nie zostala dotgczona do tego
zbioru, to moglo to nastapic¢ tylko z tego powodu, ze oba konce tej krawedzi
naleza do jednej sktadowej tego grafu. Tak wiec oba zbiory A; i TN A; maja
te samg liczbe sktadowych. Poniewaz T'N A; jest lasem, wiec podobnie jak
w (2.3) zachodzi réwnos¢ #(T'N A;) = #V — s(T'N 4;). Pokazalismy wiec,
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ze oba warunki twierdzenia o komplementarnosci sg spelnione. Zatem para
(', y) jest para rozwigzan optymalnych. [ |

Uwaga 2.2.10 Dowdd powyzszego twierdzenia moze stuzy¢ jednoczesnie
jako dowdd tego, ze algorytm Kruskala generuje najkrétsze drzewo rozpina-

jace.

2.3 Najkrétsze drogi

Przypuéémy, ze chcemy znalezé najkrétsza (najtansza, najszybsza) droge
z Campusu A do Campusu B Uniwersytetu Zielonogérskiego, przy czym
mozemy porusza¢ sie wylacznie ulicami miasta przestrzegajac przepiséw
kodeksu drogowego (ograniczenia predkoéci, ulice jednokierunkowe, zakazy
ruchu, itp.). Sie¢ ulic mozemy przedstawi¢ w postaci pewnego grafu, ktérego
wierzcholki sg skrzyzowaniami ulic, za$s krawedzie odcinkami ulic 1acza-
cymi te skrzyzowania. Zakaz poruszania si¢ pod prad w ulicach jednok-
ierunkowych prowadzi do tego, ze nasze dalsze rozwazania bedziemy musieli
prowadzi¢ dla grafu skierowanego, czyli grafu G = (V, F) w ktérym kazdej
krawedzi e = uv (bedziemy ja nazywaé fukiem) wyrézniono jej poczatek
u i koniec v. O ile dla grafu nieskierowanego para wierzchotkéw wu,v jest
nieuporzadkowana (czyli krawedzie uv i vu sa jednakowe), o tyle dla grafu
skierowanego para wierzchotkéw u,v (bedziemy je nazywaé weztami) jest
uporzadkowana, czyli uv # vu. Poza pewnymi szczegélami, ktére beda
omowione ponizej, pojecia i oznaczenia zdefiniowane dla graféw nieskierowanych
dotycza réwniez graféw skierowanych.
Dla grafu skierowanego G = (V, E):

e przez zapis e = wv € F rozumiemy, ze tuk e ma poczgtek v € V i
koniec v € V,

e luki grafu G nazywamy tukami réwnolegtymi jesli maja te same poczatki
i te same konce,

e istnieje graf nieskierowany o zbiorze wierzchotkéw V' i zbiorze krawedzi
E' ={uv:uv € FE lub vu € E},
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G moze by¢ prosty jako graf nieskierowany nie bedac jednoczes$nie
prostym jako graf skierowany,

drogq (skierowanq) P = (eq, ..., er) w grafie G = (V, E) o poczatku w
wezle vg € V' i kohcu w wezle v, € V' (lub (vg, vg)-droga) nazywamy
ciag tlukéw e; = vouy, ..., e = vr_1v; tego grafu (koniec i-tego tuku
jest poczatkiem nastepnego, i = 1,....k — 1),

droge (skierowana) P w grafie (skierowanym) G mozemy utozsamiac
z podgrafem (skierowanym) G’ = ({vo, ..., vk}, {€1, ..., ex}), w ktérym
wyrézniono poczatek vy i koniec vp i, w ktérym zachodzi opisany
wyzej zwiazek miedzy weztami i tukami,

droga P = (vgv1, ..., Vp_1Vk) Nazywa sie prosta, jeSli wezty vg, ..., v sa
rézne,

droga P = (vguv1, ..., Vk_10)) nazywa sie zamknieta, jesli vg = vy,

jesli w grafie G istnieje (u,v)-droga, to nie musi w nim istnie¢ (v, u)-
droga (w konsekwencji relacja: u ~ v < istnieje (u,v)-droga, nie jest
symetryczna, czyli nie jest relacja typu réwnowaznoSci),

G nazywamy spdjnym w sensie mocnym jesli dla dowolnych u,v € V
istnieje (u,v)-droga,

G nazywamy spdjnym w sensie stabym jeSli dla dowolnych u,v € V
istnieje (u,v)-droga lub (v, u)-droga,

cyklem (skierowanym) nazywamy droge skierowana zamknieta i prosta,

G nazywa sie drzewem (skierowanym, o korzeniu r) jesli dla kazdego
v € V istnieje dokladnie jedna (r,v)-droga skierowana,

drzewo skierowane H = (V,T') nazywamy skierowanym drzewem rozpina-
jacym (graf G),

sieciq skierowang nazywamy uktad (V, E, c¢), gdzie (V, E) jest grafem
skierowanym za$ ¢ : F — R — funkcja dhugoSci.
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Rozwazmy nastepujace zadanie zwane problemem najkrétszej drogi:

Dana jest sie¢ skierowana (V, E, ¢) i wezel r € V. Dla dowolnego
wezta v € V nalezy znalezé najkrétsza (r,v)-droge (o ile taka
droga w ogdle istnieje).

W dalszej czesci tego ustepu bedziemy zaktadac, ze dla dowolnego v € V'
istnieje (r,v)-droga. Zalozenie to nie ogranicza ogdlnoéci rozwazan, bo w
razie potrzeby mozna zbiér tukéw uzupehié¢ o tuki e = rv ¢ F o wspélnej
dtugoéci na tyle duzej, ze jesli taka dolaczony tuk bylby najkrétsza (r, v)-
droga, to w wyjéciowym grafie nie istnialaby (r,v)-droga. W ten sposéb
metoda wyznaczania najkrétszej drogi stwierdzataby jednoczesnie, czy taka
droga w ogdle istnieje.

2.3.1 Potencjaly dopuszczalne

Dana jest sie¢ skierowana (V| E, ¢). Przypu$tmy, ze dlav € V wyznaczyliémy
(r,v)-droge o dlugosci y,,v € V. Zauwazmy, ze jesli (r,w)-droga jest na-
jkrétsza drogg w tym grafie laczaca korzen r z weztem w, to spelione sg
nieré6wnosci

Yo + Cow = Yo dla kazdego tyku vw € F.

Gdyby bowiem dla pewnego tuku vw € E zaszla nieréwnos¢ przeciwna, to
uzupehiajac (r,v)-droge o dtugosci y, o ten tuk, ktérej dtugosé wynosi ¢y
otrzymalibySmy (r, w)-droge o dlugo$ci y, + ¢y mniejszej niz y,,. Zatem
dla kazdego rozwiazania problemu najkrotszej drogi musza by¢ spelnione
warunki

Yo + Cow =  Yu dla kazdego tuku vw € F .
oraz y, = 0. (2.5b)

Wektor y = (y, : v € V) spelniajacy te warunki nazywa sie potencjatem
dopuszczalnym. Dla drogi P = (e, ..., ex) i dla funkcji dlugosci ¢ : E — R
dhugosé tej drogi wyraza si¢ wzorem c(P) = ypc = Zle ce;. Potencjaly

dopuszczalne posiadaja nastepujaca wlasnoSc.
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Twierdzenie 2.3.1 Niech y bedzie potencjatem dopuszczalnym dla siect
skierowanej (V, E, c), niech v € V' i niech P bedzie (r,v)-drogq skierowana.
Wowezas ¢(P) > y,.

Dowéd. Niech P = (eq,...,e), gdzie e, = v;_1v;,i = 1,...,kivg =r
oraz v = v. Na mocy (2.5) mamy

k k
c(P) = Zcei 2 Z(yvz = Yoio1) = Yo, — Yoo = Yo
=1 =1

Uwaga 2.3.2 Jesli P = (vovy, ..., Vp_1Uk), gdzie vg = r, vy, = v, jest na-
jkrotsza (r,v)-droga, to P = (vgv1, ..., Vg_2vk_1) jest najkrétsza (r, vg_1)-
drogg. Dla kazdego wezta v mozemy wiec wskazaé wezet v/ bezpo$rednio
poprzedzajacy go w najkrétszej (r,v)-drodze. Takich weztéw moze by¢
wprawdzie wiecej (bo najkrétszych drég moze by¢ wiecej), w takiej sytu-
acji przypu$émy jednak, ze wybraliémy jeden z nich (oznaczmy go sym-
bolem p(v)) traktujac go jako bezposredniego poprzednika wezta v. Wezty
v = p(v) 1 v wyznaczaja tuk v'v za$ wszystkie takie tuki dla v € V okre§laja
skierowane drzewo rozpinajace H = (V,T') o korzeniu r.

2.3.2 Algorytm Forda

Zauwazmy, ze dysponujac potencjalem dopuszczalnym y twierdzenie 77
daje nam mozliwo$¢ stwierdzenia, czy dana (r,v)-droga skierowana P jest
najkrotsza. Je§li bowiem ¢(P) = y,, to na mocy twierdzenia 7?7 droga ta
jest najkrétsza (r,v)-droga. Wystarczy wiec skonstruowaé potencjat do-
puszczalny oraz okre§li¢ bezposredniego poprzednika p(u) takiego, ze tuk
p(u)u € E dla kazdego wezta u € VN\{r}. Najkrotsza (r,v)-droge mozna
wtedy skonstruowac¢ od konca do poczatku. Zwrétmy uwage na to, ze w
ten sposéb skonstruujemy najkrétsze (r,v)-drogi dla wszystkich v € V.

Whniosek 2.3.3 Istnienie potencjatu dopuszczalnego dla sieci skierowanej
(V,E,c) i wezta r € V jest réwnowazne istnieniu dla tej sieci najkrétszych
(r,v)-drog dla wszystkich v € V.
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Opiszemy teraz, jak skonstruowac¢ potencjal dopuszczalny. Przypu$tmy,
ze mamy dany pewien wektor y € R™. Moze nim by¢ na przyklad wektor
o wspoétrzednych vy, okre§lajacych diugoéci (r,v)-drég dla v € V' o tukach
nalezacych do pewnego skierowanego drzewa rozpinajacego H = (V,T) o
korzeniu r. Kazdy wezet v takiego drzewa rézny od r ma swojego bezposred-
niego poprzednika p(v) takiego, ze p(v)v € T. Mozna réwniez przyjac
yr = 0 oraz y, = 400 i p(v) = —1 ¢ V dla dowolnego v # r. Przyje-
cie y, = 400 oznacza, ze na razie nie znamy (r,v)-drogi, za$ przyjecie
p(v) = —1 oznacza, ze wezel v nie ma jeszcze swojego poprzednika. Jesli
wektor y spelnia warunki (2.5), to jest on potencjatem dopuszczalnym. Jesli
tylko (2.5a) jest speliony, to po odjeciu 3, od dowolnej wspotrzednej wek-
tora y otrzymamy oczywiscie potencjal dopuszczalny. Przypusémy wiec, ze
wektor y jest taki, ze y, + cyw < Y dla pewnego tuku vw € E. Luk taki
nazywamy niepoprawnym. Wowczas zastepujac vy, Przez Y, + Cyyw otrzy-
mamy nowy wektor y. CzynnoS$¢ te nazywamy poprawkq. Po jej dokona-
niu przyjmujemy v = p(w), czyli wezel v okreélamy jako bezpoSredniego
poprzednika wezta w. Dla poprawionego wektora y sprawdzamy znowu,
czy spelnia on warunek (2.5a) dokonujac ewentualnej poprawki, itd. W
ten sposéb opisaliSmy dziatanie algorytmu Forda wyznaczenia najkrotszych
drég dla sieci skierowanej (V, E, ¢).

Algorytm 2.3.4 (Ford)

Wejscie: Sie¢ skierowana (V, E, c) i wezelt r € V takie, ze dla kazdego
v € V istnieje (r,v)-droga.

Wyjscie: Skierowane drzewo rozpinajace H = (V,T) o korzeniu r i
potencjal dopuszczalny .

Krok 0 (inicjalizacja)

a) Okresli¢ skierowane drzewo rozpinajace H = (V,T') o korzeniu r,

b) okresli¢ wektor y, ktérego wspotrzedne y, okreSlaja dtugosci (r,v)-
drég zawartych w drzewie H, v € V,

c) dla kazdego v € V\{r} okresli¢ bezposredniego poprzednika p(v) €
V takiego, ze tuk p(v)v € T,

d) przyja¢ p(r) =0¢ V.
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Krok 1 (kryterium zatrzymania) Je$li wektor y jest potencjatem do-
puszczalnym, to algorytm zatrzymuje sie.
Krok 2 (poprawka)
a) Dla niepoprawnego tuku vw dokonaé poprawki:
= przyjac Yuw = Yo + Cow,
- przyjac¢ p(w) = v,
b) przej$¢ do kroku 1.

Przyklad 2.3.5 Zastosujemy algorytm Forda wyznaczenia najkrétszych
drég dla sieci skierowanej(V, E, ¢), gdzie V' = {a,b,c,d, e, f,g,h,i}, zbior
lukéw FE i funkcja dtugosci ¢ : E — R podane sg w postaci nastepujacej
tablicy

a|lblc|d|le|flgl|hl1
a 311
b 1134
c|1]1 112
d 5 4
e 41115 3|71
f 2 3 5
g 4 2
h 1152 1
i 21

Element tej tablicy jest liczba wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiadajace
mu wezly sg polaczone tukiem i wowczas liczba ta wskazuje dlugosc tego
luku. Po zastosowaniu algorytmu Forda otrzymamy nastepujacy wektor
potencjatléw y = (ya, ..., v:) = (0,2,1,5,2,3,5,3,4) i wektor bezposrednich
poprzednikéw p = (p(a),...,p(i)) = (0,¢,a,b,c,c, h,e, h). Wektor p okresla
w sieci (V, E,c) najkrétsze drogi taczace wezel a z pozostalymi weztami
natomiast wektor y okresla dtugosci tych drog.

Do tej pory w sposob milczacy przyjmowaliSmy, ze dlugosci wszystkich
lukéw sa nieujemne. Zobaczmy jednak, co moze si¢ wydarzy¢ w trakcie
realizacji algorytmu Forda, je§li zalozenie to nie bedzie spetnione.
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Przyklad 2.3.6 Zmodyfikujmy poprzedni przyklad przyjmujac cpe = —4
i pozostawiajac pozostale wartosci bez zmian. Zauwazmy, ze w tej sytuacji
algorytm Forda nie zatrzyma si¢ w skonczonej liczbie iteracji, przy czym
niektére ze wspolrzednych wektora y beda dazyé do —oo. Nie powinno
to by¢ niespodzianka, gdyz wedrowanie droga zamknieta (cb,be,ec) zm-
niejsza jej dtugosc o 2 jednostki po kazdorazowym wykonaniu jednego cyklu.
Poniewaz dla dowolnego wezta v € V istnieje (a,v)-droga zawierajaca tuk
be, wiec dowolna (a,v)-droge mozna poprawia¢ w nieskonczonosé tak, ze
jej diugosce bedzie dazyt do —oo.

Powyzszy przykitad wskazuje na to, ze je§li graf G' zawiera cykl o ujemnej
dtugosci, to dla dowolnego r € V istnieje wezet v € V', dla ktérego nie ma
najkrotszej (r,v)-drogi. Okaze sie, ze brak takiego cyklu jest warunkiem
wystarczajacym na to, aby algorytm Forda wyznaczyl najkrétsze drogi w
grafie G. Nie musimy natomiast ogranicza¢ si¢ do nieujemnych funkcji
dtugoéci, gdyz w wielu zastosowaniach funkcje te moga przyjmowac réwniez
ujemne wartosci.

Przyklad 2.3.7 Dany jest koszyk V skladajacy sie z n walut, zbiér par
uporzadkowanych £ C V x V. Ponadto dla dowolnej pary walut (u,w) € F
dany jest kurs wymiany 7y, > 0. Wielko$¢ 7y, wyraza ilos¢ jednostek wa-
luty w, ktére otrzymamy ze sprzedazy jednostki waluty u. Przypustmy, ze
dokonujemy ciggu k wymian (v1v9, vavs, ..., VkUk11). Wowcezas za jednostke
waluty vy otrzymamy 7y v, * .. Typu,,, jednostek waluty vg,q. Jesli wige
Vp4+1 = V1, to rozsadnym jest zatozenie, ze 74,4y ... Ty 0, < 1. W przeciwnym
wypadku otrzymalibySmy bowiem w wyniku tych operacji 7y, vy - - Top0;, > 1
jednostek waluty vy za jednostke tej waluty. Bytby to niezly sposéb na
darmowe pomnazanie swojego majatku dopdéty, dopoki banki nie zorien-
towalyby sie, ze nalezy zmieni¢ kursy wymiany. Istnienie ciggu takich
wymian walut (czy tez ogélniej towaréw) zwiazane jest z pojeciem arbitrazu
pochodzacym z ekonomii, gdzie zaklada sig, ze rynek jest bezarbitrazowy.
W przypadku rynku wymiany walut oznacza to, ze 7,4 * ... - Ty, < 1 dla
dowolnych walut vy, ..., v; i dla dowolnego k. Przypus¢my wobec tego, ze dla
danego bezarbitrazowego rynku walut i dla ustalonej waluty, powiedzmy r
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poszukujemy najkorzystniejszego sposobu jej wymiany na inne waluty. Dla
okreslonej waluty v i dla okre§lonego ciagu wymian (vivy, vovs, ..., VpVK+1),
gdzie v = r 1 Vg1 = v, otrZymamy 7y, © . * Ty, Jednostek waluty
v za jednostke waluty r. Widzimy wiec, ze znalezienie jak najkorzyst-
niejszej transakcji, prowadzi do zadania wyznaczenia w grafie G = (V, F)

drogi (v1v2,v2v3, ..., VgpVk41), dla ktérej ryjv, + oo - Ty, Przyjmuje na-
jwieksza wartos¢. Wprowadzmy funkcje ¢ : F — R okreslong réwnoScig
Cuw = —logry, . Wowcezas korzystajac z wlasnosci funkcji logarytmicznej

otrzymujemy dla drogi P = (v1v2, V203, ..., UkUk+1) TOWNOSCI

k+1 k+1
c(P) = g Cogvips = — g 10g 7p,0,0, = =108 Ty 0y o Tupvg, s -
i=1 i=1

Nasze zadanie sprowadza sie wiec do wyznaczenia w sieci (V) E, ¢) najkrét-
szej (r,v)-drogi. Widzimy ponadto, ze zalozenie o bezarbitrazowym rynku
walut jest réwnowazne zalozeniu o braku w grafie G cyklu o ujemnej diu-
go$ci (mierzonej oczywiscie funkcja c).

Twierdzenie 2.3.8 Dla sieci skierowanej (V, E,c) i wezta r € V istnieje
potencjat dopuszczalny wtedy i tylko wtedy, gdy graf G = (V, E) nie zawiera
cyklu o ujemnej diugosci.

Dowéd. = Przypustmy, ze istnieje potencjal dopuszczalny y i, ze graf
G zawiera cykl C' = (v1vg,...v5_1Vk, Vxv1) O ujemnej dlugosci. Zgodnie z
wnioskiem 2.3.3 dla wezta vy istnieje najkrétsza (r,v1)-droga P. Doktada-
jac do niej cykl C' otrzymamy (r,v1)-droge o dlugoéci krétszej niz wynosi
dtugosc drogi P. OtrzymaliSmy wiec sprzecznosc, co dowodzi koniecznosci
warunku.

<= Zauwazmy, ze jeSli G nie zawiera cyklu o ujemnej dlugosci, to
poszukiwanie najkrétszych drég wystarczy ograniczyé do drég prostych,
czyli drég bez powtarzajacych sie weziéw. Takich drég jest skonczenie
wiele, czyli istniejg wéréd nich drogi najkrétsze, co na mocy wniosku 2.3.3
jest réwnowazne istnieniu potencjatu dopuszczalnego. |



