ROZDZIAL 2

Oznaczenia i podstawowe fakty z
algebry liniowej

2.1 Oznaczenia
W dalszej czesci uzywaé bedziemy nastepujacych oznaczen i konwencji:

e Element x (punkt) przestrzeni R" bedziemy nazywaé wektorem wymiaru n i oznaczaé
r = (21,...,2,) € R", gdzie z;, j = 1,2, ...,n sa wspéhrzednymi punktu (wektora) x.

e Symbolem

a1l Q12 A1n

Q21  A22 Q2n,
A= )

Am1 Am2 - Amn

oznaczamy macierz wymiary (typu) mxn o elementach rzeczywistych a;;, i =1,2,...,m,j =
1,2, ...,n. Bedziemy ja réwniez oznacza¢ symbolem [a;;]mxn lub krécej [a;;], jedli jej wymiar
wynika z kontekstu. JeSli m = n, to A nazywamy macierzq kwadratowa stopnia n.

e Symbolem AT oznaczamy transpozycje macierzy A (macierz transponowang wzgledem A),
czyli macierz typu n X m postaci

11 A21 -+ Aml

Q12 Q22 - Am2
AT =

A1p  Q2n - Amn

Piszemy réwniez A7 = [@jilnsm.-

e W zapisie macierzowym wektor x € R" bedziemy zazwyczaj identyfikowa¢ z macierzg, typu
n X 1 (wektor kolumnowy), tzn. bedziemy pisac

T
X2

Tn

albo x = [x1, Ty, ..., x,)T. Wektor x mozemy réwniez identyfikowaé z wektorem wierszowym,
tzn. x = [x1,29,...,,]. Wymiar wektora bedzie wynikaé z kontekstu. JeSli nie bedzie
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prowadzi¢ to do nieporozumien, dla punktéw (wektoréw) w R? lub R? bedziemy zamiennie
uzywaé oznaczen odpowiednio (z,y) badz (x,y, z).

Niech A bedzie macierzg rzeczywista typu m x n. Wektor
Ai = [Cbil, A2y veny am] - ]Rn
nazywamy i-tym wierszem macierzy A, 1 = 1,2, ..., m, zas wektor
95
Aj = _J S R™
amj

— j-ta kolumng macierzy A, j = 1,2, ...,n. Jesli m = n, to A nazywamy macierzq kwadra-
towq stopnia n. Wymiar macierzy bedzie wynikac¢ z kontekstu.

Dla macierzy kwadratowej A = [a;;] stopnia n wielko$¢

tI'(A) = i Q4
j=1

nazywamy Sladem macierzy A.

Dla macierzy A = [a;;] i liczby « zapis A+ « oznacza macierz B = [b;;], gdzie b;; = a;; + «
(do kazdego elementu macierzy A dodajemy liczbe «).

Symbolem I, oznaczamy macierz jednostkowq stopnia n, czyli

10 --- 0
01 --- 0
1, =
00 --- 1

Macierz jednostkowa bedziemy réwniez oznacza¢ symbolem I lub Id, jesli jej stopien wynika
z kontekstu.

Moéwimy, ze macierz kwadratowa A jest odwracalna jeSli istnieje macierz kwadratowa B
taka, ze AB = BA = I. Woéwczas macierz B nazywamy macierzqg odwrotng do A i
zapisujemy B = A~!. Oczywiscie (A™1)™1 = A.

Cwiczenie 2.1.1 Pokazaé, ze dla macierzy odwracalnej A istnieje dokladnie jedna macierz do
niej odwrotna.

e Macierz D = [d;;], dla ktérej d;; = 0 gdy i@ # j nazywamy macierzq diagonalng. Czesto

kwadratows macierz diagonalng bedziemy zapisywa¢ w postaci

d 0 - 0

0 dy -~ 0
diagd := . .

0 0 --- d,

gdzie d= (dl,dg, dn) € R™.
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Cwiczenie 2.1.2 Pokazaé, ze iloczyn macierzy diagonalnych jest macierza diagonalna.

e Macierz kwadratows A nazywamy macierza symetryczng jesli AT = A.

e Macierz kwadratowa L = [l;;], dla ktérej l;; = 0 gdy ¢ < j nazywamy dolna macierzq
trdjkatng. Ma ona wiec postac

lll 0 e 0
I l21 l22 e ()
lnl ln2 e lnn

W podobny sposéb definiujemy gérng macierz tréjkatna.

Cwiczenie 2.1.3 Pokazaé, ze iloczyn dolnych (gérnych) macierzy tréjkatnych jest dolng (gérna)
macierzg tréjkatna.

e Macierze bedziemy czesto zapisywac w postact blokowej, np.

A Ag
A=
{ Ay Agy ] ’

pamigtajac przy tym, aby bloki wystepujace w jednym blokowym wierszu mialy tyle samo
wierszy i bloki wystepujace w jednej blokowej kolumnie mialy tyle samo kolumn. Przyktad-
owo, macierz A typu m X n mozemy przedstawi¢ w postaci blokowej jako blok ztozony z
jej n kolumn, czyli

A=[A1, Ay, . A,

gdzie A; € R™, j =1,2,...,n, albo jako blok zlozony z jej m wierszy, czyli

Al
AQ

Am
gdzie A € R", i =1,2,...,m.
e Macierze w zapisie blokowym A i B mozemy mnozy¢ blokowo wedlug tych samych regut,
ktére obowigzuja dla zwyklego mnozenia macierzy, przy czym liczba blokowych kolumn

macierzy A musi by¢ réwna liczbie blokowych wierszy macierzy B oraz mnozone bloki
muszg mie¢ takie wymiary, aby ich iloczyn byt dobrze zdefiniowany. Przyktadowo, jesli

A Ag
A pu—
{ Agp A }

By1 By Bags
sa macierzami blokowymi, to AB jest macierza blokows, i
A Ap By Bz Bis
Ay Agy By By DBags

_ A11B11 + A1aByy A11Bis + A19Boy A1 By + A2 Bag
A1 Bi1 + AgaBoy A9 Big + ABoy Ay Bis+ Ay Bas |’

B:|:Bll Bl2 Bl3:|

as — |



6

ROZDZIAL 2. OZNACZENIA I PODSTAWOWE FAKTY Z ALGEBRY LINIOWEJ

przy czym nalezy zalozy¢, ze macierz A;; ma tyle samo kolumn, co macierz Bj; ma wierszy,
1,7 = 1,2, k = 1,2,3. Oznacza to, ze ze wszystkie wystepujace w tym wzorze iloczyny
blokowe sa dobrze okre$lone. W szczegdlnosci, jesli macierz A typu m X p zapiszemy w
postaci blokowej

Al

A2

A=

A
, gdzie A® jest i-tym wierszem macierzy A, i = 1,2, ..., p zaé macierz B typu p X n zapiszemy
w postaci blokowej B = [By, B, ...B,], gdzie B; jest j-ta kolumna macierzy B, to iloczyn
AB (macierz typu m X n) mozemy zapisaé w postaci

A'B, A'B, --- A'B,

A’B, A?B, --- A’B,
AB = . . . . ;

A™B, A™B, --- A™B,

a > 0 oznacza, ze wszystkie wspélrzedne wektora a € R" sg nieujemne;

a;, = max{0,a}, a_ = max{0, —a} oznaczaja odpowiednio cze$¢ dodatnia i czes¢ ujemna
liczby a € R;

ar = ((a1)4, ..., (an)+), czyli cze$¢ dodatnia wektora a € R™ otrzymujemy wyznaczajac
czeSci dodatnie jego wspétrzednych a;, j = 1,2,...,n;

R? = {z € R": 2 > 0} oznacza ortant nieujemny;
a > 0 oznacza, ze wszystkie wspolrzedne wektora a € R" sg dodatnie;
R%Y, = {x € R" : > 0} oznacza ortant dodatni;

Symbolem 0 bedziemy oznacza¢ zaréwno liczbe zero jak i macierz zerowa (o wszystkich
elementach réwnych zero), w szczegélnoSci wektor zerowy.

E — macierz odpowiedniego wymiaru o wszystkich elementach réwnych 1;
e:=(1,1,...,1) — wektor odpowiedniego wymiaru o wszystkich wspétrzednych réwnych 1;

e; == (0,...,0,1,0,...,0) — wersor jednostkowy odpowiedniego wymiaru z 1 na j-tej wspolrzed-
nej;

Oznaczajac j-ta kolumne macierzy A typu m x n symbolem A;, j = 1,2,...,n, macierz
A mozemy zapisa¢ blokowo A = [Aj, Ag, ..., A,]. Wowczas dla z € R” mamy Ar =
1 A1+ x2A5+ ...+ 1, Ay, czyli wektor Ax jest kombinacjg liniowa kolumn macierzy A, przy
czym wspolrzedne wektora x sa wspodlczynnikami tej kombinacji liniowej. W szczegdlnoSci

Oznaczajac i-ty wiersz macierzy A typu m x n symbolem A;, ¢ = 1,2, ...,m, macierz A
mozemy zapisa¢ blokowo
Al
A2
A=

Am



2.2. PODSTAWOWE POJECIA I FAKTY Z ALGEBRY LINIOWEJ 7

Wéwezas dla wektora wierszowego ¥ = [y1, Y2, ..., Ym] € R™ mamy yA = 1y A + 12 A% +
oo + Y A™, czyli wektor wierszowy yA jest kombinacja liniowa wierszy macierzy A, przy

czym wspotrzedne wektora y sa wspétczynnikami tej kombinacji liniowej. W szczegdlnosci
p :

e, A=A

e B(x,r)={y € R": |ly—z| < r} oznacza kulg domknietq o srodku w punkcie = i promieniu
;

o S(z,r)={y € R": ||y — x|| = r} oznacza sfer¢ o srodku w punkcie x i promieniu r;

2.2 Podstawowe pojecia i fakty z algebry liniowej

W tym ustepie przypomnimy podstawowe pojecia i fakty z algebry liniowej, ktérych bedziemy
uzywaé w dalszej czeSci. Fakty te podajemy najczeSciej bez dowodéw, gdyz mozna je znalezé
w wigkszoSci podrecznikéw do algebry liniowej. Pojecia i fakty podane nizej zawezamy do
przestrzeni euklidesowej, chociaz wigkszos$¢ z nich odnosi si¢ do dowolnej przestrzeni liniowe;.
2.2.1 Podprzestrzen liniowa
Definicja 2.2.1 Niech a4, ay, ..., a,, € R". Wektor

b= aia; + asas + ... + Qpam,,
gdzie a; € R, i = 1,2, ..., m, nagywamy kombinacjq liniowg wektoréow aq, as, ..., Gy,.

Niech A = [aq, ag, ..., a,,] bedzie macierza typu n X m zapisang w postaci blokowej, gdzie
a; € R*" 1 =1,2,....,m. Wéwczas kombinacje liniowa wektoréw ai, as, ..., a,, mozemy przed-
stawi¢ w postaci Aa, gdzie wspéhrzedne a; wektora a = (aq, v, ..., avy,) sa wspélczynnikami w
tej kombinacji liniowej. Zatem wektor kolumnowy Aa jest kombinacjg liniowa kolumn macierzy
A. Podobnie wektor wierszowy [A, gdzie 5 = (84, B, .-, B,,) jest kombinacja liniowa wierszy
macierzy A.

Definicja 2.2.2 Moéwimy, ze zbior X C R” jest podprzestrzeniq liniowq jesli
vmbexva?ﬂeR aa + /Bb E X

Definicja 2.2.3 Mowimy, ze uktad wektoréw aq,as, ...,a,, € X C R"™ rozpina podprzestrzen
X jesli dowolny wektor a € X mozna przedstawi¢c w postaci kombinacji liniowej wektoréw
ai,as, ..., aym € X, czyli istnieja state aq, as, ..., a,, € R takie, ze

a = ai1aq1 + asas + ... + QG-
Mowimy wéwcezas, ze X jest rozpieta przez uklad wektoréw ag, as, ..., a,, i piszemy

X = span{ay,ag, ..., an}.

2.2.2 Liniowa niezaleznoS¢ wektorow

Definicja 2.2.4 Uktad wektoréw {ay, as, ..., a,, } € R™ nazywamy liniowo niezaleznym, jesli
Vot as,amer (101 + Q202 + ... + @ty =0 = a1 = a0 = ... = @, = 0).

Uklad ten jest liniowo zalezny, jesli nie jest liniowo niezalezny, czyli

Jor.omamer (101 + @202 + ... + Q= 01 o; # 0 dla przynajmniej jednego i = 1,2, ...,m).
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Definicja 2.2.5 Niech X C R" bedzie podprzestrzenia liniows i niech uktad {aq, as, ..., a,n} C
X bedzie liniowo niezalezny. Jesli dowolny wektor x € X mozna jednoznacznie przedstawié w
postaci

T = 1a1 + Qa2 + ... + QG
gdzie oy, o, ..., ap, € R, to uklad ten nazywamy bazg tej podprzestrzeni, a liczbe m jej wymiarem,

co zapisujemy m = dim(X).

Mozna pokaza¢, ze wymiar podprzestrzeni nie zalezy od przyjetej bazy. W szczegdlnosci,
jesli X = R", to dowolna jej baza ma n elementéw (wymiar przestrzeni R wynosi n).

Definicja 2.2.6 Liczbe liniowo niezaleznych wierszy (badZz kolumn) macierzy A nazywamy
rzedem macierzy i oznaczmy symbolem rank(A).

W niektérych podrecznikach podaje sie réwnowazng definicje rzedu macierzy A jako maksy-
malny stopien niezerowego minora macierzy A.

Cwiczenie 2.2.7 Pokaza¢, ze dla niezerowych wektoréw kolumnowych u, v € R™ macierz uv’

typu n X n jest macierza rzedu pierwszego.

Cwiczenie 2.2.8 Niech A bedzie macierza typu m xn, za§ B macierza nieosobliwag typu m x m.
Pokazaé, ze rank(AB) = rank(A).

Cwiczenie 2.2.9 Pokazat, ze dla liniowo niezaleznych wektoréw (kolumnowych) u,v € R” i
dla niezerowych statych o, 8 € R macierz auu® + Svv? typu n x n jest macierzg rzedu drugiego.

Definicja 2.2.10 Mowimy, ze macierz A typu m X n ma pelny rzqd kolumnowy (pelny rzqd
wierszowy), jeli uktad jej kolumn (wierszy) jest liniowo niezalezny.

2.2.3 Uklad ré6wnan liniowych

Ponizsza definicja wyznacznika macierzy kwadratowej A stopnia n jest réwnowazna powszechnie
znanym definicjom Laplace’a (rekurencyjna) i Lebniza jako sumy n! skltadnikéw pomnozonych
przez +1, z ktérych kazdy jest iloczynem n elementéw tej macierzy wyznaczonych przez permu-
tacje n-elementows (sktadniki te mnozymy przez +1 badz —1 w zaleznoéci od tzw. parzystoSci
permutacji).

Definicja 2.2.11 Wyznacznik macierzy kwadratowej jest funkcja okreSlong na macierzach typu
n X n spemiajacag warunki:

(i) Wyznacznik macierzy jednostkowej I wynosi 1;
(il) Zamiana dwéch wierszy macierzy zmienia znak wyznacznika,

(iii) Pomnozenie wiersza macierzy przez liczbe skutkuje pomnozeniem jej wyznacznika przez te
liczbe;

(iv) Dodanie do wiersza macierzy wielokrotno$ci innego wiersza nie zmienia jej wyznacznika.
Wyznacznik macierzy kwadratowej A oznaczamy symbolem det(A).

Mozna pokazaé, ze istnieje doktadnie jedna funkcja spelniajaca warunki (i)-(iv) powyzszej
definicji. Wyznacznik macierzy kwadratowej mozna zdefiniowaé réwnowaznie zastepujac w
powyzszej definicji wiersze macierz jej kolumnami.
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Definicja 2.2.12 Macierz kwadratowa o niezerowym wyznaczniku nazywamy macierza nieosobliwa.

Twierdzenie 2.2.13 Niech A bedzie macierzq kwadratowa. Jesli macierz odwrotna do macierzy
A istnieje, to jest ona okreSlona jednoznacznie. Ponadto nastepujgce warunki sq réwnowazne:

1. Macierz A jest odwracalna;

2. Macierz A jest pelnego rzedu kolumnowego;

3. Macierz A jest pelnego rzedu wierszowego;

4. Wyznacznik macierzy A jest niezerowy (macierz A jest nieosobliwa);

5. Dla dowolnego b € R™ uktad réwnan Ax = b posiada doktadnie jedno rozwigzanie.

Twierdzenie 2.2.14 Niech macierz A bedzie typu m x n. Wowczas A jest petnego rzedu kolum-
nowego wtedy i tylko wtedy, gdy jedynym rozwigzaniem uktadu réwnan Ax = 0 jest rozwigzanie
zerowe.

Cwiczenie 2.2.15 Udowodni¢ twierdzenie 2.2.14.

Cwiczenie 2.2.16 Pokaza¢, ze macierz tréjkatna jest niosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy
wszystkie elementy na jej gléwnej przekatnej sa niezerowe.

Cwiczenie 2.2.17 Niech A := [@;]nxn bedzie nieosobliwg gérng (dolna) macierza tréjkatna.
Pokaza¢, ze macierz B = [b;j],x, odwrotna do A jest gérna (dolna) macierza tréjkatna. Ponadto
jesli a; >0 (< 0), to by; > 0 (< O), 1=1,2,...,n.

Definicja 2.2.18 Podzbiér X C R" nazywamy podprzestrzeniq afiniczng przestrzeni R", jesli
r,yeXoraza e R= (1-a)r+ay € X.

Cwiczenie 2.2.19 Niech A bedzie macierza typu m x nib € R™. Pokaza¢, ze zbidér rozwigzan
uktadu réwnan liniowych Az = b jest podprzestrzenig afiniczna.

Twierdzenie 2.2.20 Niech X C R" bedzie niepusty i niech a € X. Podzbior X jest pod-
przestrzeniq afiniczng wtedy 1 tylko wtedy X — a jest podprzestrzeniq liniowaq.

Cwiczenie 2.2.21 Udowodnié¢ twierdzenie 2.2.20.

Cwiczenie 2.2.22 Pokazac, ze dla macierzy A typu m xn zbiér rozwigzan ukladu jednorodnego
Ax = 0 jest podprzestrzenig liniows.

Twierdzenie 2.2.23 (Kronecker—Capelli) Niech A bedzie macierza typu m x n i b € R™.
Uktad réwnan Ax = b posiada rozwigzanie © € R™ wtedy i tylko wtedy, gdy rank([A,b]) =
rank(A), przy czym:

(a) jesli rank([A, b]) = rank(A) = n, to uktad posiada doktadnie jedno rozwigzanie;

(b) jesli rank([A,b]) = rank(A) = r < n, to uklad posiada nieskonczeniewiele rozwiqzan za-
leznych od n — r parametrow.

Cwiczenie 2.2.24 Niech A bedzie macierza typu m x n i b € R™. Pokazaé, ze jeSli A jest
macierzg pelnego rzedu wierszowego, to zbiér rozwigzan ukltadu réwnan Ax = b jest jest niepusty
i jest podprzestrzenig afiniczng. Jaka jest postaé dowolnego rozwigzania tego uktadu i jaki jest
wymiar tej podprzestrzeni.
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2.2.4 Tloczyn skalarny i norma wektora

Definicja 2.2.25 Funkcje (-,-) : R" x R” — R nazywamy iloczynem skalarnym jeSli spehia
ona nastepujace warunki (aksjomaty):

(i) (z,y) = (y,z) dla dowolnych z,y € R";

)
(i) (z+vy,2) = (z,2) + (y, 2) dla dowolnych z,y, z € R™;
(iii) (ax,y) = a(z,y) dla dowolnych z,y € R" i o € R;

(iv) (x
x

Y
x) > 0 dla dowolnego x € R™, przy czym réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
0.

Definicja 2.2.26 Funkcja | - || : R® — R nazywa sie normg, jesli spelnia ona nastepujace
warunki (aksjomaty):

(i) |z +y| < ||z|]| + ||y|]| dla dowolnych z,y, 2 € R™ (nier6wnosé¢ tréjkata);
(i) |laz|| = |af - ||z]] dla dowolnych z € R™ i a € R (dodatnia jednorodnosc);

(iii) [|z]| > 0 dla dowolnego = € R™, przy czym réwno$¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
xz=0.

Uwaga 2.2.27 Dla ustalonego iloczynu skalarnego (-, -) funkcja || - || okreslona réwnoécia ||z|| =
\/(x, z) spelia aksjomaty normy. Méwimy, ze jest to norma indukowana przez iloczyn skalarny
(-, ). Pokdreélmy jednak, ze nie kazda norma jest indukowana przez iloczyn skalarny.

Tloczyn skalarny mozna okre$li¢ na wiele sposobéw, na przyktad
i=1

gdzie z,y € R". Tak zdefiniowana funkcje nazywamy standardowym iloczynem skalarnym.
Norma przez niego idukowana ma postac

|zl = VaTz = (2.2)

i nazywa sie normg euklidesowq. Dla oznaczenia normy euklidesowej bedziemy uzywac¢ réwniez

symbolu || - ||2 szczegélnie w sytuacji, gdy wraz z norma euklidesowa bedziemy rozwazaé inne
normy. Innym przyktadem iloczynu skalarnego jest
<ZL', y>A = ITAy: (23)

gdzie A jest macierza okre$long dodatnio, czyli macierza symetryczng spelniajaca 27 Az > 0 dla
dowolnego = # 0. Norma indukowana przez ten iloczyn skalarny ma wiec postaé

|z]|a = VaT Ax. (2.4)
W szczegdlnosei, gdy A = I otrzymujemy standardowy iloczyn skalarny i norme euklidesowa.

Cwiczenie 2.2.28 Pokazaé, ze funkcja (+,-)a okreSlona réwno$cia (2.3) spelnia aksjomaty
iloczynu skalarnego.
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W przestrzeni C" uzywa sie ogélniejszej definicji iloczynu skalarnego, w ktérej warunek (i)
w definicji 2.2.25 przyjmuje postaé (x,y) = (y, z), gdzie & oznacza sprzezenie liczby a € C. W
konsekwencji, (z,ay) = a(x,y), a € C. Przykladem iloczynu skalarnego okre§lonego w C" jest
(v,y) = 2Ty, x,y € C".

Powtoérzmy, ze iloczyn skalarny mozna zdefiniowaé na wiele sposobéw. Podobnie norme
mozna zdefiniowa¢ na wiele sposobéw i nie musi by¢ ona indukowana przez iloczyn skalarny.
Jesli wyraznie nie zaznaczymy inaczej, to w dalszych rozwazaniach bedziemy ogranicza¢ sie do
standardowego iloczynu skalarnego w R™ i do indukowanej przezen normy euklidesowej. Za-
zwycza norme te oznacza si¢ symbolem || - |2 lub || - ||, o ile nie prowadzi to do nieporozumien.
Inne wazne normy w R”, to norma || - ||, zwana réwniez norma l,,, gdzie p € [1, +00] zdefiniowana

réwnoscia
n
1
lzllp == O lzs)»
j=1

dla p € [1,+00) i
[ ]loc = max |a;] .

W szczegblnoSci norma || - ||; zdefiniowana jest réwnoscig

n
ol o= fag] -
j=1

Norma || - ||, jest indukowana przez iloczyn skalarny wtedy i tylko wtedy gdy p = 2. W dalszej
czedcei, o ile nie bedzie to prowadzi¢ do nieporozumien, symbolem || - || bedziemy oznaczaé norme
euklidesowa.

W uczeniu maszynowym uzywana jest réwniez norma ||x||o réwna liczbie niezerowych wspoétrzed-
nych wektora x € R", zwana rowniez normg ly. Nalezy jednak podkresli¢, Ze nie jest ona norma
w sensie definicji 2.2.26. Uzywana jest ona w szczegélnosci w sytuacji, gdy mamy wyznaczy¢
wektor x majacy mozliwie mato niezerowych wspétrzednych, speliajacy 'w przyblizeniu’ uktad
réwnan liniowych Az = b.

Cwiczenie 2.2.29 Narysowa¢ w R? kule jednostkowe B(0, 1) dlanorm [, gdzie p = 1, %, 2,3, 00.

Jesli nie bedzie powiedziane inaczej, bedziemy zaktadac, ze wszystkie rozpatrywane macierze
majg elementy rzeczywiste.

Definicja 2.2.30 Moéwimy, ze uklad wektoréw {ai,as,...,a,,} € R", w ktérej okreslony jest
iloczyn skalarny (-, ), jest ortogonalny, jesli

(1, jedlii =,
<“““J>_{ 0, jeslii# j.

Jedli ponadto a;, ¢ = 1,2,...,m, sa unormowane, czyli |la;|| = 1, i = 1,2,...,m, to uktad ten
nazywamy ortonormalnym.

Najprostszym przykladem ukladu ortogonalnego w przestrzeni R", w ktoérej zdefiniowano
standardowy iloczyn skalarny, jest uktad wersoréw {e; : j =1,2,...,n}.

Twierdzenie 2.2.31 Ortogonalny uktad wektorow jest liniowo niezalezny.
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Dowéd. Niech {ay,as, ..., a,,} € R"™ bedzie uktadem ortogonalnym. Niech oy, i = 1,2, ..., m,
beda statymi takimi, ze
a1a1 + asag + ... + apay, = 0.

7, aksjomatéw iloczynu skalarnego dla dowolnego ¢ = 1,2, ..., m otrzymujemy
0= (1a1 + agas + ... + G, a;) = ag{a, a;) + as(as, a;) + ... + am{am, a;) = o,
co oznacza, ze uklad {ay,as, ..., a,,} jest liniowo niezalezny. m

Twierdzenie 2.2.32 (nier6wno$¢ Cauchy’ego—Schwarza) Niech wR"™ okreslony bedzie iloczyn

skalarny (-,-) i indukowana przezeh norma || - ||. Wowczas dla dowolnych x,y € R™ zachodzi
nierownosc

=l [yl < (@, y) < ]l - [yl (2.5)
przy czym:

(i) w pierwszej nierdwnosci zachodzi réwnose wtedy i tylko wtedy, gdy x iy sq ujemnie liniowo
zalezne (x = ay lub y = ax dla pewnego o < 0),

(ii) w drugiej nieréwnosci zachodzi réwnosé wtedy i tylko wtedy, gdy x iy sq dodatnio liniowo
zalezne (x = ay lub y = ax dla pewnego o > 0).

Dowéd. Jesli x = 0 lub y = 0, twierdzenie jest oczywiste. Niech wiec =,y # 0. Dla
dowolnego A € R mamy

0 < lz = Myl* = (& = Ay, & = Ay) = [|2]|* = 2X{z, y) + N*[ly|>. (2.6)
Poniewaz ostatnie wyrazenie w (2.6) jest funkcja kwadratowa zmiennej A,
FO) = ylPA = 2(z, y)A + [J=]1%,

wiec
A=Az, y)? = 4flz)? - llyl* < 0,

z czego wynika pierwsza czeS¢ twierdzenia. Funkcja ta osigga minimum

Az, y)* + Al - ll® _ =l -yl = (e, 9)?

fmin = — = =0
Aflylf? lyl1*

doktadnie wtedy, gdy A = Tlg; ﬁ’; . Z drugiej strony, f(\) = [z — \y||> = 0 wtedy i tylko wtedy,
gdy © = Ay, czyli x i y sg linlowo zalezne. W przypadku dodatniej liniowej zaleznosci, A > 0 i
druga nieréwno$¢ w (2.5) jest réwnoscia, za$§ w przypadku ujemnej liniowej zaleznoSci, A < 0 i

druga nier6wno$¢ w (2.5) jest réwnosciag. m

2.2.5 Okreslonos¢ macierzy

Definicja 2.2.33 Niech A bedzie macierza symetryczng typu n x n. Mdéwimy, ze A jest
okreslona nieujemnie, jesli
Veern sTAs > 0.

Moéwimy, ze A jest okreslona dodatnio, jesli

Vsern s£0 sTAs > 0.
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Cwiczenie 2.2.34 Pokaza¢, ze dla wektora d o wspotrzednych nieujemnych (dodatnich) macierz
diag(d) jest okreslona nieujemnie (dodatnio).

Definicja 2.2.35 Niech {a, as, ..., a, } bedzie uktadem wektoréw w przestrzeni R" z okreSlonym
iloczynem skalarnym (-, -). Macierz G postaci

(a1, a1) (ar,az) -+ (a1, an)
o (a2,.a1> <a2,' ag) - (ag,.an)
(ap,a1) (an,as) -+ {(an,an)

nazywa sie macierzq Grama ukladu wektoréw {as, as, ..., a,}.

Uwaga 2.2.36 Jesli w przestrzeni R"™ okreslony jest standardowy iloczyn skalarny, to macierz
Grama ukladu kolumn macierzy A ma postaé G = AT A, za$ macierz Grama ukladu wierszy
macierzy A ma posta¢ G = AAT. W tym celu wystarczy macierz A zapisaé w postaci blokowej

Al
A2
A=1[A, Ay, ..., Ay badz A = . i zastosowaé reguly mnozenia blokowego macierzy.
Am
Twierdzenie 2.2.37 Niech w przestrzeni R"™ okreslony bedzie standardowy iloczyn skalarny
niech A bedzie macierza typu m x n. Wowczas macierz Grama uktadu kolumn macierzy A:
(i) jest okreSlona nieujemnie;
(ii) jest okreslona dodatnio wtedy i tylko wtedy, gdy A ma pelny rzad kolumnowy.
Dowéd. Dla dowolnego s € R" mamy

sTAT As = (As)T(As) = ||As|® > 0. (2.7)

(1) Z réwnoéci (2.7) wynika, ze macierz Grama kolumn macierzy A jest okre$lona nieujemnie.
(ii) Réwnowaznos¢ wynika z réwnoéci (2.7) i z twierdzenia 2.2.14. =

Nastepujace twierdzenie podajemy bez dowodu.

Twierdzenie 2.2.38 (Schur) Jesli A = [aijlnxn ¢ B = [bijlnxn Sa macierzami okreslonymi
dodatnio (nieujemnie), to macierz C' := [a;;bij]nxn (2wana produktem Hadamarda macierzy A i
B) jest okreslona dodatnio (nieujemnie).

2.2.6 Norma macierzy

Definicja 2.2.39 Niech A bedzie macierza typu m x n i niech w R™ i R™ beda okre$lone normy

| - |]. Wielkos¢
A
JA] = sup 121 2.8)
w0 ||z
albo réwnowaznie
A == ||81H1§1 | Az|| (2.9)

nazywamy normg macierzy A. W szczegdlnoSci, jeSli obie normy po prawej stronie réwnoSci
(2.8) sa normami euklidesowymi, to tak okreSlong norme nazywamy normg spektralng macierzy
A i oznaczamy symbolem |[|A||s.
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W dalszej czeSci norme euklidesows wektora i indukowang przez nig norme spektralng macierzy
bedziemy dla uproszczenia zapisywaé bez indeksu 2. Mozna réwniez zdefiniowaé inne normy
macierzowe, np.

[Az],

)
a0 |2l

Al == (2.10)

gdzie p € [1,400]. W szczegblnoéci norma macierzowa || - || jest norma spektralna. Mozna
pokazaé, ze dla macierzy A = [a;;] typu m x n zachodzi ||Alj; = max; Y ", |a;;| oraz ||Alle =

max; >0y i)

Definicja 2.2.40 Niech A bedzie macierzag typu m x n. Wielko$¢

|AllF = /Z | (2.11)

nazywamy normg Frobeniusa macierzy A.

Nietrudno zauwazy¢, ze || A% = 3°7_, [[4;]1> = D77, [|A’?, czyli kwadrat normy Frobeniusa
macierzy A jest suma kwadratéw norm euklidesowych jej kolumn lub wierszy.

Uwaga 2.2.41 Dowolna norma macierzowa zdefiniowana réwnoscia (2.10) spelnia wszystkie
aksjomaty normy, czyli

L J[A+ Bl < [|Al + [[B]
2. [laAl = laf - [lAl

3. ||A]] > 0, przy czym réwno$¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy A = 0 (A jest macierza
ZEerowa,).

Cwiczenie 2.2.42 Pokazaé, ze norma macierzy spelnia aksjomaty normy.

Przyklad 2.2.43 Niech u,v € R" beda wektorami unormowanymi. 7 nieréwno$ci Cauchy’ego—
Schwarza wynika, ze

B |uvz||? rTouluvTz vlovTx
luo™ || = sup 3~ SUp—— e = Sup— o
w20l w20 |7 w20 |2
_ ol el el ]2 =
T I S R

Oznacza, to ze norma spektralna macierzy uv? wynosi 1.

2.2.7 Macierze ortogonalne

Definicja 2.2.44 Niech w R" okre$lony bedzie standardowy iloczyn skalarny, czyli (x,y) =
2Ty, x,y € R*. Macierz kwadratowa U o kolumnach U;, i = 1,2,...,n, nazywa sie macierza
ortogonalna, jesli kolumny U;, ¢ = 1,2, ..., n, s3 wzajemnie ortogonalne i unormowane, czyli

. Y = T J— ]‘7 gdyZ:ja
i Us) = Ui UJ‘{ 0, gdy i,

albo réwnowaznie UTU = I (macierz Grama kolumn macierzy U jest macierza jednostkowa).
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Z twierdzenia 2.2.31 wynika nastepujacy wniosek.

Whiosek 2.2.45 Kolumny macierzy ortogonalnej U sq lintowo niezalezne, czyli macierz ortog-
onalna jest odwracalna.

Twierdzenie 2.2.46 Wiersze macierzy ortogonalnej U sq wzajemnie ortogonalne, czyli UUT =

I.

Dowdéd. Poniewaz kolumny U;, ¢ = 1,2, ..., n, macierzy ortogonalnej sa liniowo niezalezne,
to stanowig one baze przestrzeni R". Zatem dowolny wektor x € R"™ mozemy przedstawic w
postaci

z=8U+ ..+ 8,U,

albo w zapisie macierzowym z = Ub, gdzie b = [, ..., 3,]7. Mnozac obie strony tej réwnosci
skalarnie przez U; otrzymamy 3; = (U, z) = U]-T x, j =1,2,...,n, albo w zapisie macierzowym
b=U"x. Zatem

r=Ub=UU"xz.

Poniewaz x jest dowolnym wektorem, otrzymujemy UUT = I, co oznacza, ze wiersze macierzy
U sa wzajemnie ortogonalne. m

Cwiczenie 2.2.47 Pokaza¢, ze dla macierzy ortogonalnej U zachodzi ||Uz|| = ||z|| dla dowol-
nego x € R”. Oznacza to, ze przeksztalcenie ortogonalne nie zmienia dtugoSci wektoréw.

Cwiczenie 2.2.48 Pokazaé, ze dla macierzy ortogonalnej U zachodzi U~! = U”. Oznacza to,
ze aby odwrdéci¢ macierz ortogonalng wystarczy ja transponowac.

Przyklad 2.2.49 Nastepujace macierze sa ortogonalne:

1. Macierz obrotu o kat a w R?

R(a) == [C.OSO‘ —ema } (2.12)
sina  cosa
2. Macierz obrotu Givensa w R"
[ 1 0 0 0]
O --- cosa --+ —sina --- 0
G(i,j,a) = | Y : : (2.13)
0 --- sinaw --- cosa --- O
0 - 0 0 e 1

Jest to macierz obrotu o kat o w plaszczyznie okreSlonej przez osie x; i x5, 7,5 = 1,2,...,n,
1 # j. W szczegdlnosci dla n = 3 macierz

cosa 0 —sinao

G(1,3,a) := 0 1 0

sina 0 cos«

jest macierza obrotu w R?® w plaszczyznie 0xz albo inaczej wokdét osi y.
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3. Macierz permutacji. Jest to macierz powstala przez permutacje wierszy, badz kol-
umn macierzy jednostkowej. Niech p : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} bedzie permutacja n-
elementowa. Wdéwczas macierz powstata przez permutacje kolumn macierzy I ma postac

Pp = [ep(l), 6p(2), vy €p(n)] (2.14)

natomiast macierz powstala przez permutacje wierszy macierzy I ma postac

T
€p(1)
€p(2)
T .
Pp = : (2.15)
T
€p(n)

4. Macierz odbicia, zwana réwniez macierzq Householdera

2 T
2.1
CE (2.16)

gdzie v € R", v # 0. Jest to macierz odbicia wzgledem hiperplaszczyzny prostopadlej do
wektora v. Istotnie. Zauwazmy najpierw, ze dla dowolnego wektora a € R" ortogonalnego
do v (czyli takiego, ze a’v = 0) zachodzi R,a = a oraz dla dowolnego wektora b € R"
wspotliniowego z v (czyli w postaci b = awv, dla pewnego @ € R) mamy R,b = —b. Zapiszmy
teraz dowolny wektor x € R"™ w postaci

R,=1-

r=r—ou+ _av,
—— =
a b

gdzie a = fr;—ﬁz) Wéwezas a jest ortogonalny do v i b jest wpdliniowy z v. Mamy wiec

R,a = a oraz R,b = —b. Zatem
y:=R,x=Ry(a+b)=R,a+ Rb=a—0.

Widzimy wiec, ze wektor y = a — b jest odbiciem wektora © = a+b, gdyz wektor x —y = 2b
jest wspélliniowy z v oraz ||z — al| = ||y — all.

Cwiczenie 2.2.50 Pokazaé, ze macierze zdefiniowane w przykladzie 2.2.49 sg ortogonalne.

Cwiczenie 2.2.51 Niech p = (p(1),p(2), ..., p(n)) bedzie permutacja n-elementows. Pokazac,
ze dla macierzy permutacji P, typu n x n i dla dowolnej macierzy A typu m X n macierz AP,
jest macierza powstala z macierzy A przez permutacje jej kolumn, czyli

AP, = [Ap), Ap@)s -+ Apn))-

Podobnie, dla dowolnej macierzy B typu n X m macierz PpT B jest macierza powstalg z macierzy
B przez permutacje jej wierszy, czyli

Br(M)
Br®?)
PI'B =

Bz;(n)
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Cwiczenie 2.2.52 Niech , y € R" beda wektorami unormowanymi i niech

v = T —1Y, Jeéhx%y,
| dowolny niezerowy wektor ortogonalny do z, jesli z = y.

Pokaza¢, ze R,x =y i R,y = x, gdzie macierz R, jest zdefiniowana réwnoscig (2.16).

Wskazéwka: Przyjac v =2 —y, a = 1(x +y), b = z — a. Wéwczas a jest ortogonalny do
v (gdyz z 1 y sa unormowane) i b jest wspélliniowy z v oraz y = 2a —x = 2a — (a +b) = a — b.
Dalej mozna skorzysta¢ z argumentacji umieszczonej w przyktadzie 2.2.49, p.4. Alternatywnie,
wystarczy zauwazy¢, ze v = 2b i skorzystat ze wzoru (2.16).

Cwiczenie 2.2.53 Pokaza¢, ze iloczyn macierzy ortogonalnych jest macierzg ortogonalna.



